Istituzioni di Matematiche I (CH-CI-MT)

prova di accertamento del 15 gennaio 1999 — Compito A

2 1
ESERCIZIO 1. Si considerino, al variare dit in R i vettoriu; = | t—3 | edus = | —1
t+1 1
(a) Sidica per quali valori del parametrot i vettoriuy, us, uj Xus sono linearmente dipendenti e si determini,
in tal caso, una base del sottospazio (u;,us,u; X us).
4
(b) Siat =3 e si esprima (se possibile) il vettore v.= [ 0 | come combinazione lineare di u;,uz,u; X us.

4

Svolgimento. (a). Se uy e us sono linearmente indipendenti (cioé se non sono paralleli), allora u; x us &
diverso dal vettore nullo e perpendicolare al piano generato dai primi due e quindi i tre vettori ui, us, u; X us

2t — 2

sono linearmente indipendenti. Con il calcolo esplicito del vettore u; xuy, = | ¢ —1 si verifica che uy ed
1—t

u, sono paralleli solo per ¢ = 1. In tal caso, poiché u; ed uy sono proporzionali e quindi u; x us = 0, 1l

sottospazio generato dai tre vettori si riduce all’insieme dei multipli di uj, ovvero (ui,us,u; x uz) = (uy).

(b). Siat = 3. Si tratta di trovare i valori dei coefficienti x1, 24, z3 tali che v = z1u; + z2us + 23(u; x ug),
ovvero di risolvere il sistema di equazioni lineari

2 1 4 1 4
0 -1 2 o | =10
4 1 =2 3 4
Si ha quindi v =u; + %uz + %(ul X Ug). a

ESERCIZIO 2. Calcolare gli autovalori ed i relativi sottospazi di autovettori dell’endomorfismo ¢ di
matrice

2 9 5
A=1(0 -1 =2
0 8 7

nella base canonica. Dire in particolare se ¢ & diagonalizzabile.

Svolgimento. Si ha det(A — A1) = (2 — A\)(3 — A\)? e quindi gli autovalori sono 2, con molteplicita 1 e 3, con

1 1
molteplicita 2. I sottospazi di autovettori corrispondenti sono < 0 > e < -1 > Non vi sono quindi
0 2

tre autovettori linearmente indipendenti e percid ¢ non & diagonalizzabile.

ESERCIZIO 3. Discutere I'insieme delle soluzioni del sistema lineare
x +2z =0
Ar Ay 42z =1
—2¢ —-2\y 42z =3

al variare del parametro A in R.

10 2 0

Svolgimento. La matrice completa & equivalente alla matrice | 0 A 2—2X 1 |. Per A ¢ {0, g}, matrice
0 0 10—4X 5

completa ed incompleta hanno rango 3 ed il sistema ha quindi un’unica soluzione della forma

5 I 5 5
TS5ov YTsoanv T apoazy  (0FAFR)
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x = 1

Per A = 0, matrice completa ed incompleta hanno rango 2, il sistema ha infinite soluzioni ¢ y = ¢ . Per
1
z = 3

A= g, la matrice completa ha rango 3, mentre quella incompleta ha rango 2 e quindi il sistema non ha
soluzioni. d

ESERCIZIO 4. Siano date le rette
{x—y—i—z—l:O , {2y—z—1:0
r ed r ,
20 —y+2=0 r4+y—2z+3=0

(a) Verificare che r ed v’ sono incidenti e determinarne il punto P di intersezione.
(b) Determinare i punti Q1 e Q2 di v tali che i coni ottenuti dalla rotazione dei segmenti PQ1 e PQ»
attorno alla retta r abbiano volume 6v/27.

-1
Svolgimento. (a). Il punto di intersezione ¢ P = | 3
5
0 1
(b). Le rette r ed v’ sono parallele, rispettivamente ai vettori v.= | 1 | e v/ = [ 1 |; dunque, detto ¢
1 2
I’angolo tra r e 7/, abbiamo
(v, V) V3 N 1
cosp = ———~L — — equindi  sing = /1 —(cosyp)? = -.
VI 2 2
r=—-14t
Le equazioni parametriche di 7’ sono ' : ¢ y =3+t e quindi, dato un punto @ di 7/, il segmento PQ ha
z=54+2

lunghezza ||]@|| = [t|v/6 e quindi il raggio R e altezza h del cono generato dalla rotazione del segmento

PQ attorno alla retta r sono R = ||]@|| sin g = % ed h = ||]@|| cosp = M Il volume del cono risulta
cosi uguale a

1 3
V =-7mR*h = 7r—3| |
3 2/2

che coincide con 6v/27 se |t| = 2. T punti cercati sono quindi Q1(—3,1,1) e @2(1,5,9). O

ESERCIZIO 5. Date le rette

r=14+1 =14+ 2¢
rii y=2—1 ed ro = —t ,

determinare:
a) I’equazione del piano m, contenente ry e parallelo a rs.
I’ del t t llel
(b) le equazioni della retta r' proiezione ortogonale di o su 7.
c) le equazioni della retta r" incidente a r1 e r9 e perpendicolare ad entrambe
| della retta r" dent dicol d entramb
Svolgimento. (a). Un’equazione del fascio di piani contenenti r1 & A(z + y — 3) + pu(z — 2) = 0. Affinché
A

il generico piano del fascio sia parallelo a rq, il vettore | A |, perpendicolare al piano, deve essere perpen-

2 A 2

dicolare al vettore | —1 |, parallelo a r5. Una soluzione dell’equazione < A, -1 > =0eAX=2e
2 7 2

1 = —1 che sostituiti nell’equazione del fascio danno

m o 2x4+2y—2—4=90



Istituzioni di Matematiche I — prova di accertamento del 15 gennaio 1999 — Compito A 3

(b). La proiezione ortogonale di 75 su m; si ottiene intersecando m; con un piano contenente 75 e perpendi-

A+
colare a my. Il fascio di piani contenenti ro ha equazione A(z — z) + pu(x + 2y — 1) = 0. 1l vettore 2u |,
—A
2
perpendicolare al generico piano del fascio, deve essere perpendicolare al vettore 2 |, perpendicolare a
-1
A+ p 2
m1. Una soluzione dell’equazione < 2u 1 2 > =0éA=2e pu= —1 che sostituiti nell’equazione
—A -1
del fascio danno il piano o5 : @« — 2y — 22 + 1 = 0. Un’equazione di 7’ & quindi
;o Jr—-2y—2241 = 0
2042y—z—4 = 0°
-2
(c). Tl vettore v.= | —2 | & perpendicolare al piano w1 e quindi alle rette 71 e a ro. Ne consegue che "
1

e parallela a v. Il piano o3 : © — 2y — 22 + 1 = 0 del punto precedente, contiene la retta ro ed & parallelo
a v, dunque deve contenere la retta r”. Analogamente la retta r”/ & contenuta nel piano oy del fascio di
asse 11, parallelo a v. Un generico piano del fascio ha equazione Az + y — 3) + p(z — 2) = 0 (cf. il punto

A -2
(a)) ed il piano o viene quindi determinato dall’equazione < A, =2 > = 0. Una soluzione di questa
7 1

equazione € A = 1 e p = 4, che sostituita nell’equazione del fascio da o1 :  + y + 42 — 11 = 0. Dunque, la
retta r”’ & 'intersezione di o1 e o35, ovvero

|
o

s r+y+42—-11 = 0
Tl e+ 2+ 221

Fine della discussione. O
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2 1
ESERCIZIO 1. Si considerino, al variare dit in R, i vettoriu; = [ t—1 | eduy= | 1
t+1 2

(a) Sidica per quali valori del parametrot i vettoriuy, us, uj Xus sono linearmente dipendenti e si determini,
in tal caso, una base del sottospazio (u;,us,u; X us).

(b) Siat =1 e si esprima (se possibile) il vettore v = come combinagzione lineare di Uy, us, 1y X Us.

O =W

Svolgimento. (a). Se uy e us sono linearmente indipendenti (cioé se non sono paralleli), allora u; x us &
diverso dal vettore nullo e perpendicolare al piano generato dai primi due e quindi i tre vettori ui, us, u; X us

t—3

sono linearmente indipendenti. Con il calcolo esplicito del vettore uy x ug = | t — 3 | si verifica che u; ed
3—t

u; sono paralleli solo per ¢ = 3. In tal caso, poiché u; ed uy sono proporzionali e quindi u; x us = 0, 1l

sottospazio generato dai tre vettori si riduce all’insieme dei multipli di uj, ovvero (ui,us,u; x uz) = (uy).

(b). Siat = 1. Si tratta di trovare i valori dei coefficienti x1, 24, z3 tali che v = z1u; + z2us + 23(u; x ug),
ovvero di risolvere il sistema di equazioni lineari

2 1 =2 1 3
0 1 -2 o | =11
2 2 2 r3 0
Si ha quindi v =u; — %uz — %(ul X Ug). a

ESERCIZIO 2. Calcolare gli autovalori ed i relativi sottospazi di autovettori dell’endomorfismo ¢ di
matrice

2 -1 -1
A=10 4 2
0 -1 1

nella base canonica. Dire in particolare se ¢ & diagonalizzabile.

Svolgimento. Si ha det(A — A1) = (3 — A\)(2 — A)? e quindi gli autovalori sono 3, con molteplicita 1 e 2, con

1 1 0
molteplicita 2. I sottospazi di autovettori corrispondenti sono < —2 > e < 0], 1 > I generatori
1 0 -1
che abbiamo indicato per 1 sottospazi sono quindi tre autovettori linearmente indipendenti e percid ¢ é
diagonalizzabile. d

ESERCIZIO 3. Discutere I'insieme delle soluzioni del sistema lineare

x +2z =1
x Ay +2+2)z =1
—2x —2\y +2z =1

al variare del parametro A in R.
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1 0 2 1
Svolgimento. La matrice completa € equivalente alla matrice [ 0 —A A 0 |. Per A ¢ {0,3}, matrice
0 0 6-—2x 3

completa ed incompleta hanno rango 3 ed il sistema ha quindi un’unica soluzione della forma

—2A 3 3
= = — = 0£X#£3).
Sioam YTeoay Toom 0FAEY
x = 0
Per A = 0, matrice completa ed incompleta hanno rango 2, il sistema ha infinite soluzioni { y = ¢ . Per
1
z = 3
A = 3, la matrice completa ha rango 3, mentre quella incompleta ha rango 2 e quindi il sistema non ha
soluzioni. d

ESERCIZIO 4. Siano dati la retta r ed il piano 7w di equazioni

r—y—z=20
r: e T:x—2z—1=0.
20 —y—1=0

(a) Determinare il punto P di intersezione tra r e w e I'equazione delle rette v’ e v contenute in w, passanti
per P ed inclinate di 7 rispetto ad r.

(b) Determinare inoltre i punti Q1 e Q2 di v tali che i coni ottenuti dalla rotazione dei segmenti PQ; e

PQ, attorno alla retta r abbiano area di base 167.

1 o
Svolgimento. (a). Il punto di intersezione ¢ P = | 1 |. Sev = | £ | & un vettore parallelo a ' o a v/, per
0 gl
o 1 1
la condizione < 81,1 0 > = 0 di parallelismo a 7, abbiamo o = 5. Il vettore v, = 2 ¢ parallelo
~y -1 -1
a 7. La condizione 11/ = 7/ = T © equivalente all’equazione
V2_ o vl Jet28-9] |27
2 4 vl el VB2 ¥ 52442 V/6y/2a2 + 52

a =1 e 3= +v6 sono soluzioni di questa equazione e quindi

r = 14+t r = 14+t
v y = 146t P y = 1—+/6t

Dato un punto Q(1 +¢,1 4 +/6t,¢) di ', la lunghezza del segmento PQ & 2v/2[t| ed il raggio di base del
cono & 2/2t|sin T = 2|¢|. L’area di base & 4wt? che coincide con 167 se ¢ = £2. I punti cercati sono quindi

Q1= (3,14+2v6,2) e Q2(—1,1— 26, -2). O

ESERCIZIO 5. Datiipianim :y+z4+1=0e ms: z+ y = 0, determinare:

(a) le equazioni parametriche della retta r intersezione di 7 e ma.
(b) Pequazioni di un piano w3, diverso da s, contenente r e tale che ’angolo tra w3 e m sia uguale all’angolo
tra mo e my.
(c) l'area del triangolo A1 A3 Az, dove Ay & il punto (1,1,—2) di m, ed Az e Az sono le proiezioni di A;
rispettivamente su o € T3.
r = —1
Svolgimento. (a). Posto y = ¢ otteniamo v : { y t
z —1—t
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0 1
(b). Tvettorivi = | 1 | evy = | 1 | sono perpendicolari rispettivamente a w1 e a 2. Detto ¢ I’angolo
1 0
tra m e 7o, abbiamo
|<V1’ V2>| 1
cosp = —————— — —
T vl Tl 2
A
Il fascio di piani contenenti r ha equazione Az + y) + p(y + z + 1) = 0. Detto v il vettore | A+ p
1
perpendicolare al generico piano del fascio, la condizione T 73 = 7,73 & equivalente all’equazione
1 vl A+ 24
2 AWl IVl V2207 4+ 207 + 2Mp
che & equivalente a pu(p + A) = 0. Per = 0 otteniamo il piano my. Per A = —p otteniamo
3 = x—2—1=0
x = 14+t
(c). Laretta rq perpendicolare a w2 e passante per A; ha equazione ¢ y = 141 e lasua intersezione con
z = =2

a2 & A; = (0,0,—2). Analogamente si trova Az = (0,1, —1). T vettori A; A3 e A; A3 sono rispettivamente
-1 -1
-1 ] e 0 e Parea del triangolo A; As A3 & data da
0 1

1 V3
§||A1A2 X A1A3|| = 7

Si poteva risolvere il problema anche osservando che il triangolo A; A3 A3z & isoscele (perché Ay € mp e 73 e

n3 formano uno stesso angolo ¢ con 1) e che "angolo ¢ = A2/141\143 vale 2(% — ¢). La lunghezza di A A; ¢
la distanza v/2 di A; da 7 ed & uguale alla lunghezza di A; As. L’area del triangolo € quindi

1
5\/§~\/§~sin(2(g —)) =sin2p = 2cos psiny = ?

tenendo conto che cos ¢ = % esiny = \/75 d



