Istituzioni di Matematiche (CH-CI-MT)

1V foglio di esercizi

ESERCIZIO 1. Siano f(t) = 2t> —t + 1 per ogni t € R ed F una primitiva di f. Se F(0) = 2, si calcoli
F(2).

Svolgimento. Le primitive di f(¢) sono tutte della forma

/(2t2—t+1)dt:§t3—%t2+t+c

al variare di ¢ tra i numeri reali. L’unica tra queste che soddisfi alla condizione F(0) = 2 & F(¢t) = §t3 -
3t +t+2 Sihaquindi F(2) =% -2 4+2+2=1. 0

ESERCIZIO 2. Si calcoli

T sin’(t) @ .
/O —dt /O[tg2t+2 2]dt.

lim ¢ e lim

lim —o - 71— cost
Tt / [1 —cost+ 2log(1+t)]dt vt / %dt
0 0

Svolgimento. Calcoliamo il primo dei due. Per calcolare il secondo lo studente puo procedere in modo
analogo. Si tratta di un limite della forma %, perche le due funzioni integrande sono continue e limitate per
xz — 0%, Possiamo applicare la regola di de L’Hopital e, grazie al teorema fondamentale del calcolo integrale,

ridurci a calcolare: o)
li z .
o [1 —cosz + 2log(1l + z)]

Si osservi che, per x — 07,
2

sin?z = (z 4 o(z))? = 22 + o(2?), 1 —cosz = % + o(z?), 2log(1 4 z) =2z + o(x)
e, poiche z2 & trascurabile rispetto ad z, si ha
sin? (z
) % ) 2 +0($2) 1
lim = lim ————— 72 — =
e—0t [l —cosz +2log(l 4+ )]  a—ot z[22 4+ o(z)] 2
e cio conclude il calcolo del limite proposto. O

ESERCIZIO 3. Si calcolino
2 1
(a) / ™ 2dx; (h) / V1 — 22dx;
1 0

COS ™

® [ VE T o [ // e
() /16(3x+1)1/2dx; () /1 log 1o

X

—1

1 e
(d)/(?—xQ)de; (k)/ ! dx;

0 o2 xlogz

4 2 —1/z
© [ Ein 0 [

2 T— 1

Larctgr T/t sina

dx; Il

(f)/0 1+ 22 (m)/o 1+coszxdx’

! 2 1/2
(9) /0 we™ ™ da; (n) <
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Svolgimento. (a). Una primitiva di 72 & /27!, e quindi

2 2
1 1 1
/ r2dr = [—] =——+1=_.
1 xr 1 2 2

(b). Con la sostituzione y = v/ — 1, si trova che z = y? — 1 e dz = 2ydy; quindi I'integrale proposto diventa

2 2 -
/2y2dy = gy?’ +c, ovvero /\/x — ldx = 3 (x—1)83+ec.
Applicando la formula di Barrow, si conclude che
5 2 ° 14
/ V&= Tde - { = 1)3} _ M
9 3 5 3
(c). Con la sostituzione y = Jgiﬁ’ si trova che x = %(y% —1)edx = —%dy; quindi 'integrale proposto

diventa

2 2 2
—= /y*2dy = — +¢, OVVero = g\/?)x—i— 1+ec.

1
—d
3 3y / NeTES
Applicando la formula di Barrow, si conclude che
6 2 o 2
/ (34 1)"12de = [3\/3x + 1] = g(\/19 —2).
1 1
(d). Si ha

4 1
/(2—x2)2dx = /(4—43&2 + 2t de = 4z — §x3+ 5365 +c

e quindi, applicando la formula di Barrow, si conclude che

1 1
4 1 4
92— 222y = |4z — —ad + 22®| =4— - +
/0( x%)*dx [a: 3% T 5% . 3

4 4 4 4
2 20— 242 1
/ x da::/ udm:/ 2dx+2/ dx.
9 x—1 9 z—1 9 5 z—1

1
r—1

4

2

/ z dr =4+ log3.
2 rz—1

(e). Si ha

Ricordando che log |« — 1| & una primitiva di ed applicando la formula di Barrow, si conclude che

(f). Osserviamo che H% ¢ la derivata di arctgz, e che arctgl = 7; quindi
1 1
t 1
A8 e = —(arctgz)?| = .
o 14 a2 2 D)

(g). Osserviamo che —2x & la derivata dell’esponente —x2, e quindi

1 1
1 1 1
/ ze  dy = {—eﬁ} =_ (1 - > .
0 2 0o 2 e

(h). Osserviamo che —2z & la derivata dell’argomento della radice 1 — 22, e quindi, facendo la sostituzione
y=1— 22 siricava

1

/lemdx:—;/lo\/ydy: [1@} Y

3V7l, 3
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(i). Osserviamo che cosz ¢ la derivata di sinz, e quindi, facendo la sostituzione y = sin z, si ricava

w/2 1 1
/ ol = y~ Py = [3 y yQ] =3 <1 - j) :
n/4 VSN 1/v2 2 1/v32 2 N2

(j). Osserviamo che T & la derivata di log# su tutta la semiretta (0, +00), e quindi, facendo la sostituzione

y = log x, si ricava
1

¢ logx ! 14 1
dx = dy = |5 = -.
/1 ——do /Oyy [2yh 5

(k). Il calcolo & perfettamente analogo a quello del punto precedente e viene quindi lasciato al lettore.

(I). Osserviamo che % ¢ la derivata dell’esponente —%, e quindi, facendo la sostituzione y = —1/x, si ricava

2 _1/z ~1/2 1 1
/ € dx:/ eydy:[ey]:}m:——f.
2 -1 Ve e

(m). Osserviamo che —sinx & la derivata di cosz, e quindi, facendo la sostituzione y = cos z, si ricava

/”/4 sin x d /1/‘/5 1 d farct ]1 s ; 1
——dr=— ——dy = [arc = — —arctg—.
o 1l+cos?x 1 1+ 2% 8l ve = g g\/i

(n). Osserviamo che 2z ¢ la derivata di 22, e quindi, facendo la sostituzione y = 22, si ricava
/2 4 174 1 1/4
——dr = = ————dy = | = arcsin = — — arcsin —.
/0 V1—2t 2Jo J1—y? Y {2 y]o 2 4

]

ESERCIZIO 4. Un artigiano deve realizzare un ornamento formato da un cono (retto) con raggio di base
r ed altezza h ed una sfera di raggio R < h, sovrapposti in modo che il centro della sfera coincida con il
vertice del cono. Si disegni la figura in sezione e se ne calcoli il volume totale.

Svolgimento. Disegnamo la sezione dell’ornamento, ponendo 'asse del cono sull’asse delle ascisse ed il vertice
del cono nell’origine. Per motivi di simmetria possiamo limitarci alla porzione contenuta nel semipiano
superiore, ovvero

Yor--------—2

<

>

O Zo h

ove il punto (z, yo) € l'intersezione tra il semicerchio e la retta, ovvero la soluzione (nel semipiano superiore)

del sistema ) 2 o o
e+ Yyt = xro = There

r , OVVero R
Yo = N R

=—z
Y= h
11 solido si ottiene facendo ruotare la curva in figura attorno all’asse delle x e quindi & uguale a

/wO(R2 2?)dz + et 2 (1 P ) + 1oy
s — m ——dr = -7 — —mrh,
R To h? 3 \Vr2 + h? 3
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e cio conclude il calcolo. O

ESERCIZIO 5. Si consideri il solido formato da una sfera di raggio r entro cui si inserisce, aderendo
perfettamente, un cono (retto) con raggio di base r ed altezza h > 2r, di modo che il centro della sfera
appartenga all’altezza del cono ed il vertice del cono sia sulla superficie della sfera. Si disegni la figura in
sezione e se ne calcoli il volume totale.

Svolgimento. Disegnamo la sezione del solido, ponendo 'asse del cono sull’asse delle ascisse ed il vertice del
cono nell’origine. Per motivi di simmetria possiamo limitarci alla porzione contenuta nel semipiano superiore,
ovVVero

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

1

O] r 1 h

ove il punto (x1,y;) € lintersezione, diversa da O tra il semicerchio e la retta, che si pud trovare come
soluzione del sistema

(x—7)2+y> =12 T = 7"22T22
T , ovvero or2h
Y=t Y1 = e
11 solido si ottiene facendo ruotare la curva in figura attorno all’asse delle x e quindi il suo volume & uguale a
h2
/am (2 2) . h 722 J ) 3 % N 23 h Arr3pl N wr2h
Y Tr —Xx X ——ax =T res — — - — .
0 h? 3 3h2 2rh2 3(h2 + ’/‘2)2 3 ’
1 0 r24h2
e cio conclude il calcolo. ]

ESERCIZIO 6. Si consideri nel piano cartesiano il sottoinsieme
D:{(w,y)€R2|0§x§2, 0<y<e™® |x2—1|}

e si calcoli il volume del solido che si ottiene dalla rotazione di D attorno all’asse delle ascisse.

Svolgimento. L’insieme D ¢ il sotto grafico della funzione g(z) = e~*4/|z2 — 1] sull’intervallo [0, 2], dunque,
il volume del solido di rotazione ¢ uguale a

2 1 2
V:7T/ e 2N —a?|lde =7 (/ e_2g”(l—x2)dm—|—/ R G l)dm) .
0 0 1

Applicando ripetutamente la formula di integrazione per parti, si ottiene che

e—2a:

/e—2$(1 — 2% dr = 1 (22% + 22 — 1) + ¢,

e quindi

z=1 —2z z=2 4 2
e e* 4+ 6e — 11
+ |: =

e cio conclude il calcolo. O
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ESERCIZIO 7. Si calcoli il volume del solido che si ottiene ruotando attorno all’asse orizzontale il sot-
tografico della funzione f(x) = xv/sinhx sull’intervallo [0, 1].

Svolgimento. Il volume del solido € uguale a
1
V= 77/ z?sinhadz.
0
Una primitiva di z2?sinhz, si ottiene facilmente integrando per parti, e si ha

/xzsinhxdw = 2%coshz — 2 / zcoshxdx =

= z%coshz — 2xsinhz + 2 / sinhzdx = z?cosha — 2zsinhz + 2coshz + c.

Dunque
1 2
— 4
V= 7r/ 22sinhzdr = 7 [zzcoshz — 2xsinhz + 2coshx](1) = 6276%
0 e
e cio conclude la discussione. O
te 9/ —5
ESERCIZIO 8. Si calcoli / fidaa
2 xre — \/.E

Svolgimento. Tramite il cambiamento di variabile y = v/x (e quindi dy = Q%/de), possiamo ridurci a calcolare

2y—>5 o 2y—5 _ 1 y+4 s P T . e e s .
2/ ys_ldy. Osservando che o Ml vyl a8 ed utilizzando i soliti procedimenti di integrazione delle

funzioni razionali fratte, si ottiene che una primitiva della funzione integranda e

_Oix—kﬁ—kl Earc Wrtl
o) =los 5 s (25

Da cio si conclude che

/+OO de = lim [g(b) —g(2)] = I log 3+ V2 - Ez;urctg (W) .
2

RV V3 3-v2 V3 V3

Cid conclude il calcolo. O

oo 61 12
ESERCIZIO 9. Si calcoli / Glogz+12
s z(logx)® — 8z

Svolgimento. Per prima cosa cerchiamo di determinare una primitiva della funzione integranda. Posto y =

dx
log x, si ha dy = —, e quindi l'integrale proposto diventa
x

T 6y + 12
3 dy.
3 y° =38

Si ha

6y +12 2 2 + 2 o /6y+12 (y—2)?
P-8 y—2 pProyra D R b I T R

Da cio si deduce che

oo 12 b—2)2 1
/ Oy + dy = lim log # —log — =log19
3

Y3 —8 botoo b2+ 2b+4 19
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e quindi 'integrale proposto ¢ uguale a log 19. O

oo 9¢inh
ESERCIZIO 10. Si calcoli / e Y
oo (€7 +3e77T)2

ef—e”
2

" ¢ tramite il cambiamento di variabile y = ¢* (e quindi dy =
+oo y2 ~1

e®dx) I'integrale proposto coincide con / —

o (W+3)?

Determiniamo quindi una primitiva della funzione integranda, ricordando che si ha

Svolgimento. Ricordando che sinhz =

dy.

y -1 1 4
W +3)?2 2 +3  (y?+3)%

Poiche
1 1 Y
———dy = —=arctg | == ) +¢
/y2+3 V] g<\/§>
ed

4 4 1 dy 2 v\, yv3
/(?/2+3)2dy_3\/5/((y/\/§)2+1)2\/§_3\/§ <arctg<\/§>+y2+3>+c,

si conclude che 'integrale proposto coincide con

I N <y>_2y¢§
v |33\ O\VB) T 3|

1
ESERCIZIO 11. Si calcoli / (1 —2?) log(1 — z) d.
0

Svolgimento. Si tratta di un’integrale generalizzato, percheé nel punto z = 1 la funzione non & definita (anche
se ha limite finito ed uguale a zero). Integrando per parti si ottiene una primitiva e si ha

l1—¢
3 g2 7

! 1
/0 (1 —2?%) log(l—x)d$:€1i161+§ [(x2+x—2)(1—x)log(1—x)+3;’+2—2:10 ; =15

L’integrale si poteva anche calcolare osservando che, dopo la sostituzione t = 1 — z, si tratta di calcolare
1
/ (2t — %) logt dt,
0
che si risolve analogamente per parti e conduce (ovviamente) allo stesso risultato. O

ESERCIZIO 12. Si abbozzi il grafico della funzione integranda sull’intervallo di integrazione e si calcoli

/2
/ sinz log(cos ) dzx.
0
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Svolgimento. Cominciamo con un rapido studio dell’andamento della funzione integranda.

Nell’intervallo [0, 7) la funzione integranda assume valori minori o uguali

A | . 2

5 — a 0; la sua derivata prima ¢ cosx log(cosx) — (Sclgsﬁ) e quindi la fun-
12 zione integranda ¢ decrescente; infine si ha lim sinz log(cosx) = —oo.
] T—3 7
: Quindi ’andamento della funzione integranda & descritto dal grafico qui
: a fianco e l'integrale propos.to ¢ un integrale improprio.
: Integrando per parti, si ha
|
|
: /sinx log(cosz) dx =
|
|
: = —coszlog(cosz) — /sin xdx = —cosz(log(cosz) — 1) + ¢
|
|
: e quindi 'integrale proposto & uguale a
|

lim — cosb(log(cosb) —1) —1 = hm+ —y(logy—1)—1=—1;
b—35~ y—0
e cio conclude il calcolo dell’integrale proposto. O

ESERCIZIO 13. Si dica se converge I'integrale improprio

/+°° | sin x| d
x.
0 I’\/E

Svolgimento. La funzione integranda & continua e non negativa su tutta la semiretta (0, +00), ma & illimitata
per z — 07. Quindi puo essere utile considerare separatamente la convergenza dei due integrali

m : o0 :
| sin x| / | sin z|
d dz;
/0 /T . ¢ - x\/T v

Infatti, se i due integrali convergono, converge anche la loro somma, che e I'integrale proposto. Nel primo
caso si ha

| sin z| .
. z\/T . sinx
lim 4 = lim =1,
z—0t N z—0t T

"z
0 VT

; e quindi, per il criterio del confronto il secondo integrale

e quindi, per il criterio del confronto asintotico, 'integrale converge come converge

| sin x| < 1
r/x T x/x

Cio conclude la discussione. O

Per ogni € [7,400), si ha 0 <
oo dx

N

converge come converge
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ESERCIZIO 14. Si calcolino

Svolgimento. (a). Osserviamo che

4 5—x _ 4 5—x A 4 B . C
w3 —120+16 (v —2)2(x+4) 2-2 (r—2)2 z+4

ove A, B e C sono soggetti alle condizioni

A+C=0 A=-1
2A+ B —4C =—-4 ovVvero B=2
—8A+4B+4C =20 Cc=1

Si ha quindi

5—z 1 1 1
I e 2 [ —
/ e Ty T /x—?dx+ /(x—2)2dx+/x—l—4

Possiamo quindi concludere che

+oo b
5—x r+4 2 b+4 2
42T  _ gr= lim |1 - — lim (1 S log7+2) =2—logT.
/3 2120 +16 " biinoo[og } biirto(ogb2 b—2 8 +) 8

dx = log +c.

r—2 xr — 2

x+4‘ 2

(b). Il procedimento ¢ analogo a quanto descritto nel punto precedente e, per aiutare il lettore, osserviamo
che 23 — 122 — 16 = (z + 2)%(z — 4).

(¢). Con il cambiamento di variabile y = €%, e quindi dy = e*dx, si ottiene

et — g2 2—y
———dx = dy.
/ 1—e3z v /1—y3 4

Inoltre,
2 A By+C A=B=0
1:y3:1— +1+y—: 5 con A+B-C=-1.
Y 4 gy A+C=2

Si ha quindi

2y 1 1 1 y+5 1 1 1 [ 2y+1 3/ 1
dy==> | —dy+= | L2 _gy— - | gy [ L gy [ ——
/1—y3 4 3/1—y y+3/1+y+y2 Y 3/1—y y+6/1+y+y2 Y i
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Osserviamo infine che

1 1 1 2y +1 1, 1+y+y?
i 2T gy = Zlog ——2 7
3/ 1y y+6/1+y+y2 YT Ty T ©
¢ 3 1 1 1
- | ———dy=2 | ——————dy=+v3 | —— dt = v 3arctgt
2/1+y+y2 Y /§(y+§)2+1 Y f/l—i—t? Vaarctgt +c,
ove t = %y + % Possiamo quindi scrivere
2e* — 27 1 14 €% +e2* +1
———dr=-log——— t
/1_e3w T (e o) R \/3 e

e concludere che

b

+oo T 2z 2z T
2e” — e 1 1+e*+e 2e” 4+ 1
./1 1—e3 o bHHJPoo |:6 ©8 (e —1)2 + Viarety NI

™3 1. l+e+eé? 2e +1
=TV g7 t .
5 5 los -1 V3arctg 7

(d). (e). Il procedimento ¢ analogo a quanto descritto nei punti precedenti e lo lasciamo al lettore.
(f). La funzione integranda ¢ definita per = € (1,2] e non ¢ limitata, perche lim f(x) = —oo. Si tratta
z—1t

quindi di un integrale improprio. Integrando per parti, si ha

2 1 2 2 1 | 1 1
/xlog(x—l)dm:%log(z—l)—i/ z dx**—log(x—l)—i/x dx—l—i/ dx =

rz—1 r—1 rz—1

2 12 1 2_1 12
= Trose— 1) - T Doge - 1) o= T Lioge -1 - T e

dove si & omesso il segno di valore assoluto dall’argomento del logaritmo, perche stiamo integrando all’interno
della semiretta positiva.
Possiamo quindi calcolare l'integrale improprio, ovvero

2 2 272
-1 1
lim zlog(z — 1)dz = lim ’ log(x — 1) — (x—l—)} =
e—0% Ji4e e—0t 4 Ite
| 9 e+ ‘] 8+(5+2)2 5
= lim | —- — 0 = —-
e—0+ & 4 4’
ove si ricordi che lim eloge = 0.
e—0
(g). Il procedimento & analogo a quanto descritto nei punti precedenti e lo lasciamo al lettore. O

ESERCIZIO 15. Si dica per quali valori del parametro o converge l'integrale

(@) /+°° - < cosh(1/z) — 1 >

1 \/1/733—10%14'\/1/17 (e) /+Oo|72rarctgxi|a dzx;
(b) /+oo x® < 1 — cos(l/z) ) dx; 1+°° 2?2 + logx

1 tgy/1/z — \/1/x (f) /0 @t cona)® dx

+00 1— 671/x2 1
© /1 " < siny/1/x ) e 9) /0 xa(ll_x)a d.

(d) / ewFala=T1 dr;
1
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Svolgimento. (a). Per x — +oo, % e la sua radice quadrata tendono a 0 da valori positivi, quindi possiamo
utilizzare gli sviluppi di Mc Laurin, e scrivere

cosh(l/xz) =1+ % +o(1/z%), log(1++/1/x) =+/1/z — % + o(1/z);

per x — 400, da cui si deduce che

@ cosh(1l/z)—1
cosh(1/x) — 1 7= + o(1/2?) o ot (y/l/flog(lJr\/l/x))
== e quindi lim o =1.
\/l/ix—log(l—l—\/l/x) ﬂ—i-o(l/x) Tr——+00 €T

Per il Criterio del confronto asintotico, l'integrale proposto converge se, e solo se, converge l'integrale

+oo
/ 22z e cid accade se 1 — o > 1, ovvero se, e solo se, a < 0.
1

(b). e (c). si risolvono in modo analogo e sono lasciati al lettore.

(d). Qualunque sia il valore del parametro «, si ha

22(1
. ertala—1) o
lim ———— =e @ (@ 1)7&0.

T——+00 ear
Quindi, per il Criterio del confronto asintotico, I'integrale proposto converge se, e solo se, converge 'integrale

+Oodas=+oo sea=0

“+00 1
/ e“dr = ear]b
1 lim [} se a#0

b——+o00 Q 1

ove il limite & uguale a —% se a < 0 ed a oo altrimenti.

(e). Osserviamo che

T 1 T 1
— —arctgx — —| = —— + arctgr + —
2 x 2 z

e che, applicando la regola di de L’Hopital, si ha

s 1 1 __ 1
lim —2 rarctgrt g _ lim 22— 1
?13 xr——+00 —_ 3

Quindi, per il Criterio del confronto asintotico, I'integrale proposto converge se, e solo se, converge 'integrale
“+o0
1
/ e
1 xe

(f). e (g). sono lasciati al lettore. 0

e cio accade se 3a > 1, ovvero a > %

ESERCIZIO 16. [Maturita Scientifica 1987] In un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy si consideri
2—=x

la funzione y = e se ne disegni il grafico. Considerato I'arco AB della curva, A essendo il punto di

flesso e B quello a tangente parallela all’asse delle ordinate, si determini il volume del solido ottenuto dalla
rotazione della regione finita di piano compresa tra ’arco AB, la retta O A e I'asse delle ascisse, di un intero
giro attorno alla asse medesimo.

Svolgimento. |
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ESERCIZIO 17. Si disegni nel piano cartesiano il sottoinsieme

1
S:{(x,y)€R2|0<x<l, <y<i 4—3x}.

1+22 —

Si calcolino 'area di S ed il volume del solido che si ottiene ruotando I'insieme S attorno all’asse delle ascisse.

Svolgimento. |

ESERCIZIO 18. Si disegni nel piano cartesiano il sottoinsieme

— 2 T .2
S={(myero<s<2 L <y<i-a+g}

Si calcolino I'area di S ed il volume del solido che si ottiene ruotando I'insieme S attorno all’asse delle ascisse.

Svolgimento. O
ESERCIZIO 19. Si disegnino i sottoinsiemi del piano cartesiano cosi definiti
_ 0<z<1 B 0<y<1
Dl_{(‘rvy)‘0<y<x—é} e DZ_{($7y)’1<2(E<5—3y2}

e si determini il volume del solido ottenuto ruotando I'insieme D1 U Dy attorno all’asse orizzontale.

Svolgimento. O
ESERCIZIO 20. Si disegnino i sottoinsiemi del piano cartesiano cosi definiti
B 0<z<1 B 0<y<l1

e si determini il volume del solido ottenuto ruotando 'insieme D1 U Doy attorno all’asse orizzontale.

Svolgimento. |



