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Attenzione: Siete invitati a consegnare DUE soli fogli (protocollo bianchi, a 4 facciate), su entrambi
scrivete chiaramente cognome e nome. Sul primo —che numerate con 1- risolvete i problemi e rispondete
ai quesiti teorici relativi a 1, sul secondo —numerato con 2— risolvete i problemi e rispondete ai quesiti
teorici relativi a 2. Si pud uscire dall’aula solo dopo aver consegnato definitivamente il compito.

1

1.1. Si consideri ’equazione differenziale & = —V//(z) con

dove k ¢ una costante reale.

(1) Sia k = 1. Linearizzare il sistema attorno a (£1,0). Stabilire che tipo di equilibri sono (£1,0) per il sistema
linearizzato (centro, fuoco, sella...).

(#9) Tracciare il ritratto in fase del sistema (non linearizzato) per k = —1,0, 1.

(#4i) Sia k = 1. Stabilire per quali valori di v € R la soluzione con dato iniziale (1,v) & periodica.

1.2. Si consideri I'equazione differenziale 2 = X (z) con z € R™. Enunciare e dimostrare la stima sulla separazione al
piu esponenziale delle soluzioni. Cosa si intende per “dipendenza sensibile” dai dati iniziali?

2

2.1. Si consideri il sistema di riferimento Oxyz associato ad uno spazio non
inerziale uniformemente rotante rispetto agli spazi inerziali con velocita angolare
di trascinamento w = wy, w : costante. Nel piano Oxy, y verticale ascendente
g = —gy, g > 0, un disco omogeneo D di raggio r e massa m ¢ vincolato su
di esso senza attrito, ¢ inoltre vincolato a rotolare senza strisciare esternamente
alla guida di equazione 22 + y?> = R?, R > r. Quale parametro Lagrangiano si
consideri ’angolo 1, orientato positivamente anti-orario nel semi-spazio z > 0,
dal semi-asse negativo delle y alla semiretta per OG.

(i) Al variare di w? nei reali positivi, determinare equilibri e discuterne la stabilta.
Abbozzare il diagramma di biforcazione.

(#i) Dato un moto t — ¥(t), costruire la funzione vettoriale velocita angolare
t — Q(t) del disco D.

2.2. (i) Scrivere ’enunciato del teorema della funzione di Lyapunov per la sta-
bilitd semplice di un equilibrio 2* di un sistema dinamico astratto & = X (z) e
dimostrarlo in dettaglio.

(i) Spiegare come si utilizza questo teorema nel caso meccanico a vincoli olonomi,
fissi, lisci e con opportune (quali?) Componenti Lagrangiane di Sollecitazione.




SOLUZIONE ALL’ESERCIZIO 1
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SOLUZIONE ALL’ESERCIZIO 2

Agiscono la forza peso, la centrifuga e Coriolis. Il lavoro della F. di Coriolis sul disco & sempre nullo, si tratta di
scrivere il contributo del lavoro, particella per particella del disco, e questo € un integrale di elementi dati da prodotto
misto di vettori sempre tra loro complanari: velocita angolare w, la velocita del particolare p.to materiale, il generico
spostamento ammissibile per quel p.to materiale del disco. Per tale sistema 1-DIM la Componente Lagrangiana di

Sollecitazione di Coriolis ¢ identicamente nulla.

Gravita: 5
U9 (9) = —mg - OG(9) = mgijc:(9) = —mg(R +r) cos 9

Centrifuga:
2
Uy =" u(¥)|PP@)PdY =

2 Jyep
2 2 mr

w?_p w 9 . 9 D w 2 .9 §
:—72'7! (19):—7 (m(R +r)*sin 19—|—IG):—? m(R + )" sin” 9 + 1

du9re
Equilibri : 0=
qualibri 70

(9) = m(R +r)sind [g — w?(R + 1) cos V]

esistono, per ogni scelta di w?, sind =0:
191 = 0, 192 =T
se w? soddisfa :

g—w*(R+7)<0 (%)

. .. el . g
esistono due ulteriori equilibri: 93 = arcos——=——, 4 = —1
1 q 3 2R+ 1) 4 3

Stabilita:
Ut

dv?
dUste

dv?

i) se w? & ‘piccolo’, cioe g — w?(R + 1) > 0, esistono come detto, solo ¥; =0, ¥y =,

(9) = m(R +r){cos¥ [g — w?*(R+ 1) cos V] + w?(R + 1) sin® ¥}

() = m(R +7r){gcos? + w?(R+r)(1 —2cos® )}

d*u9te

12 (0) =m(R+r){g—w?(R+7r)} >0, stabile, per L — D, oppure per THN D

d2y9te
d?
ii) se w? & ‘grande’, cioé g — w?(R +r) < 0, esistono V3 = zaurcosm7 V4 = —3,

() =m(R+7r){—g —w?*(R+7)} <0, instabile, per THND

d2U49+¢ B 92 92 _
gz Wa) = m(RJFT){m TR A1 - Qm)} -

2

2 2
9 ) g m
= m{ﬁ +w?(R+71)° — 25} = m{w2(R—|—T)2 - ﬁ} =

2 *
ﬁ{(wQ(R—i-r)) - g2} >0
stabile, conto analogo per 94, anch’esso (ovviamente) stabile.

iii) caso critico: g = w?(R+7): U1 =93 =9, =0, %(O) =0,
dugte
dy3
druste
dy*
=m(R+7r){—g+4w*(R+7)} = m(R+r){3g} > 0, stabile, per L — D.

(0) = m(R+r){—gsind + 4w*(R + r) sin 1 cos ¥ }|9g—o = 0

(0) = m(R+ r){—gcos? + 4w*(R + 7)(cos®> ¥ — sin? 9) }|y—o =



Determiniamo la velocita angolare, dato un moto t — 9(t).
Si introduce un angolo da una direzione invariante rispetto al
sistema Oxyz ad una invariante rispetto a D, p.e., 'angolo ¢ in
figura. Si noti che l'orientazione di ¢ € concorde con quella di
9. 1l puro rotolamento impone un’uguaglianza tra le lunghezze
di due archi: RY = (¢ — 9)r. Pertanto

R+r.

Qt) = p(t)2 = 0(t)z

r




