
Laurea Triennale in Matematica

Fisica Matematica

ore 9:30 — 6 Luglio 2017

Durata: 3 ore

Attenzione: Riconsegnerete DUE fogli (protocollo bianco, a 4 facciate), scriverete chiaramente cognome
e nome, data e NUMERO (1 e 2) ben in vista, su ciascuno. Non riconsegnate questo foglio nè brutte
copie. Potrete uscire dall’aula solo dopo aver consegnato definitivamente il compito.

1
1.1 Si consideri il sistema differenziale nel piano

ẋ = f(x, y) = x− 2y + xy, ẏ = g(x, y) = 2x+ y − y2

• a) si determinino gli equilibri del sistema, si scriva il sistema linearizzato attorno ad uno di essi, si indaghi la
stabilità dell’equilibrio e si tracci il ritratto di fase qualitativo

• b) si dimostri che l’insieme del piano definito da g(x, y) = 0 si lascia scrivere localmente come x = g̃(y) e si
consideri l’equazione differenziale

ẏ = f(g̃(y), y) + k

si tracci il ritratto in fase del sistema differenziale al variare di k nei reali.

• c) si tracci il ritratto in fase del sistema del secondo ordine

ÿ = f(g̃(y), y)

1.2 Dare la definizione di stabilità semplice e asintotica per ẋ = X(x). Enunciato e dimostrazione del teorema
topologico di Lyapunov per la stabilità.

2
2.1 Il sistema meccanico in studio è costituito da un punto P di massa m, vincolato sul piano Oxy orizzontale di un
sistema cartesiano Oxyz, e da una secondo punto Q di massa M , vincolato a scorrere sull’asse z verticale. Un filo
inestensibile, passante per l’origine, lega tra loro i due punti. Sul sistema agisce la gravità: g = −gẑ, g > 0. (La
costante della lunghezza del filo sarà inessenziale nello svolgimento, se si vuole, la si indichi con `).

a) Usando come coordinate Lagrangiane le coordinate polari r e θ per P , si scrivano la Lagrangiana L e le equazioni
del moto.

b) Si riduca il problema a un solo grado di libertà, si scriva la Lagrangiana ridotta L e l’equazione del moto, per
un valore assegnato c dell’integrale primo di ciclicità.

c) Per c > 0 fissato, si traccino il grafico del potenziale e il ritratto di fase del sistema ridotto; si verifichi che per
ogni valore di energia il raggio r oscilla tra due valori positivi limitati r1 e r2.

d) Si determinino i dati iniziali r0, θ0, ṙ0, θ̇0 in corrispondenza ai quali il moto di P è circolare e si calcoli il periodo
del moto.

2.2 Un corpo rigido libero, di momenti d’inerzia in un sistema solidale baricentrale principale d’inerzia I1 < I2 < I3,
sia soggetto alla sola forza di gravità. Dimostrare analiticamente che le rotazioni uniformi attorno al secondo asse
sono instabili nello spazio R3 delle velocità angolari ω ∈ R3.

2.3 Principio variazionale di Hamilton: enunciato e dimostrazione.



Soluzioni

Soluzione 1.1:
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Soluzione 2.1:




