ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione, Canali 1 e 4

Appello del 17.07.2012

TEMA 1
Esercizio 1 [9 punti] Data la funzione
T —2
_ | = |z—2|
/(@) T+3 ‘ ¢

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e dimostrare che esiste M > 0 tale che f”(z) > 0 se |z| > M;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio ¢ {z € R : z # —3}. Non ci sono simmetrie evidenti. La funzione ¢ sem-
pre > 0 e si annulla solo per x = 2 (che pertanto ¢ il punto di minimo assoluto). Si ha visibilmente
limg 100 f() = +00 e limy—,_3 f(x) = +00. Siccome

1(z) lim e==?!

lim —= = = to0,
z—+oo I r—+oo X
non ci sono asintoti obliqui.
(b) Si puo riscrivere
%62_96 per x < —3
flz) = %62_36 per —3 <z <2
i—jﬁ%ex_Q per 2 < x,
per cui risulta
243—(2=2) 22\ 2-2 _ —az’—a+1l 22 _
(@+3)2 :c+3) € "= ~@ra? € per r < —3
_ —z—3—(2—x) 2—x 20—z _ x’4z—11 _2—x
f(z) = %——)e =L ri—le per —3 <z <2
13)2 z+3 (z+3)2
—(r— 2
7x+(i+(3x)2 2 4 %jrg) 2 = 77”(:;%;31 et 2 per 2 < x.

I polinomio 2% + x — 11 si annulla in 71%‘/@ < -3 <2< 71%\/@, per cui solo il primo zero e da
%\/5 ed entrambi i valori sono < 2. La funzione

—1-45
2

considerarsi. Il polinomio 2% + x + 1 si annulla in

& pertanto decrescente per x < _1% V45 ha un punto di minimo relativo in ed e crescente per

71%\/@ < x < —3. E inoltre decrescente per —3 < x < 2, mentre ¢ crescente per x > 2. Il punto z = 2 ¢
£ 7s 1 . 1

un punto angoloso, perché lim,_,o- f'(z) = — # lim,_,o+ f'(z) = £.
(c) Si ha

—_58_%2fr‘§)4§”2+$3 e2 per x < —3

f(x) = ——’58*%§’f_§;1§2+x3 e per —3<x<?2

72+7@Jf§;+$3 et 2 per 2 < .

Siccome si ha evidentemente lim, 1 f”(z) = 400, per definizione di limite esiste M > 0 tale che

" (x) > 0se |z| > M.
Il grafico risulta essere
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Figura 1: Il grafico di f(z) = ’i—;g‘ el*=2 (Tema 1); la figura sulla destra & un ingrandimento intorno al

punto angoloso.

Esercizio 2 [8 punti]| Calcolare

arctan (1 — cos 1) —ginsky —e

lim 15 2:(221
T—r+00 In (1—1—35—2)—arctaunx—2
Svolgimento. Dati gli sviluppi
" o(y?) pery - 0,c08 - =1~ 4 F 4 o(2) sinots = =t o(-L) per & +
rctany = r —=1-— —),8in— = — —) per
arctany = y + o(y“) per y , C08 5,2 T oggr Tols)sing 5 =g 5ol 5)pera 00

e tenuto conto del fatto ben noto che e™* = x% per x — +o0o per ogni a € R, il numeratore risulta:

1 1
502 akpt a2 O T g Folga) per e oo

Il denominatore risulta

1 1
ﬁ—@—f‘i‘O(j) :_ﬁ—i_o(?) per x — +00.
Il limite pertanto risulta

—oar o) _ 1

Esercizio 3 [10 punti] (a) Calcolare 'ordine di infinito per  — 3 della funzione

X

g(z) = 9 _ 42

b) dire per quali @ > 0 converge 'integrale

3
T
I= ———adx;
/(; (9_x2)a xZ;



¢) calcolarlo per a = 1.

Svolgimento. (a) g(z) = m, percio e infinita di ordine 1 per x — 3.

(b) Siccome l'integranda ¢ infinita di ordine « (se o > 0) per x — 37, U'integrale risulta convergente se e

solo se @ < 1. (c) Si ha
3 1
t
| igta=w=30 3 [ La
0 V9 —a? 0o V1—1t2

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
2+ 20| = ‘\z| - 2)

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Posto z = z + iy, x,y € R, ’equazione diventa

o+ (2 + )] = [Vo? + 47 - 2|,
cioe

22+ 24y =2+t +4— 422 + 92

Semplificando, 1’equazione diventa
vV +y? = -y,

che ha per soluzioni z =0 e y < 0.
Seguono soluzioni nel piano di Gauss.
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Figura 2: Soluzioni di |z + 2i| = ‘]z\ — 2) (Tema 1).



TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Data la funzione

flz) =

T+2| |oto
.56—3‘6

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti;

(b) calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f; calcolare i limiti di f’ negli eventuali punti di non derivabilita;

(c) calcolare f” e dimostrare che esiste M > 0 tale che f”(z) > 0 se |z| > M;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio ¢ {x € R : = # 3}. Non ci sono simmetrie evidenti. La funzione & sem-
pre > 0 e si annulla solo per x = —2 (che pertanto ¢ il punto di minimo assoluto). Si ha visibilmente
limy 400 f() = +00 € lim, 3 f(2) = +00. Siccome

|z+2|
: T . e
lim —= = lim = to0,
z—+oo I r—+oo I
non ci sono asintoti obliqui.
(b) Si puo riscrivere
ﬁ—f%e‘x_Q per x < —2
f(z) = %6“2 per —2<z<3
i—fge’ﬂrz per 3 < z,
per cui risulta
z—3—(xz+2 2 —x—2 —x2 1 —z—2
7@_(3)2 ) _ —if?)) et = 7(“;:%”’3‘2*' et per x < —2
— 2
fl(x) = { (3-etaf2 (;j;)f + 2 et = 7“(3mf§)‘§116x+2 per —2<z<3
—3—(z+2 2 g
e (x,(;);r ) 4 —;fg) ert2 = x(xfs)%lew” per 3 < .

2_gz—11siannullain —2 < % <3< LQ/ZE’

—1+/5
2

Il polinomio x , per cui solo il secondo zero ¢ da considerarsi.

Il polinomio —z% + x + 1 si annulla in ed entrambi i valori sono > —2. La funzione ¢ pertanto

decrescente per x < —2, ha un punto di minimo relativo in 1_27‘/5 ed e crescente per I_T‘/‘E <z<3. E

inoltre decrescente per 3 < z < Hzﬂ, mentre € crescente per x > Lﬁ. Il punto x = —2 & un punto
angoloso, perché lim,_,,- f/(z) = —% # lim,_o+ f'(z) = %
(c) Si ha
—_2+Z§:§f32+’”3 e 2 perz< —2
(x) = ——58’1?§:;)€2+‘”3 e*? per —2< <3
—58_1?§:$€2+x3 e“t?  per3 <.
Siccome si ha evidentemente lim, 1 f”(z) = 400, per definizione di limite esiste M > 0 tale che

" (x) > 0se |z| > M.
Il grafico risulta essere
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Figura 3: 1l grafico di f(z) = i—f% elet2l (Tema 2); la figura sulla destra ¢ un ingrandimento intorno al

punto angoloso.

Esercizio 2 [8 punti| Calcolare

i e % +sin (cos% — 1) + arctan ﬁ
im .
T—+00 In (1 — ;12) + sin x—lg

Svolgimento. Dati gli sviluppi

i +o(y?) per y = 0,008 - =1 — —— + L4 o(L), arctan — +o(—) per & — +
siny = 0 er ,cos—=1— — 4+ —— +0o(—),arctan — = — + o(—) per x 00
y=y ypery T 222 24zt xd 222 222 25 P
e tenuto conto del fatto ben noto che e™* = x% per x — +oo per ogni a € R, il numeratore risulta:
1 1 1 1
o2 T aagr Tgge T Oa) = g ol per o oo
Il denominatore risulta
1 1 n 1 + of 1) 1 + of 1 ) 4
- —-—4+ —=+40(—)=——40(—) perz 00.
x2 22t a2 x4 224 P
Il limite pertanto risulta
lim —ﬁ +0(%4) = —i.
z—>+00 —ﬁ + 0(:%4) 12

Esercizio 3 [10 punti] (a) Calcolare 'ordine di infinito per z — 2 della funzione

x
4 — g2’

g(x) =

b) dire per quali & > 0 converge 'integrale

2
i
I= [ ——d;
A (4_x2)01 ‘/'U7

D[

c) calcolarlo per a =

Svolgimento. (a) g(x) = m, percio € infinita di ordine 1 per x — 2.



(b) Siccome lintegranda ¢ infinita di ordine « (se a > 0) per x — 27, l'integrale risulta convergente se e

solo se w < 1. (c) Si ha
2 1
t
| it =w=20 2 [ La
0 V4 —ax? 0o V1—1t2

Esercizio 4 [5 punti]| Risolvere ’equazione
2 — 3i| = ‘\z\ - 3)

e disegnarne le soluzioni sul piano complesso.
Svolgimento. Posto z = z + iy, x,y € R, 'equazione diventa

o +i(=3+y)l = [V +y - 3],
cioe

2+ (=3+y)? =22+ +9—6y/22 + 32
Semplificando, 1’equazione diventa
vat+y® =y,

che ha per soluzioni z =0 e y > 0.
Seguono soluzioni nel piano di Gauss.
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Figura 4: Soluzioni di |z — 3i| = ‘]z\ — 3) (Tema 2).



