ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione, Canali 1 e 4

Svolgimento dell’appello del 18.09.2012
TEMA 1
Esercizio 1. Data la funzione
1 1 )
f(z) =Incoshx — 2%~ iln\smh:d

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-
narne gli eventuali asintoti; provare che f(z) > 0 se e solo se z < M;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio & x # 0. La funzione non presenta simmetrie evidenti e puo essere riscritta

come
cosh x

/e[ sinhz|

Si ha immediatamente che lim, g f(z) = 4+00. Inoltre

f(@) =T

1 cosh? x 1
lim f(zr)=- lim n—— =—=-1n2.
400 f(z) 2 z—+oo  eTsinhzx 2
Dunque la retta y = —% In2 & un asintoto orizzontale per x — +00. Inoltre

lim f(z)=+o0

T—r—00

perché lim,_, ., e*sinhz = —1/2.
Per la ricerca dell’asintoto obliquo per x — —o0o si devono calcolare il limite

1 cosh? z 1 2P 4e 2742
. T . o3I =g . T s
lim M — lim 2 —efsinhz 4. o 20-e’)
r——00 I T—r—00 X T—r—00 2%‘
—2z 142 —2z —4x
R
= lim =-1
T——00 2x

e poi il limite
1 1 1
lim f(x)+2= lim Incoshz + 3%~ —In|sinhz| = —§1n2

T——00 T——00 2

(lo svolgimento di questo limite & nel Tema 2). Percio y = —z — %ln2 ¢ asintoto obliquo per x — —o0.
Per lo studio del segno di f, osserviamo che f(z) > 0 se e solo se

cosh x
——— 21,
\/€*|sinh x|

cioe se e solo se
cosh? z > €| sinh z|. (1)

Quest’ultima disequazione, per x > 0, & equivalente a

et — 4e? — 1 <0,
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Figura 1: 1l grafico di f(z) = Incoshz — 2z — In|sinhz| (Tema 1).

In(2++/5)
2

che ha per soluzioni 0 < x < . Per z < 0 la disequazione (1) & equivalente a

3621’ _1_8—21‘ Z 0’

che & sempre vera
(b) Siccome -2 4= In|sinh x| = coshx/sinhz per ogni x # 0, si ha, per ogni x # 0

sinhz 1 1coshx 2sinh? x — cosh? z — sinh z cosh e _3

coshx 2 2sinhz 2 cosh z sinh x ~ 4coshzsinhz’

() =

Si ha percio che f/(z) > 0 se e solo se —1%3 <z <0. Il punto — 1n3 & percio di minimo locale stretto.
(c) Si ha immediatamente

cosh?z —sinh?z  1sinh?x — cosh®z 3

— = > 0.
cosh? z 2 sinh? 2 cosh? z sinh? z

f'(@) =

La funzione e percio convessa per x < 0 e per x > 0.
(d) 11 grafico & in Figura 1.

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

i 1 [ N 1 = 1 1}@
- S n COSSIln — — €2n —
— n? n 12 nt

al variare del parametro a € R.
Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi asintotici si ha, per n — 400,

1 ] 1 21_1_1 41+<1> 1 1(1 1+(1>)2+11+<1>
cossin— =1— -sin” — + —sin” — + o =l—-(-—5—=+ol—= —— +ol—
n 2 4! nt 2\n  3ln3 n3 4! nd nt

1114_114_114_(1) 111_'_514_(1)
= _——— _— _—— ol — = —_—— _— ol —
2n2  6nt  4lnt n4 2n2  24nt n4

e%—1—i+i+o(i)
N 2n?2  8nt nt/’



Inoltre [e " sinn| < e " = 0(7714) per n — +oo. Di conseguenza si ha, per n — +oo,
1 Ginn 4+ 1 = N 11 11 n ( 1 )
e "sinn+cossin— —e2n? + —— = —— 4o — ).
n 12n*  6nt n*
Il termine generale della serie € percio asintotico a

1 1
6704 n2tda’

La serie percio converge se e solo se 2 + 4o > 1, cioe se e solo se
- 1
a>——.
4

Esercizio 3. Data la funzione

VT — 27
(Vo - 39a)"

si calcoli una primitiva di f (sugg.: effettuare la sostituzione x = t%).
Svolgimento. Si ha

—27 33— 27 tt— 27t
[T [ EE s [
(Vz — 3/x) (3 — 3t2)2 t2—6t+9

6/t3+6t2+9t

fz) =

t—3 t—3

1

dt-6/(t2+6t+27+ 8 )dt
t3

:6<§+3t2+27t+81ln\t—3|)+c

=2yx + 181 + 162z + 486 In |/z — 3| + c.

Esercizio 4. Esprimere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
2 —iz?+2=0

e rappresentarle sul piano di Gauss.
Svolgimento. Poniamo z = w?. L’equazione

w—iw+2=0

ha per soluzioni w = (i +/—1—8)/2 = (i £ 3i)/2 = 2i,—i. Le soluzioni dell’equazione sono percio le
radici cubiche di 2¢ e di —i, cioe sono

3 3
2ein/6 — \f(\/g+ 0, eiln/6+2m/3) _ \f(\/g+ 0, Yeiln/6+4n/3) _ _ /5

gin/2 _; injzranss) _ V3HT impaianyyy _ V3=
’ 2 7 2
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Figura 2: Le soluzioni di 26 —i23 +2 =0 (Tema 1).

TEMA 2

Esercizio 1. Data la funzione
1 1 .
f(z) =Incoshz + 3%~ §ln\s1nh33|

(a) determinarne il dominio ed eventuali simmetrie, calcolarne i limiti agli estremi del dominio e determi-

narne gli eventuali asintoti; provare che f(z) > 0 se e solo se z > w;

(b) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e mini-
mo) relativo e assoluto di f;

(c) studiarne concavita e convessita;

(d) disegnarne un grafico qualitativo.

Svolgimento. (a) Il dominio ¢ x # 0. La funzione non presenta simmetrie evidenti e pud essere riscritta

cosh zv/e®
/| sinhz|

Si ha immediatamente che lim, o f(2) = +00. Inoltre

come

f(z) =1In

1 e® cosh? z 1
lim f(z)== lim In——— = —-1In2.
T——00 2 x——o0 —sinhx 2
Dunque la retta y = —% In2 e un asintoto orizzontale per x — —oco. Inoltre

lim f(z) =400

T—r+400

T

perché limg o0 grpm = 2.
Per la ricerca dell’asintoto obliquo per x — 400 si devono calcolare il limite

£(z) 19y, e"cosh’a In %7122)61
lim 22 = lim 2 sinhe  _  Jiy —
r—+oo X xr——400 x T—r+00 2x
6230(1+e—2x+e—3x)
i e 1
T—+00 2z



e poi il limite
1
lim f(x) —z= lim Incoshz — 3%~ 5ln\sinhx\ = —§1n2

Tr—-+00 Tr—-+00

(lo svolgimento di questo limite & nel Tema 1). Percio y = = — %ln2 ¢ asintoto obliquo per x — +o0.
Per lo studio del segno di f, osserviamo che f(z) < 0 se e solo se

X
v e coshx >
/| sinh z|

cloe se e solo se
e® cosh?z > |sinh z. (2)

Quest’ultima disequazione, per x < 0, € equivalente a
et 4 4% —1<0,

che ha per soluzioni 0 < z < M

. Per z > 0 la disequazione (2) & equivalente a
e 4377 >0,

che & sempre vera.
b) Siccome -& In|sinh 2| = cosh 2/ sinh 2 per ogni = # 0, si ha, per ogni z # 0
dz

sinhx 1 1coshz 2sinh? x — cosh? z + sinh z cosh z er _ 3

fi(x) =

coshz = 2 2sinhz 2coshx sinhx ~ 4coshzsinhz’
Si ha percio che f/(x) < 0 se e solo se 0 < x < 1%3 Il punto 1%3 e percio di minimo locale stretto.

(c) Si ha immediatamente

cosh?z —sinh?z  1sinh?z — cosh®z 3

(=)

= > 0.
cosh? 2 sinh? 2 cosh? z sinh?

La funzione ¢ percio convessa per x < 0 e per z > 0.
(d) 11 grafico ¢ in Figura 3.

Figura 3: 1l grafico di f(z) = Incoshz + 2z — In|sinhz| (Tema 2).



Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

o0
! hsinh © — e27 — e cosn) "
ZE[E 4-|-cos sin E_G% —e€ cosn]
n=1

al variare del parametro o € R.
Swvolgimento. Utilizzando gli sviluppi asintotici si ha, per n — 400,

1 1 1/1 1 1 2 1
coshsmh——1+§s1nh2—+gsmh4—+o(n):14—*( —1—3' 3 to (E)) +57+0
1+11+11+11+<1> 1+11+51+(1)
= _— — _—— o\ — = —_— o\ —

2n2  6nt  4lnt n4 2n2  24nt n4

1

e2n? —1—|—i+i+o(i)
N 2n2  8nd nt/’
Inoltre e 2" cosn = 0( 1 ) per n — +o00. Di conseguenza si ha, per n — +o0,
11 —9n o1 a2 11 1
Eﬁ—ke cosn+coshsmhﬁ—e2n2 :6H+O(F)'
Il termine generale della serie & percio asintotico a

1 1
6704 n3tda’

La serie percio converge se e solo se 3 + 4a > 1, cioe se e solo se

>1
o 5"

Esercizio 3 [8 punti] Data la funzione

_Vr—=8
(va —29)"

si calcoli una primitiva di f (sugg.: effettuare la sostituzione x = t%).
Svolgimento. Si ha

_ 3 4
/\/>82d$:6/t8t5dt:6/t8tdt
(Vz - 29/7) (13 — 212)2 24t +4

_6/t3+2t2—|—4t
B t—2

fz) =

24
dt:6/(t2+4t+12+t2)dt

—6<3 262412t + 24t —2]) + ¢
=2yr + 122 + 725z + 144 1In |z — 2| + c.

Esercizio 4. Esprimere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
2 +2i2° +3=0

e rappresentarne le soluzioni sul piano di Gauss.
Svolgimento. Poniamo z = w?. L’equazione

w? +2iw+3=0



ha per soluzioni w = —i +v—1—3 = —i + 2¢ = ¢, —3¢. Le soluzioni dell’equazione sono percio le radici
cubiche di ¢ e di —3i, cioé sono

z7r/6 (\["ﬁ‘ Z) i(m/6+2m/3) _ ( \[_'_ Z) i(m/6+4m/3) _ i

€
Y3eim/2 _ Y3 Y3eilm/2H2m/3) _ \f\[ﬂw 3/3¢ilm/24+4m/3) _ \3/5\/32—1
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Figura 4: Le soluzioni di 2% + 2iz3 +3 = 0 (Tema 2).



