ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 5.02.2013

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) = arcsin /1 — 2log? z.

Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. 1) L’argomento z di f deve soddisfare le seguenti condizioni: x > 0 (dominio del logaritmo),
e0<1—2log?z<1 (dominio della radice e dell’arcoseno). La condizione 1 — 2 log?z > 0 da
1
—— <logz

V2

cioe il dominio di f & intervallo [e=1/V2, el/V2].
2) f & visibilmente continua nel suo dominio. Le regole di derivazione si possono applicare dove le funzioni
elementari di cui f ¢ composizione sono derivabili, cioé dove ’argomento della radice non si annulla (z #

1
<77
_\/i

e/ \/5, el/ ﬁ) e dove I'argomento dell’arcoseno ¢ diverso da +1 (z # 1). La funzione risulta percio di classe
C! negli intervalli ]6_1/\/5, 1[e]1, el/\/i[.
3) Si ha

() = —4logx 1 1 — 3 sign(log )

z 2\/1—210g2x\/1_(1_210g2x) x\/1—210g233.

Il segno di f’ dipende percid solo dal segno di logx, quindi f & strettamente crescente in [6_1/\/5, 1] e
strettamente decrescente in [1,e!/ \/5] Gli estremi del dominio sono percio punti di minimo assoluto (in
cui f vale 0), mentre x = 1 ¢ il punto di massimo assoluto (in cui f vale 7/2).
4) lim_, 1/, f'(2) = 400, lim__, 1,5 f'(z) = —o0, cioe agli estremi del dominio la tangente al grafico
di f & verticale. Inoltre si ha lim,_,;- f'(z) = V2 = —lim,_,;+ f'(), ciot z = 1 & un punto angoloso.
5) La derivata seconda non era richiesta, ma per completezza viene calcolcta e studiata. Per x E]e‘l/ ‘/5, 1]
si ha

—(vV1-2log’z + = —dlogz

) = V3 o/ iamTs) _ Jg2loge 1 2log 1

22(1 — 2log? z) 22(1 —2log? z)3/2

mentre per z €]1, el/ﬁ[ & opposto. Il segno di f” dipende perciod solo dal segno di 2log? z+2logz—1. Le
soluzioni della disequazione 2 log2 x+2logzr—1 > 0sono: z < e~ (1H+V3)/2 ¢ o > e(=1+V3)/2_ Tenendo conto
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Figura 1: Il grafico di f (Tema 1).

del fatto che e~ (1HV3)/2 < ¢=1/V2 1 < ((-14V3)/2 < el/‘/i, f risulta concava in [eil/\/i, 1], convessa in
[1, e(_1+‘/§)/2, concava in [e(_1+‘/§)/2, el/‘/i], con un flesso a tangente obliqua in e(-1+V3)/2,
Il grafico & percio come in Figura .

Esercizio 2 Al variare di x € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

i 1 4z \"
n+1\1+22) °
n=1

Svolgimento. Usiamo il criterio della radice, dal quale ricaviamo informazioni sia sulla convergenza assoluta
che sull’andamento del termine generale, che chiamiamo a,(z). Si ha

lim /|an(z)] = lim
n—o0o n—oo \ n+11[1+ 1‘2

Percio se ‘T‘ < 1 la serie converge assolutamente e quindi semplicemente, mentre se ‘T‘ > 1 la serie

4x
14+ 22|

non converge né assolutamente né semphcemente perche il suo termine generale non e infinitesimo. La

disequazione ’ Tha?

4z
Tz < 1
dz > 1.

1422

La prima disequazione ha per soluzioni | — 00,2 —v/3[U]2++/3, +-00[. Per disparita le soluzioni del sistema,
cioe i valori di x in cui la serie converge assolutamente, sono

] — 00,2 —V3[U] -2+ V3,2 — V3[U]2+ V3, +o0,
mentre il termine generale non & infinitesimo per i valori di x appartenenti all’insieme
] —2—+3,-2+V3[U]2-V3,2+ V3]

Resta da studiare la convergenza della serie nei punti z; := —2 — /3, 29 := =2+ /3, 23 := 2 — /3,
74 :=2++/3, nei quali {/|a,(z)| — 1 e quindi il criterio della radice non da informazioni. Per z = x1, x il



termine generale della serie risulta essere (—1)"/(n+ 1) e quindi la serie converge per il criterio di Leibniz,
ma non converge assolutamente perché il termine generale, in modulo, & asintotico al termine generale
della serie armonica, 1/n, che diverge. Per x = x3, x4 il termine generale ¢ 1/(n 4 1) e quindi la serie non
converge.

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
/+oo et +1
—— dz.
log 8 e’ —3

Svolgimento. Detta f Uintegranda, essa ¢ definita (e continua) per e* # 3. Dunque f € C(R\{log3}).
In particolare f € C([log8,+oc[) e quindi ¢ integrabile secondo Riemann in [log8,+o0o[. Per il calcolo

dell’integrale calcoliamo anzitutto una primitiva di f(z) = e + . Sembra naturale il cambio di variabile
y=+e*r +1,cioe e =y? — 1, 2 = log(y? — 1), do = yfﬁl dy da cui

/W y2y—4y22€1dy:z/(yzyi;)zyjil) dy:2</y21—4dy+/(y2—4)1(y2—1) dy)

Evidentemente

1 1 1 1 1 1 y—2
dy= | ————dy== | [— - ——=) dy=~log|2—
/y2—4 Y /(y—2)(y+2) Y 4/<y—2 y+2> y 40g‘@/+2

1 1 1 1 1 y—2| 1. |y—1
dy = - . dy = —log |Z—2| — Zlog | Z—
/(y2—4)(y2—1) Y 3/<y2—4 y2—1> YT Og‘y+2’ Gog‘yﬂ‘

e quindi, in conclusione

/\/eff 2 ver+1-—2 11 \/ +1-1
O — p—
& ver+1+2 ver+1+4+1

Ora limy 400 F'(z) = 0 come facilmente si verifica, per cui

mentre

+o0 E T 1 2 1 1. 1\ 2 1
VO T ge = —F(log8) = — [Zlog= — ~log = | = =log5 — = log 2.
/logg ew—3 (log 8) (3 %85 3°g2> 3 827308

Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

22+1\° _
2z—-1) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel g)lano complesso.
2
Svolgimento. Le tre radici cubiche di 1 sono 1,e3™, e~ 3™, L’equazione & equivalente alle tre equazioni

22 +1 2241 _ 2y 1ov3 2241 2y 1 V3.
= — E: = —— —1 = e = - — —
22—1 7 221 2 27 221 2 2

La prima equazione non ha soluzioni. La seconda e equivalente all’equazione

241 = (25— 1)(— + \fi),



che ha per soluzioni

5

D=

= = = —

3—iV3

La terza equazione & equivalente all’equazione

—yi_ V3
-

22+ 1= (22— 1)(—% — ?1)7

che ha per soluzioni
2 + TZ

T 343

=1

=

Esercizio 5 [facoltativo] Sia f € C([0,1]) una funzione continua. Calcolare il limite

1
lim n/” f(z)da.
n—oo %

Svolgimento. Fissiamo n € N e osserviamo che f € C( [n—lg, %] ). Dunque possiamo applicare il teorema della
11

media integrale alla funzione f nell’intervallo [n—2, H]: esiste &, € [#, %] tale che

/ e = fi6) (5= )

Dato che &, € [#, %] per ogni n, otteniamo che lim, &, = 0 e dato che f & continua in 0, si ha che

limy, f(&,) = f(0). Quindi

li7rlnn/lj f(@)dz = lim [f(gn) (1 - 711)] — £(0).

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

log? =
5

f(x) = arcsiny|1 —

Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).
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Figura 2: Il grafico di f (Tema 2).

log? >

Svolgimento. Per la presenza del log dobbiamo porre z > 0, inoltre per la radice dobbiamo porre 1—=5

2
g’z — 1. Risolvendo otteniamo che il dominio ¢ dato da

_ D= {x e {e—ﬂ,eﬁ]}

0 e per l'arcsin abbiamo 1 —

Poiché I'argomento di arcsin € non negativo anche la funzione ¢ non negativa nel suo dominio.
2) Essendo la funzione una composizione di funzioni continue & continua nel suo dominio. Per la derivabilita

possiamo solo affermare che la funzione & derivabile in D’ = (e_‘/i, e\@> \{1}. Il punto 1 deve essere tolto

per la presenza dell’arcsin, gli estremi del dominio per la radice.
3) Per ogni 2z € D’ un calcolo diretto porge

segno(log )

/2 —logz
2

Il segno ¢ quindi deciso dalla funzione segno(log ). La funzione ¢ crescente in [e*\[, 1} ed ¢ decrescente

I'(e) = -

in [1, eﬁ]. Il punto 21 = 1 & un punto di massimo (assoluto), i punti zo = e V2o T3 = eV2 sono punti di

minimo (assoluto).
4) come descritto nel punto 2) i limiti significativi di f’ sono:

hmx—mi‘ f’(a:) = —%
limx_ml— fl(z) = %
lim,, f(z) =400

limm_m; fl(x) = -0

Quindi il punto 1 € un punto angoloso, i punti x2 e x3 sono punti di cuspide. Il grafico ¢ percio come in
Figura .



Esercizio 2 Al variare di x € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

Si(am)
—mn 4422)

Usiamo il criterio della radice, dal quale ricaviamo informazioni sia sulla convergenza assoluta che sull’an-
damento del termine generale. Abbiamo
1
. 1\~ —8x
lim | — =|——
n—o00 \ N 4+ 22

Per il criterio della radice abbiamo convergenza assoluta (e quindi anche semplice) per ogni z per cui

—8x
4 + g2

1
lim {/—
n—00 n

n_‘ —8x

44 22

‘418;72 < 1 cio¢
-8
4+§2 <1
-8
T2 Hﬁ’; > —1

Risolvendo il semplice sistema otteniamo convergenza assoluta (e quindi anche semplice) in
C— <—oo, 4 2\f3) v (—4 +2v3,4 2\/3) U (4 +2v3, +oo)
Il termine generale della serie non ¢ infinitesimo e quindi la serie non converge in

R\C = (—4 V3, 4+ 2\/§> U (4 N 2\/§>

Rimane da studiare il comportamento della serie nei punti 1 = —4 — 2v/3, £o = -4+ 2v/3, 23 =4 — 2/3

exy =4+ 2v3. Per z = 1 0 £ = x5 abbiamo che 418;”2 = 1 e quindi il termine generico della serie
diventa % cioe la serie diverge a +o00 in questi punti, mentre in x = x3 o © = x4 abbiamo che 41852 =—le

quindi il termine generico della serie diventa (—1)"%. In tali punti abbiamo convergenza semplice (criterio
di Leibniz), ma non assoluta.

Esercizio 3 Calcolare l'integrale
+o0 z _ ]
e
—— dz.
0 e* + 3

Svolgimento. Detta f 'integranda, essa e definita (e continua) per ogni > 0. In particolare f € C([0, +oo|)

e quindi & integrabile secondo Riemann in [0, +oo[. Per il calcolo dell’integrale calcoliamo anzitutto una
primitiva di f(z) = Vei:,)l. Sembra naturale il cambio di variabile y = /e® — 1, cioe e* = y? + 1,

r=log(y?> + 1), doe = yin dy da cui

Ver —1 2 2444 1 1
/ed:v: 2y 2y dy:2/ 2y+ 5 dy:2</ 5 dy—4/ 5 5 dy).
e? +3 Y2 +4y?+1 (y* +4)(y* +1) y? + 1 (y* +4)(y* +1)

Evidentemente 1
——— dy = arctany,
/y2+1 Yy Yy
/ 1 1 1 " 1/ 1 J
— = — (arctany — - [ ———=
211 2+4) 3 YT v e

( £ L oret y)
arctan y — — arctan — .
2 2

mentre

1 o
/(y2+4)(y2+1) v

Wl Wl



Pertanto

md Ver —1

2 4
r = —— arctan ve®* — 1 + — arctan s F(x).
e* 4+ 3 3 3 2 (z)
Ora F'(0) = 0 come facilmente si verifica, per cui
400 T 1
/ verrl de = lim F(z)= i
0 er* —3 z—+oo 3
Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione
22+ 1\° _ 1
1-2z) 7
scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.
Svolgimento. Le tre radici cubiche di —1 sono w; = —1, we = 1+§‘/§ e wy = L;/ﬁ L’equazione &
equivalente alle tre equazioni
2241, 241 1+iV3 2241 1-iv3
1-2z 7 1-22 2 7 1-2z 2
La prima non ha soluzioni, la seconda ha come soluzione z; = %i, la terza ha come soluzione zy = —%i.
1l grafico segue:
Imz
%
02l
o1l
| L L L L | L L L L L L L L | L L L L | Rez
-10 -05 i 05 1.0
-0}
—02}
o

3
Figura 3: Le soluzioni di (%Z_‘gi) = —1 (Tema 2).
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Figura 4: Il grafico di f (Tema 3).

TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione

flz) = g — arcsin /1 — 2log? z.

1) Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

2) Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
4) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

Svolgimento. V. fogli a parte. Il grafico &€ come in Figura .
Esercizio 2 Al variare di x € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

i 1 122 \"
n+1\9+22/) °

n=1

Svolgimento. V. fogli a parte.

Esercizio 3 Calcolare 'integrale
/-i-oo et + 4
—— dx.
logs €7+
Esercizio 4 Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

3z+1 3_1
32—1) 7

8

Svolgimento. V. fogli a parte.




scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.
Svolgimento. V. fogli a parte.

TEMA 4

Esercizio 1 [10 punti] Si consideri la funzione

log” x

flx) = g —arcsiny/1 — 3

Determinare il dominio di f e discuterne il segno.

Discutere brevemente la continuita e la derivabilita di f.

)
)
3) Calcolare f’, determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di estremo.
) Calcolare i limiti significativi di f’.

)

Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

. . 1 2 1 2
Svolgimento. 1) Chiaramente D(f) ={r € R : >0, 1 - 5% >0, \/1 - =5% <1}. Ora

1 2
1—ng20, — (logz)*<3, <= —V3<logz<V3, — eV <a<es
Inoltre
2 2 2
1_log xSl’ 1_log a;gl, log;a:zo,

palesemente vera. Mettendo tutto assieme D(f) = [e_\/g, e‘/g]. Passiamo al segno:

1
f(z) >0, <= arcsiny/l— og‘:‘)) T < g
Ma ricordato che arcsin : [—1, 1] [—5, 5] si ottiene che f > 0 sempre. Inoltre
log? = -

f(x) =0, < arcsin < logx =0, < z=1.
2),4) Continuita: le funzioni elementari sono continue dove definite, quindi f, essendo composizione di
funzioni elementari, € continua sul proprio dominio. Derivabilita: le funzioni elementari sono derivabili
ove definite eccetto, per quelle in considerazione nell’esercizio, la v quando il suo argomento si annulla,
I’arcsin quando ’argomento vale +1. In tutti gli altri punti sicuramente f, come composizione di funzioni
derivabili, & derivabile. Tali punti sono

2

1_log r V3 V3 1_log :E_j:l7

3 =0, < zx=ce¢ , € = z=1.
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Figura 5: Il grafico di f (Tema 4).

Dunque sicuramente f e derivabile su [e_\/‘g’7 e\/g]\{ei*/g,l} :]e_*/g,l[u]l,e\/‘a’[. Quanto ai punti z =
ei‘/g, 1 le regole non si possono applicare e quindi occorre procedere diversamente. Calcoliamo

-1 1 —2logx - i V3 %logaf; B V3sgn (log )
log?
3

2 3 T 2 2
Ji- (i) ol g i

Ora possiamo vedere i limiti di f/ nei punti dubbi:

V3-(-1) _ B
e—V30+ eV30+
1)

fl(z) =

J'(eVie) =

e inoltre
fl1-) = _\/51-1 -5 ran=Y0

Da questo deduciamo che f non e effettivamente derivabile in nessuno dei punti dubbi, che x = eV3 sono
cuspidi, che invece f & derivabile da destra e sinistra in x = 1 che quindi & un punto angoloso.
3) Su D(f) abbiamo

f'(z) >0, < sgn(logz) <0, +— logz <0, — z<1.

Ne segue che f 7 su [e“/g, 1] mentre f N\ su [1, e\/g]. Inz =1 f & continua: si deduce che ¢ un punto di
massimo globale per f con f(1) = arcsinl = 7. I minimi si trovano nei due estremi e siccome

(£V3)?

3
= in0=20
3 arcsin )

= arcsin{/1 —

F(eFV3)

abbiamo che entrambi sono minimi globali.

Esercizio 2 [10 punti] Al variare di = € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
i 1 ([ —4z \"
n\l1+x22) °
n=1

10




4z
n= 1n 1+x2

Svolgimento. Partiamo dalla convergenza assoluta, cioe dalla serie Y o°
il test della radice. Abbiamo

=: ), Gn. Applichiamo

1 4| 4|x|
Ln — — =:
i nl/n 14 z2 1+a2 1
Studiamo la disequazione 7 J|r ‘2 <1, cioe 22 —4|z|+1 > 0. Per 2 > 0 equivale a 22 — 4241 > 0 che produce
come soluzioni z < %ﬁ =2 —+/3 oppure z > 4+\ﬁ =2++3equindi z € [0,2 — V3] U[2+ V3, +oo|.

Per z < 0 equivale a z2 +4:E 4+ 1 > 0 che produce x < —2 — /3 oppure x > —2 + /3, cioe | —o00,—2—

V3] U[-2+ +/3,0[. Morale
¢<1, < 26 —00,-2—V3JU[-2+V3,2— V3] U2+ V3, +o0]

ed il valore ¢ = 1 & assunto per z = —2 — /3, =2+ v/3,2 — v/3,2 + V3. In accordo col test della radice
allora avremo che

e se ¢ < 1laserie ) a, converge, quindi la serie iniziale converge assolutamente;

e se ¢ > 1laserie ) a, diverge e a,, — +00, quindi non ¢ verificata la condizione necessaria e quindi
la serie non e convergente (né semplicemente né assolutamente);

e se ¢ =1 il test non da indicazioni.

Rimangono dunque i casi dove ¢ = 1. Per semplificare la discussione ricordiamo che in tali punti 4|z| =
1+ 22 per cui — + —2%> = 41 con segno opposto a quello di x. Pertanto

e x=-2—3,-2+3: laseriee >, 1(1)" =Y, L non converge (assolutamente né semplicemente)
essendo la serie armonica;

e x=2-+3,2+V3 laseriee ), %(—1)” che converge semplicemente per il test di Leibniz ma non

assolutamente.
Esercizio 3 [6 punti| Calcolare 'integrale
+o0 T _ 4
[TV
log8 €7 — 5
Svolgimento. Detta f Uintegranda, essa ¢ definita (e continua) per e® # 5, cioé per z # log5. Dunque
f € C(R\{logb}). In particolare f € C([log8, +oo[) C Riocllog8,+oc0[. Per il calcolo dell’integrale

calcoliamo anzitutto una primitiva di f(z ) = Vei —. Sembra naturale il cambio di variabile y = v/e% — 4,
cioe e® = y? + 4, x = log(y® + 4), dz = 7 +4 dy da cui
Y 2y y —1+1 / 1 / 1
————— dy2 dy =2 — dy + dy | .
/ ex—5 -1y +a /(yQ—l)(y2+4) ’ ( y+a -0 +4 Y
Evidentemente
Lo, 1 / L Ly
=- | ————— dy = — arctan =.
2ra YT 1) 1y YT 2 2
mentre

/ 1 . 1/ 1 LY Lo y+ 1 1 A
= - - = ——arctan = + — _—
-2+ a Y T5) o1 y2r4a) YT 10 0/ \y-1 y+r1) ¥

1 Y 1 y— 2
10 arctan + 10 ’ n 2‘

11



e quindi, in conclusione

ver +1 4 2 Vver —4—2
/H arctan\/ez—4+glog c '

dr = = ——| =: F(x).
e —3 T3 Vet — 4+ 2 (z)

Ora F(+00) = %% = %’T come facilmente si verifica, per cui

oo er —4 2 2 4
/ 67dx:—ﬂ—F(logS):i—farctanZ
logs € — 5 5 5 5

Esercizio 4 [6 punti] Calcolare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

3z+1 3_1
1-32/) 7

scriverle in forma algebrica e rappresentarle nel piano complesso.

Svolgimento. Poniamo w = ?Z_—gi Allora w? = 1, cioe w sono le tre radici complesse di 1:
1
—1,—fj:z'§.
2 2
Pertanto
3
sl LV
1-3z 2
Ora,
3z +1 1¢-1
= — 3 1=¢(1-3 — 3z(1 =(-1, <= =—-—.
=, 24+ 1=((1-32), A1+ =¢-1, =300
Dunque z = 0 oppure
1-3+i2—1 1-3+iv3 1-3+iV/31Fiv/3 1-34+3+idv/3 | V3
Zz = — = - = — - - = — ::l:'Li.
311443 3 1+£iV3 3 1+iV3 1Fiv3 3 4 3

Tempo a disposizione: tre ore. Il candidato deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato. Viene corretto solo cio che
¢ scritto sul foglio intestato. E vietato usare libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo. Ogni affermazione deve essere

adeguatamente giustificata.
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