ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 15.07.2014

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

o) =tog (e — V2 o).

1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.
2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la derivabilita di f.

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.
4) Disegnare un grafico di f.

Svolgimento. 1) Il dominio ¢ dato da
ez — /|2 —e%| >0,
che e equivalente a
e’ > 12 —e”|.

Quindi se x > log 2 abbiamo che la disequazione sopra diventa e* > e® —2 che e verificata per ogni z > log 2,
mentre se x < log 2 la disequazione diventa e* > 1 cioe x > 0. Il dominio ¢ quindi dato da

D={r >0} =R".
Non ci sono quindi simmetrie. Per quanto riguarda il segno abbiamo che f > 0 se e solo se
ez — \/m > 1.
Poiché = > 0 la disequazione sopra ¢ equivalente a
e’ 4+1—22 >[2—¢

Per z € (0,log 2] otteniamo 2e® — %2 —1>0e quindi, poiché e* > 0, la disequazione & soddisfatta dagli
z > 0 che soddisfano ez > # cioe

2
T €< (wl = log ( +2\/§> ,log 2) .

Mentre se z > log 2 la disequazione diventa 3 — 27 > 0, cioe

x € [log2,w2 = log Z) .
Quindi f(z) > 0 se e solo se x € (x1,z32).

2) I limiti notevoli sono per z — 0" e per  — 4o00. & facile vedere che

lim f(x) = —o0.

z—0t



Per quanto riguarda I’altro limite sappiamo che per x > log 2 si ha:
f(z) =log (e% — egm) = g + log (1 — m)
e quindi razionalizzando all’interno del log moltiplicando e dividendo per 1 + /1 — 2e~% abbiamo che
f(ac)zlogQ—g—log(l—&—m) YV x > log2.

Da questa rappresentazione otteniamo immediatamente i seguenti limiti

lim, 400 f(2) = —00

limg 400 (f(m) + gx) =0

e quindi y = —F ¢ asintoto obliquo a 4-00. La funzione ¢ continua in D e derivabile in D\{log2} (per la

presenza del valore assoluto e della radice).
3) Per z € D\ {log2} abbiamo

Poiché il denominatore & > 0, il segno di f’ dipende dal numeratore. E facile vedere che per z € (0,log 2)
la funzione ¢ strettamente monotona crescente; se x > log2 abbiamo che f’(x) > 0 per x che soddisfa

ez — \/% > 0 cioe 53_2 < 1, equivalente a e® — 2 >e%, mai verificata e quindi per x > log 2 la funzione

¢ strettamente monotona decrescente e log2 ¢ un punto di massimo (assoluto). Per la presenza della
\/|2 — e*| al denominatore ¢ immediato calcolare i seguenti attacchi di f’ in log 2:

e quindi log 2 € un punto di cuspide.
4) 11 grafico della funzione segue:

-3

Figure 1: 1l grafico di f (Tema 1).



Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

i n + sin(e™) (3$)n
— n3 + 3logn

al variare di = € R.

Svolgimento: Usiamo il criterio del rapporto per la convergenza assoluta. Calcoliamo il seguente

(3$)n+1

fim (n+ 1) +sin(e™!) n3 +3logn
(3z)"

n—oo (n + 1)3 + 3log(n + 1) n + sin(e™)

(n+1)n3
18 3|

= [3=] nh_)rgo (n+1)

Quindi per x € (—%, %) abbiamo convergenza assoluta (e quindi semplice) per z < —%Ux > % la serie NON

converge nemmeno semplicemente perché il termine generale non ¢ infinitesimo. Per |z| = % il termine
n-esimo della serie e asintotico a # e quindi anche agli estremi c’e convergenza assoluta. Ricapitolando la
serie converge assolutamente per x € [—%, %]

Esercizio 3 [9 punti] Trovare per quali @ € R converge l'integrale

00 1
dx
/0 x® (34 2/x + x)
e calcolarlo per a = 1/2.

Svolgimento: L’integrando & continuo in (0, +o0). In un intorno destro di zero ¢ asintotico a 31% e quindi

c¢’eé convergenza per a < 1. Per quanto riguarda +oo l'integrando e asintotico a z"‘% che converge per
a > 0. Quindi l'integrale converge per « € (0, 1).
Per a = % poniamo /z =t e quindi per sostituzione I'integrale diventa

+o0 1 +00 1 +o0 1 /3 Foo 1
2 ——dt =2 ————dt = ————dt =2 ———d—
/0 342t + 2 /0 (t+1)2+2 /0 <@)2+1 /0 (&)2+1 V2

5

e quindi il nostro integrale di partenza vale

V2 arctan (t;)

+oo

_ 3 <g _ arctan \2) = V2 (%~ arccotv/2).

0

Esercizio 4 [5 punti] Esprimere in forma trigonometrica le soluzioni dell’equazione

2'4

e
A +1

)
- —, zeC
V3
e disegnarle nel piano di Gauss.

Svolgimento: Semplificando, ’equazione ¢ equivalente alla seguente forma

cioe



da cui prendendo le radici quarte complesse otteniamo le quattro soluzioni in forma trigonometrica:

24 = V2 (cos (567T> + ¢sin

Le quattro soluzioni sono in forma algebrica

23 = —Z1, Z4 = —29.

) -10r

Figure 2: Soluzioni esercizio 4 (Tema 1).



TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

f(@) = (e = V2=e]).
1) Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.
2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la derivabilita di f.
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.
4) Disegnare un grafico di f.

Svolgimento. 1) Il dominio & dato da tutto I’asse reale.
Non ci sono simmetrie. Per quanto riguarda il segno abbiamo che f > 0 se e solo se da

e? —/]2—e7 >0,

che ¢ equivalente a
e’ >12—e".

che ¢ equivalente a
—e f<2—e"T<e

Quindi se 2e™" > 2 cioe x < 0 la funzione ¢ positiva.
2) I limiti notevoli sono per  — —o0 e per x — +o00. E facile vedere che

lim f(z) =—V2

T—r+00

Per quanto riguarda I’altro limite sappiamo che per x < —log?2 si ha:
f(z) = (e*% — Ve — 2)

e quindi razionalizzando, moltiplicando e dividendo per e”2 +v/e—* — 2 abbiamo che

fla) = et —(e7"-2) 2
e T4VeT—2 e T4er—2

Da questa rappresentazione otteniamo immediatamente

lim, oo f(z) =0

e quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale a —oo e y = —+/2 & asintoto orizzontale a +o0o. La funzione & continua
in D e derivabile in D\{—log 2} (per la presenza del valore assoluto e della radice).
3) Per z € D\ {—log2} abbiamo

T 2V/2—e =’
e—®/2 e~

2 + 2ve—* -2

fl(x) =

perz < —log2.

{ —6_21/2 e ” per —log2 <z <0

E facile vedere che per z € (—log2,0) la funzione & strettamente monotona decrescente; se x < —log2

. 1 . _ _z e T RN e_% . —x -
abbiamo che f’(x) > 0 per x che soddisfa —e™ 2 + e 0 cioe N 1, equivalente a e™® > e 2,




sempre verificata e quindi per x < — log 2 la funzione & strettamente monotona crescente e log 2 & un punto
di massimo (assoluto). Per la presenza della /|2 — e*| al denominatore ¢ immediato calcolare i seguenti
attacchi di f’ in log2:

lim  f'(z) = oo,

x——log 2%t

e quindi —log 2 € un punto di cuspide.
4) 11 grafico della funzione segue:

—05/
-10}
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Figure 3: 1l grafico di f (Tema 2).

Esercizio 2 [9 punti] Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie

i n + cos(n!) (f)n
— n3 —2logn \ 2

al variare di = € R.

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che n + cos(n!) ~ n e n3 — 2logn ~ n® per n — oo, per cui

n + cos(n!) 1
m ~ ? per n — OQ.

La convergenza assoluta della serie data ¢ pertanto equivalente a quella della serie

> (3"

Applicando il criterio della radice o del rapporto, si ottiene la convergenza assoluta per |z| < 2, mentre
per z > 2 o per x < —2 la serie non converge nemmeno semplicemente, in quanto il termine generale non

¢ infinitesimo. Per x = 42 la serie converge pure assolutamente, perché il termine generale & asintotico a
1/n2.

Esercizio 3 [9 punti] Trovare per quali & € R converge l'integrale

/
d"lj
0 ¢ (4+3\/E+$)

6



e calcolarlo per av = 1/2.

Svolgimento. L’integrando ¢ continuo in (0,400). In un intorno destro di zero ¢ asintotico a 3%& e quindi
c’e convergenza per o < 1. Per quanto riguarda +oco l'integrando & asintotico a xa% che converge per
a > 0. Quindi I'integrale converge per « € (0,1).

Per a = % poniamo /z =t e quindi per sostituzione l'integrale diventa

/+oo 1 J /+oo 2 dt
x€Tr = —_—
o Y24+ 3r+ ) o 4+3t+1¢2

e 2dt 4 3+2t. 1" 4
/0 G322 s i, 7 arctan(— )L 7 (7/2 — arctan3/ V)

Esercizio 4 [5 punti] Esprimere in forma trigonometrica le soluzioni dell’equazione

24

i
——— =14 —= eC
2441 * V3’ ®
e disegnarle nel piano di Gauss.
Svolgimento. Si ha
4 B
z 1 1 4 \/g 4 .
=1- =14+—= <= l=—— <= =—-1 3.
A A11 T o 5 ‘ +iv3

Si devone pertanto trovare le radici quarte del numero —1+iv/3. In forma trigonometrica si ha —1+14v/3 =
2 (—% + z@) =2 (cos %71' + i sin %77) Pertanto

2
g 3T 2R 1 ™ L en (L u
+ 7sin 1 )—\/§<COS<67T+K2 + 7sin 67r+K27T

2+ 2Km

22\4[2<COS 1

per K =0,1,2,3, che da

23 = \‘yﬁcos (%77) + ¢sin

Le quattro soluzioni dell’equazione data sono in forma algebrica

zoszQ<\/§+i;>, leé/§<+i\/§>

57)

1
2 2 2
zZ9 = —20, 23 = —Z%1.

La rappresentazione nel piano di Gauss segue:



Figure 4: Soluzioni esercizio 4 (Tema 2).



