ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 12.09.2014
TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f(.%') _ ‘1 _ :L" earctan(4/:c)_
1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la continuita e la
derivabilita di f.
3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.
4) Disegnare un grafico di f.
Svolgimento. 1) Il dominio ¢ dato dagli {z # 0}. Non ci sono simmetrie e la funzione ¢ evidentemente non

negativa nel suo dominio.
2) Vediamo i limiti significativi in 0 e all’infinito:
lim,_,os f(z) = e*2

lim, 100 f(2) = +00.
Possibilita di asintoti obliqui:

limg oo 18 = 41

lim, 100 f(z) Fox=F(1 —x) (1—1—%4—0(%)) To=43

Quindi la retta y = x 4+ 3 & asintoto a 400 mentre la retta y = —x — 3 & asintoto a —oco. La funzione e
continua nel suo dominio D={x # 0} (ha una discontinuita di salto in 0) ed ¢ derivabile in D \{1} per la
presenza del valore assoluto.
3) Calcoliamo f"in D\ {1}

2
f/(x) _ earctan(4/x) (1 _ x)earctan(ll/:v) <1+412 le) — earctan(4/z) fxx;rialcﬁfQO perz < 1
tan(4/z) —z2-+4z—20
—earctan(4/x) xxj_i_"f(; perz > 1

P T . : . : N
Poiché W < 0 per ogni z € R la funzione ¢ strettamente monotona decrescente in x < 1 ed ¢

strettamente monotona crescente per > 1. Vediamo 'attacco in x = 1:

lim f'(x) = lim earctan(4/w)w _ _ parctand
rz—1— r—1— x2 + 16

z—1t 1~ 2+ 16
Percié x = 1 € un punto angoloso di minimo assoluto. Non ci sono altri punti di min o max relativo.
4) 11 grafico della funzione segue:

lim f/(x) = lim _earctan(4/x)w _ earctand



Figure 1: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 [9 punti] Determinare, al variare di o > 0, il seguente limite

. sin(z%) — 2%+ 1 — coshz
lim
e—=0t 2+ 3% — /2 — 22

Swvolgimento. Usando gli sviluppi asintotici e razionalizzando

3a 2
. sin(z®) —2® 41— coshz L —Es 4 o(a3Y) — L+ o(2?)
1 =1 3t 2 2+ 29+ /2 —22) =
R N T (V2tatsva=ar)
x2 1
m&(‘?5+( %) = 7277+ o(a? ™)) (V2 + 2% + V2 —a%) =
s

0 sel0<a<?2

= —§ se v =2

—00 se a > 2.

Esercizio 3 [9 punti] Determinare gli @ € R per i quali I'integrale

4
/ idm
0o (4—ax)®
converge e calcolarlo per a = 1/2.

Svolgimento. L’integrando ¢ continuo in [0,4) e, per x — 47, & infinito di ordine a. Di conseguenza
I'integrale € convergente per a < 1.

Si ha
4 2
/ x—2/ dt =2 /\/ —t2dt+4/ 1
0 (4 0 Va4 — 12 0 _

1 1
2 4 \/1—u2du+4/ ———du
0 0o V1—u?
Tow
8[ /0 cos? v v+arcsmu|0] 8[ — 4+2] T

2



Esercizio 4 [5 punti] Determinare il numero complesso « tale che il polinomio

P(2) = 2% — (6 +2i)2* + (7T + 5i)z +

abbia z; = 2 come radice. Per tale valore di « trovare le altre due radici di P(z) esprimendole in forma
algebrica.
Svolgimento. Imponendo che z = 2 sia radice si ottiene

8—4(6+2i)+ (7T+5i)2+a=0
da cui a = 2 — 24. Dividendo il polinomio per z — 2 si ha
P(z) = (z—2)(2% — (4 4+ 2i)z — 1 +1)

e quindi si deve risolvere 22 — (4 + 2i)z — 1 +i = 0. Si ottiene z = 2 + i + /4 + 3i. Le due radici di 4 + 3i
si trovano imponendo che (a + ib)? = 4 + 3i il che comporta

a? - v =4
2ab =3

che da le soluzioni + (% + z%) . Alternativamente, si possono calcolare le radici quadrate di 44 3¢ usando
le formule di bisezione: |4 + 3i|? = 16 + 9 = 25, da cui

4 3
4+ 3i = 5(5 —|—zg> = 5(cosoz+isinoz).
Le radici quadrate di 4 — 37 sono percio
« « 3 1
+v/5(cos = +isin—) = :l:(— —i—z’—).
( 2 2) V2 V2
Le altre due radici di P(z) sono perciod

3 1
Z12=2+—+z’(1ﬂ:—).

’ V2 V2



TEMA 2

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione
f($) _ ‘1 + 1“ e—arctan(Z/x)'

1) Determinare il dominio e discutere I’eventuale simmetria ed il segno di f.

2) Calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti. Studiare la continuita e la
derivabilita di f.

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f. Calcolare
i limiti significativi di f’.

4) Disegnare un grafico di f.

Svolgimento. 1) Il dominio ¢ dato da D = R\ {0}. Non ci sono simmetrie. Per quanto riguarda il segno
abbiamo che f > 0 per ogni x € R.
2) T limiti notevoli sono per z — 07 e per z — +oco. E facile vedere che

lim f(z)=e 2, lim f(z)=e2,
z—0+ f( ) z—0~ f( )

per cui f ha in 0 una discontinuita di salto, mentre

$11>I:Itloo f(CL‘) = teo.

Inoltre limy 40 % = +1, e inoltre

1 1 1 1
lim f(z) — 2z = lim (1 + ) e~ arctan2t _ 1= lim (1 + t> (1 — arctan 2t + o(arctan 2t)) — :

T—~+00 t—0+ t

1 1 1
= lim <1+t> (I=2t+0(t) = 5= lim 14— =2 —2——+o(l) = —1L.

t—0t

Quindi y = z — 1 ¢ asintoto obliquo destro.

T——00 t—0—

1 1 1 1
lim f(z) + 2= lim (—1 - t) e~ Arctant 4 - = lim (—1 - t) (1—2t+o(t)) + Z

1 1
= lim —1 -~ +2t 42+ +o(1) =1

t—0—

ey = —x + 1 ¢ asintoto obliquo sinistro.
3) Per z € D\ {1} la funzione & derivabile e abbiamo

f/(x) _ e~ arctan(2/z) + (1 + 1’)67 arctan(2/x) (1—3%2 x12> = e arctan(2/x)132:+_ﬁf‘6 perz > —1
— arctan(2/z) 2242246 perx < —1

—€ 244

C o g2 . . . R
Poiche % > (0 per ogni x € R si ha che f(x) e crescente per —1 < x < 0 e z > 0 mentre ¢ decrescente

per x < —1. Pertanto x = —1 & punto di minimo (assoluto) per f e f(—1) = 0.
Per gli attacchi:

3 _= 3 =
lim f'(z) =Ze" 2, lim f'(x) = —e?,
z—0+t / ( ) 2 z—0~ / ( ) 2
lim / ) = earctan2, lim ! ) = _earctan2‘
z——1+1 f ( ) z——1— f ( )

4) 11 grafico della funzione segue:



Figure 2: 11 grafico di f (Tema 2).

Esercizio 2 [9 punti] Determinare, al variare di > 0, il seguente limite

1 — cos(z®) + sinh
im :
=0t /3 + 2% — /3 — 2@

Swvolgimento. Usando gli sviluppi asintotici e razionalizzando

1 —cos(z®) + sinhx I L;a +0(a?*) + 2 + o(z) (V3 + 2%+ /3 — 20)
im = r T =
2=0t /342 — /3 — 2% a0t 2z

«

lim (x— + o(z%) + lxl_a +o(z' 7)) (V3429 + V3 —z2) =

z—0+ 4 2

0 sel0<axl
= \/g sea=1

400 sea > 1.

Esercizio 3 [9 punti] Determinare gli @ € R per i quali I'integrale

9
/ idw
0o (9—ax)®
converge e calcolarlo per a = 1/2.

Svolgimento. L’integrando € continuo in [0,9) e, per x — 97, ¢ infinito di ordine a. Di conseguenza
I'integrale € convergente per a < 1.
Si ha

9 ﬁ 3 t2 3
/(9dx: /gdt:2 —t\/9—t2|g+/ V9 —t2dt
0 0 0

_ x)oz _ t2

3
:2/ \/9—t2dt:g7r.
0



Esercizio 4 [5 punti] Determinare il numero complesso « tale che il polinomio
P(2)=2>—(T+20)22+ (11 + Ti)z 4 «

abbia z; = 3 come radice. Per tale valore di « trovare le altre due radici di P(z) esprimendole in forma
algebrica.
Svolgimento. Imponendo che z = 3 sia radice si ottiene

27 —9(74+2i)+ (11 4+ 7i)3+a =0
da cui a = 3 — 3¢. Dividendo il polinomio per z = 3 si ha
P(z) = (2 —3)(2* — (4 +2i)z — 1 4 1)

e quindi si deve risolvere 22 — (4 + 2i)z — 1 +i = 0. Si ottiene z = 2 + i + /4 + 3i. Le due radici di 4 + 3i
si trovano imponendo che (a + ib)? = 4 + 3i il che comporta

a’? - =4
2ab =3

N . . 3 . 1
che da le soluzioni =+ ( + Zﬁ) .
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