ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 29.01.2018

NOTA: lo svolgimento del Tema 1 contiene alcuni commenti di carattere generale.
TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione | ) |
T4 —5

= log ———.
f(@) :=log — 1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. i) Da ‘22;5‘ > 0 segue che D = {z > —1,2 # /5}. Non ci sono simmetrie evidenti. f(z) < 0
se e solo se

T >—1

24ax—4>0

|:c2—5\§x+1<:>—x—1§:1:2—5§:c+1<:)
932—x—6§0,

cioe se e solo se —_l% VIT < 7 < 3.

Si ha inoltre

lim f(z) =+o0

r——171
lim ) = —00
I ﬁf( )
Siccome
im 1) g,
r—+oco I

non ci sono asintoti obliqui, ma solo due asintoti verticali (oltre ad un asintoto orrizzontale “cosi alto che
non si vede” (cit.))

ii) Le regole di derivazione possono essere applicate in tutto D, perché il punto nel quale 'argomento del
modulo si annulla non appartiene al dominio. Siccome f(z) = log|z? — 5| — log(x + 1) e ricordando che

2 og|g(z)| = gg/((;)) dove g(z) # 0, si ha per ogni x € D

2 1 22 +2x+5

e S Sl T

Siccome il polinomio al numeratore & sempre positivo, f/(x) > 0, e quindi f & crescente, se e solo se x > /5.
Non ci sono punti di estremo.

iii) Il grafico di f ¢ in figura 1.



Figure 1: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Si consideri la successione

(—1)"e?"sin 1

p =—F"——""2 neNn>2

(n—1)!

a) Calcolare lim, o0 ap;

b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y 07 5 ap.
2\n

Svolgimento. a) Siccome a, ~ (en!) per n — 00, limy, ;o ay, = 0 (ricordando un limite fondamentale).

b) 11 criterio del confronto asintotico e il criterio del rapporto danno

fm Sl — 0,
n—oo (n+1)!'e?" nocon+1
per cui la serie converge assolutamente e quindi converge.
Il fatto che a,, — 0 si poteva anche dedurre direttamente dalla convergenza della serie.

NOTA: applicando il criterio di Leibniz si pud dedurre direttamente la convergenza della serie. Risulta
che |a,| & decrescente se e solo se €2 < n, il che vero per ogni n > 2 (la dimostrazione richiede un po’ di
lavoro). Resta comunque da verificare la convergenza assoluta. Siccome in questo caso ¢ vera, 1'uso del
criterio di Leibniz e del tutto inutile.

Esercizio 3 Sia f(z) = 2% + z|z|. Risolvere I’equazione
2f(2) = |z]® — 8i,

esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.
Svolgimento. L’equazione e

23+ 22|2| = |2]3 — 8.
Siccome 2z|z| = |2|%|2] = |z|?, Pequazione diventa
2% = —8i.

Le tre radici cubiche di —8i = 8¢¥7/2 sono date da
215 = 2, 2616 = /3 i, 216 =31,

rappresentate in figura 2.



Figure 2: Le soluzioni dell’esercizio 3 (Tema 1).

Esercizio 4 Calcolare il limite
log(z + 3) — log(z + 1) — sin 2
% — e —e ¥

T—+00 cos sin

al variare di o € R.
Svolgimento. Il numeratore:

2 3 1 2
log(z + 3) — log(x 4+ 1) — sin — = log x + log (l—i——) —logx — log (l—i——) — 8in —
x x x x

3 1 2

:log<1+7> —log<1—|—7> —sin —

x x x

3 9 1 1 2 (2)
r 2z2 z 222 z

4 1
= +o(3)

per x — +00. Il denominatore (ricordando che e™® = o(1/x®) per x — +00 per ogni «):

72

it e® et =1 tein® - 4 it 2 (1+O‘+a2)+(1>
cossin— —ez2 —e¢ ¥ =1— =sin“ — + — sin®* — — - 4 ol =
x 2 2¢ 24 2x x 2z

B 1( 1 1 )2 n n
2\2z  6(22)3) " 24(22)F 2 ¢
2

1

$4

1 1 1 1 o’y 1 1
ZCﬁ‘@ﬁ+@aﬁzﬁ‘7hﬂ”@0

1 a o? (

per x — +o0o. Di conseguenza,

—4 1
s()
x x _ 32 1
o . . . Trsa 5S¢ Q7 —3
lim log(z +3) —log(z +1) —sins i sta)Z+ol =
- =
T—~+00 cosh sin % —exZ —e 2 T——+00 ;724+0<%)




NOTA: Il numeratore poteva anche essere scritto come

z+3

2 2 2 2
log(z + 3) — log(x 4+ 1) — sin — = log —sin — =log (1 + 7) — sin —
x x x

2 1( 2 )2 2+ (2)
= —_ = —_ — o\ —
z+1 2\z+1 z 2

2z +1 (2)

- Tx(r+1)2 z2
B 1+ 2z ( 2 ) 4
 Ta(z+1)2 x? x?

per x — +oo. La maggior parte degli studenti che ha svolto il calcolo in questo modo ha tralasciato il
termine di ordine 2 nello sviluppo del logaritmo.

Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 1
/ ————dx
Va2 xya? -2
al variare di a € R;

b) calcolarlo per oo = 1.
Svolgimento. a) L’integranda f(z) & continua in ]y/2, +o0o[, per cui si deve controllare la convergenza sia

per x — \/Tr che per & — +o00. Per  — v/2+,

per cui 'integrale converge per ogni a. Per x — 400,

f(x)Nﬁu

per cui l'integrale converge se e solo se a > 0.
b) Con la sostituzione z = v/2 cosht, si ha (per ¢ > 0)

oo 1 oo /2sinht oo et + T T V2r
—F———dz = ———dt = V2 —— dt = V2arctanet| " = 2(,_f) - _
/\/5 rVzZ —2 v o 2coshtsinht f/o 1+ e2t V2arctane |0 V2 9 4 1

In alternativa, con la sostituzione y = v/22 — 2, seguita dalla sostituzione z = y/v/2, si ottiene,

/+°° 1 J /+°0 1 J 1 /+°° 1 J 1 . ’+oo 17
— -a— = — —— a2 = —= arctancz = —— .
2 zVa?—4 o iYL Al V2 0 V22

Un terzo modo di calcolare I'integrale ¢ il seguente:

/+°° 1 J /+°° dx V2 /+°° dt 1 S liyee 1o

——dx = — = ———— = —arcsin — = ——.
Vi xVa? -2 Vi oa2/1-2/22 2 i e2/1-1/2 V2 t V22
Esercizio facoltativo. Sia 2y € R e si definisca la successione {a, : n € N} ponendo

ag = g €, per ogni n > 1, ap41 = sin ay,.

a) Dimostrare che a, ¢ definitivamente monotona per n — +o0;
b) dimostrare che lim;,,_, 1~ a, = 0.



Svolgimento. a) Per n > 1 si ha |a,| = |sin(a,—1)] < 1. Se a; € [0, 1], allora da sinz < x Va > 0 si ricava
ant+1 = sina, < a, e dunque la successione ¢ definitivamente decrescente. Se invece a; € [—1,0] si ottiene
che la successione ¢ definitivamente crescente.

b) In ogni caso la successione ha un limite ¢ € [—1,1]. Se per assurdo fosse ¢ # 0 si avrebbe, essendo la

funzione seno continua,

in ¢
li (Gl _ [siné )
ot an)| 1€

il che implicherebbe la convergenza della serie > 7, |ay/|, il che a sua volta implicherebbe che a,, converge
a 0, cosicché 0 = ¢ # 0. Dunque £ = 0. In alternativa, sempre per la continuita di sin,

¢ =limay,+; = limsina, = sin/

che ha ¢ = 0 come unica soluzione.

TEMA 2
Esercizio 1 Si consideri la funzione
@) = tog 1=
S

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. i) D = {x > —1,2 # v/3}. Non ci sono simmetrie evidenti. f(z) < 0 se e solo se

24+rx—2>0

|:c2—3\§x+1<:>—x—1§:1:2—3§x+1<:)
22—z —4<0,

cloeseesolosel <z < HT V17 Gi ha

lim f(z) =+o0

r——17+
lim ) = —00
i ﬁf( )
lim f(z) =+o0
T—+400
Siccome
lim ﬂ =0,
rx—+oco X

non ci sono asintoti obliqui, ma solo due asintoti verticali.

ii) Le regole di derivazione possono essere applicate in tutto D, perché il punto nel quale I'argomento del
modulo si annulla non appartiene al dominio. Siccome f(z) = log|z? — 3| — log(x + 1) e ricordando che
d /
&L log ()| = £

dove g(z) # 0, si ha per ogni € D

2x _ - 22 +2x+3
2-3 z+1 (22-3)(x+1)

fi(z) =



Figure 3: 1l grafico di f (Tema 2).

Siccome il polinomio al numeratore & sempre positivo, f'(z) > 0, e quindi f & crescente, se e solo se x > V3.
Non ci sono punti di estremo.
iii) Il grafico di f & in figura 3.

Esercizio 2 Si consideri la successione

_1n3n-hl
XS neNaze

ap —

a) Calcolare lim, o0 ap;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y7 5 ap.
Svolgimento. a) Siccome a, ~ 6:;—7 per n — 00, lim,,_,~ a, = 0 (ricordando un limite fondamentale).
b) 11 criterio del confronto asintotico e il criterio del rapporto danno
e3+1) ' 3

lim - = 1m —
n—00 (n+1)!e3” n—oon + 1

)

per cui la serie converge assolutamente e quindi converge. Il fatto che a, — 0 si poteva anche dedurre
direttamente dalla convergenza della serie.

Esercizio 3 Sia f(z) = —2% + 2z|z|. Risolvere '’equazione

esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.
Svolgimento. L’equazione &
—22 4 22|2| = |2 - 8.

Siccome 2Z|z| = |2|?|2z| = |z|?, 'equazione diventa
2% = 8i.
Le tre radici cubiche di 8 = 8¢™/2 sono date da
215 = V344, 20 = V314, 2T = 2,

rappresentate in figura 4.



Figure 4: Le soluzioni dell’esercizio 3 (Tema 2).

Esercizio 4 Calcolare il limite

log(z + 1) — log(z + 2) + sinh 1

lim ; -
L—+00 coshsin £ — ex? — e—2

al variare di o € R.
Svolgimento. 11 numeratore:

1 1 2 1
log(x 4+ 1) — log(z + 2) + sinh — = log z + log (1 + —) —logx — log (1 + 7) + sinh —
x x x x
1 2 1
= log (1—1—7) — log <1+ 7> + sinh —
x x x
112 2, 4 4 +1 L ( 1 )
oz 222 222 x?
3 1
T2 0(?)
per x — +o00. Il denominatore (ricordando che e=%* = o(1/z") per  — +oc per ogni N):

1
2) +ol )
- 1(1 1 )2+ 1 ( )
- 2\z 623 2424 :U2 2x4

()i (5 o D) ol)

1 a 1 1 1 1
coshsin — — ex? — e 2% = 1 + — sin? —+—s1n4f—<1+ +
T 2 24 T

1 1 1 1
<72—oz>f2—|—0(—2) Sea7é72
11 (L se ¢ 1
4$4 <$4> 2

per x — +o0. Di conseguenza,

srto( ) \ B
= se a
—2a 2
. log(z+1) —log(z +2) —sinh 1 . (%*a) I%JrO(I%)

lim : = = lim
T—+00 cosh sin .- ex? — g2 T—+00 2%2_’_0 ﬁ) )
= —00 se =3

()



Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1
——dx
1 @/ 4x2 — 1

al variare di o € R;
b) calcolarlo per a = 1.
Svolgimento. a) L’integranda f(x) & continua in ]%, ~+oo[, per cui si deve controllare la convergenza sia per

+ +
x—)% che per z — 4o00. Perav—)% ,

per cui 'integrale converge per ogni a.. Per x — +o0,

1
fla) ~ gt

per cui l'integrale converge se e solo se a > 0.
b) Con la sostituzione 2z = cosht, si ha (per t > 0)

e 1 1 [T sinht too gt N o
—_——dx =~ ————dt =2 —— __dt =2arctane’ :2(7_7>:7'
% .T\/m T 2/(; %htsinht /0 1+62t arc ane}o 5 1

TEMA 3
Esercizio 1 Si consideri la funzione
Fla) = Tog =4
z) :=lo .
& r—1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

[

Svolgimento. 1) f ¢ definita per x%f' > 0, cioe, se e solo se il numeratore non ¢ uguale a zero (z # £2) e il

denominatore ¢ positivo (x > 1). Di conseguenza, D = {z € R: 2z > 1,z # 2}. f non presenta simmetrie.
f(z) ha lo stesso segno di |$;__14| — 1, quindi f(x) = 0 se e solo se |22 — 4| = x — 1. Per |z| < 2, si ottiene
22 4+ 2 — 5 = 0 che ha soluzioni = (—1 4+ v/21)/2, e si osserva che solo (—1 ++/21)/2 € D. Per z > 2, si
ottiene 22 — 2 — 3 = 0 che ha (1 + v/13)/2 come unica soluzione in D.

Inoltre, per x € D, f(x) >0 (|m2_4l >1)seesolose x> —x—3 >0 (perz >2), 02> +z—5<0 (per

z—1
x < 2), ciog, per x > (1 ++13)/2 0 per 1 <z < (—1+/21)/2.
Per  — 17, il numeratore tende a 3, mentre il denominatore tende a 0, quindi

li = lim logy = oc.
Jim f(x) Jim logy = oo

Per x — 2, il numeratore tende a 0, mentre il denominatore tende a 1, quindi

li = lim logy = —cc.
lim f(x) Jim, logy = —oo



|22 —4]

4 .
Per z — oo, “©_—~ ~ , quindi

lim f(z) = lim logy = oc.

T—00 Y—00
Siccome
x
rx—+oco X

non ci sono asintoti obliqui, ma solo due asintoti verticali.

ii) La funzione y +— |y| & derivabile su R\ {0}. Quindi per ’algebra delle funzioni derivabili e la derivabilita
della funzione composta, la funzione z ‘9;2:14 | & derivabile su D. 11 logaritmo e derivabile sul suo dominio.
Per la derivabilita della funzione composta, f € derivabile su D.

La derivata & (per x > 2)

by ox—1 ‘23:(;10—1)—(302—4)_ (x—1)2+3
F@) =G0 (@ —1)? @)@ -1)

e (perl<z<?2)
() = x—1 .—2x($—1)—(4—x2)_ (z—-1)2+3
~ i) G2 @D 1)

e si vede che f'(x) <0, e quindi f & decrescente, per 1 < x < 2, mentre f'(x) > 0, e quindi f & cresecente,
per x > 2.

Dai limiti in (i) segue che f ¢ illimitata, quindi non ha estremi assoluti. Inoltre, non ha estremi relativi
essendo derivabile su tutto D e, per ogni x € D, f'(x) # 0.
iii) Il grafico di f & in figura 5.

0

© —

gy

X

Figure 5: 11 grafico di f (Tema 3).

Esercizio 2 Si consideri la successione

1

—1)"e2 arctan £
(=1) L neNn>2

(n—1)!

QAp =

a) Calcolare lim,, o0 ap;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y 7 5 ap.
Svolgimento. Si nota che
m/e (o)
=:b,

2 (n—-1)!

|an| <

(%)



Per il criterio del rapporto > b, converge: b’g% = % — 0 per n — oo. Per il criterio del confronto ed

(%), 3 |an| converge, cioé 3 a, converge assolutamente, che implica che converge anche semplicemente
(risposte per il punto (b)). Per la condizione necessaria per la convergenza di una serie, questi fatti impli-
cano che lima,, = 0 (risposta per il punto (a)). Alternativamente si puo rispondere ad (a) usando (*) e la
gerarchia degli infiniti, in particolare il fatto: lim¢™/(n!) = 0 per qualsiasi ¢, per poi applicare il Teorema
dei Carabinieri.

Esercizio 3 Sia f(z) = 2% + z|z|. Risolvere I'equazione
2f(2) = |2|® + 27,

esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.

Svolgimento. L’equazione e
—23 4 22|z = |2 + 274

Siccome 2Z|z| = |2|?|z| = |z|?, 'equazione diventa
23 = 27i.
Le tre radici cubiche di 27 = (3%)e!™/2 sono date da

.3 3 .
3¢5 = Z(V3+1), 3ei% = S(-VB ), 3¢l = —3i,

rappresentate in figura 6.

o -
N
® ®
¥ o
S
(\Il_
® ®
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
Re(z)

Figure 6: Le soluzioni dell’esercizio 2 (Tema 3).

Esercizio 4 Calcolare il limite

i log(z — 2) — log(z — 1) + arctan &
im z
T—r+00 cos sinh % —cosg —e 2

al variare di o € R.
Svolgimento. Si puo procedere con gli sviluppi di McLaurin, oppure usando De L’Hopital.

10



Con gli sviluppi di McLaurin, il numeratore diventa:

—2 —1 1
log(x —2) —log(z — 1) + arctan — =logz + log < ) —logx — log (1 + —) + arctan —
x x x

2 1 1

= log (1 — —) — log (1 — —) + arctan —

x x x

-2 4 -1 1 + 1 N ( 1 )
= —— — — — _— ol —
x 222 r 222 2
per x — —+00.

3 (i)
22 © 2

Il denominatore (ricordando che e~ 2 = o(1/z") per z — +oco per ogni N):

2 . 1 2 1 2 2 4 1
Cossinhz — cos% —e 2=1-— 5 sinh? = . ﬂsmhllz — (1 — ;—3:2 + %ﬁl) +O(F>
L2 <1)2+ 24+o<2 a4+<1)
= —— - + o — —_— — ol —
2 :U xd 24zt 222 2424 xd
)
922 37 24) 1 T\
per x — +00.
Di conseguenza,
+(f) L 1
= se«
fim log(x — 2) — log(z — 1) + arctan 1 ~ lm (—4+oc2 ﬁw(ﬁ) “
T—+00 cos smh 2 — cos —e 2 T—+00 =3 +o %)
= T — to0 se o = 2.
“ro((2)

Per usare De L’Hopital, conviene cambiare variabile a y = i, studiare il limite per y — 0", e notare (come
sopra) che il numeratore diventa

log(1 — 2y) — log(1 — y) + arctany.

La derivata del numeratore:

2 1 1
-0 — 0.
1—2y "1y T 0PV

La derivata del denominatore:

1
—2sin(sinh(2y)) cosh(2y) + asin(ay) — 3,2¢ 219
y?

che tende a zero per y — 07 per la gerachia degli infiniti. Di conseguenza, la frazione & ancora di tipo %.
Si procede con la seconda derivata del numeratore:

—4 1 2y
- —44+1-0=— +
(172y)2+(1—y)2 (1+y2)2_> + 0 3 pery—0

La derivata seconda del denominatore:

2 /1 1
—4 cos(sinh(2y)) cosh?(2y) — 4sin(sinh(2y)) sinh(2y) + a? cos(ay) — e 2 <44 - 3> — —4+a?
Y Y

11



per y — 0. Per o = +2, si osserva che (definitivamente, per y — 07):
cosh?(2y) > 1, sinh(2y) > 2y, cos(2y) < cos(sinh(2y)).

Segue che 4( cos(£2y) — cos(sinh(2y)) cosh?(2y)) < 0 definitivamente per y — 0F. Gli altri termini della
derivata seconda del denominatore sono negativi (definitivamente per y — 07), per cui la derivata seconda
del denominatore & negativa definitivamente per y — 07, cioe tende a 0~ per y — 0". In conclusione, per
il teorema di De L’Hopital:

o log(x —2) —log(x — 1) + arctan% 4% se a #£ £2,
lim — z — —a
T—+00 cossinh = — cos% —e 2 +00 se o = £2.

Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+o0 1
——dx
2 x%V22—4

al variare di a € R;

b) calcolarlo per o = 1.

Svolgimento. a) L'integranda f(x) ¢ continua in |2, +00], per cui si deve controllare la convergenza sia per
x — 2T che per x — +oo. Per z — 27,

1 1 1
a0z +2Vr =2 ~ 9at1 V=2’

per cui 'integrale converge per ogni a.. Per x — +o0,

f(z)

1
f(ZL‘) ~ Wa

per cui 'integrale converge se e solo se o > 0.
b) Con la sostituzione = 2 cosht, si ha (per t > 0)

ee 1 +oo 2sinht oo gt L1400 -
5 dr= : dt = 7dt:arctane‘ :(7_7>:
> zVa?—4 o (2cosht)(2sinht) 0 14et 0 9 4

In alternativa, con la sostituzione y = va? — 4, seguita dalla sostituzione z = y/2, si ottiene,

/+°° 1 J teo g p 1 /+°° 1 p 1 . |+Oo 1 <7r 0) T
— = — == — = —arctan ==z - = —.
, v a7y pra®T o), 2@ T MeE Ta\s 1

T
T

TEMA 4
Esercizio 1 Si consideri la funzione
Fla) o= log 1=~
T) = .
& r+1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

12



Svolgimento. D = (—1,+00) \ {+/6}. Non ci sono simmetrie evidenti: il dominio non & simmetrico. Si ha

f(z) > 0 se e solo se
{x2—621‘+1 {—x2—|—62$+1
oppure

x > /6, :1:6(1,\/6).

Pertanto f(z) > 0 se e solo se z € (—1, _1+2\/ﬁ) U (1+§/@, +00).

Si hanno
i Sla) = o0
zlf% fz) = —o0
mgrfoof(x) = +o0.
Siccome per gerarchia vale limg_, 4 o @ = 0, non ci sono asintoti obliqui, ma solo due asintoti verticali.
ii) Per il teorema sulla derivata della funzione composte e sull’algebra delle derivate e poiché g(t) = log |¢|

& derivabile su tutto il suo dominio naturale con S—g = %, la funzione f e derivabile su tutto D. Siccome

f(x) =log|z? — 6] — log(z + 1), si ha per ogni x € D

2z 1 z*+2z+6
22—-6 x+1 (22-6)(xz+1)

fi(a) =

Il polinomio al numeratore & sempre positivo; quindi f’(x) > 0, e conseguentemente f & crescente, se e solo
se > v/6. Non ci sono punti di estremo.
iii) Il grafico di f ¢ in figura 7.

2 0 2 4 6
|

6 -4
|

Figure 7: 1l grafico di f (Tema 4).

Esercizio 2 Si consideri la successione

n 1
(=1)"es tan -

CES neN,n>2.

Ay =

a) Calcolare lim, o0 ap;
. . . o0
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie ) >° , ap.
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3 n
Svolgimento. a) Siccome a, ~ % per n — oo, si ha lim,,_,» a, = 0 per gerarchia.

b) 11 criterio del confronto asintotico e il criterio del rapporto danno

n+1
|
lim Ln—;: lim 67:0,
n—00 (n—|—1)!e§ n—oon + 1

W=

per cui la serie converge assolutamente e quindi converge. Il fatto che a, — 0 si poteva anche dedurre
direttamente dalla convergenza della serie.

Esercizio 3 Sia f(z) = —2% + z|z|. Risolvere I'equazione
2f(2) = |2|® + 27,

esprimendo le soluzioni in forma algebrica e disegnandole nel piano di Gauss.

Svolgimento. L’equazione e
—23 4 22|z = |2 + 274

Siccome 2Z|z| = |2|?|z| = |z|?, 'equazione diventa
2% = —27i.
Le tre radici cubiche di —27i = 27¢™3/2 sono date da

3v3 3. .ux 3V3 3.
—— — <1, o€ =
2 2

s . PRk
3e’2 =31, 3e''6 =

rappresentate in figura 8

™ ®
~ 4
N
E °7
I ® ®
(\||7
0?7
T T T T T T 1
3 2 1 0 1 2 3
Re(z)

Figure 8: Le soluzioni dell’esercizio 3 (Tema 4).

Esercizio 4 Calcolare il limite

i log(z + 3) — log(z + 1) — tan 2
im
z—+oo  coshsinh % —cosh @ —e=37
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al variare di @ € R.
Svolgimento. Vediamo il comportamento del numeratore. Per x — 400, si ha

2 3 1 2
log(x + 3) — log(xz + 1) — tan — = log = + log (1—1——) —logx — log (1—1——) — tan —
x x x x

3 1 2

= log (14——) — log (14—*) —tan —

x x x

3 9 1+ 1 2+ (1)
= —_—_——— — — —_——— ol —
r 222 z 222 z

4 1
=z to()

Vediamo il comportamento del denominatore. Ricordiamo che e™3* = o(1/x%) per x — +o00 per ogni a;
infatti limg— 40 1/;2 limg—y 400 e“é,—c; = 0 per gerarchia. Quindi, per x — +00, si ha

coshsinh% - cosh% — e = cosh <3 + g% + o(z 4)) -1- 20;22 — 4?; + o(z7)
=1 +% <;)2 + i—z +0(33_5)> +% <i‘11 +0(;E_7)> +o(z™) +
-1- ;;22 46::4 + o(z ™)

(dove abbiamo scelto a = 5). Di conseguenza,

log(z + 3) — log(z + 1) — tan 2
z—+oo  cosh sinh% —cosh & — e3¢ T—+00

% se o # £3
—00  se a = 13,
osservando che, per a = +£3, @ — %? = % > 0.
Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+0c0 1
Loroy9r? -1
al variare di o € R;
b) calcolarlo per a = 1.

Svolgimento.

a) L'integranda f(z) & continua in ], 400, per cui si deve controllare la convergenza sia per x — %
1 +

+

che per x — +00. Per x —

3 1
f@) ~ — ——,
V6 fr— 1
per cui 'integrale converge per ogni a. Per x — +o0,
1
f(@) ~ 3ot

per cui l'integrale converge se e solo se a > 0.
b) Con la sostituzione 3z = cosht, si ha (per t > 0)

oo T ginht oo oo et
/ / it = / dt =2 / Y
1 g \/93;2 — cosh ¢sinh ¢ 0 cosht 0 1+ e2t

3
= ZbETooarctanet‘g = 2(% — %) = E_
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