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1) Data la funzione
| sen z|

flw) = V2senz — 1

a) determinarne il dominio D (nell’intervallo [0, 27]), studiarne il segno e calcolarne i limiti
agli estremi di D,

per z € [0, 27,

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne
gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’;

c¢) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. a) Nell'intervallo [0, 27,
D= {ze0,27] 7&1} {vel02m o] %3}
=3z wlisenx #£ —p =1 T £ — £ =T
) \/5 Y 47 4
Il segno di f ¢ positivo se e solo se senz > 1/v/2, cioe se e solo se T <z< %ﬂ'. Si ha

J(0) = f(2m) =0 e

li = i = —00, i = i = +o00.
m flz) = lim  fl@)=—oco, lm fz)= lim flz)=-+o0

b) In D, f & sicuramente derivabile dove si possono applicare le regole di derivazione, cioe
dove senx # 0, cioe se e solo se x # 0, 7,27 e si ha, per x € D, x # 0, 7, 2T,

sgn(sen ) cos x(v/2senx — 1) — |sen z|v/2 cos x
(V2senz — 1)2
sgn(sen x)

= (\/isenx — 1)2 (COS.CE(\/ESQD.T - 1) - \/ESGHZ’COS.CE)

sgn(sen x) cos x
(V2senz — 1)2

Pertanto si ha che f'(x) < Oper 0 < oz < 7/4, 7/4 < x < 7/2 e m < x < 37/2, mentre
f'(x) > 0per /2 <o < 3r/4, 3n/4 < x < 7 eper 3n/2 < x < 2m. Risulta pertanto che
x =7/2 e x = 31/2 sono punti di minimo relativo, mentre x = 7 € un punto di massimo
relativo. Si ha inoltre

f'(x) =

T—T z—nt

per cui x = 7 ¢ un punto angoloso.
c) Il grafico di f ¢ in figura ?7.

2) Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie
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Figura 1: 1l grafico di f.

—z1

al variare di v €] — 3, %

Svolgimento. Studiamo prima la convergenza assoluta, usando il criterio asintotico del
rapporto. Si ha

n 1

t ’Vl+1
[t 2] logn |tgx|™

. log(n+1
lim log(n + 1) = |tgz|.
Pertanto la serie converge assolutamente per |tgxz| < 1 (cioe per —§ < x < 7), mentre
diverge assolutamente e non converge (perché il termine generale non ¢ infinitesimo) per

—5 <x < —-Feper i <x<Z Perx = =% il criterio asintotico del rapporto non da

. 2 . . 4 2
informazioni.
Per z = 7, la serie diventa
o0
logn
>
n=2
serie a termini positivi il cui termine generale ¢ maggiore di %u per cui diverge. Per x = —7%
la serie diventa
o0
,logn
SR,
n=2

serie a termini di segno alterno che diverge assolutamente ma converge per il criterio di

o . , . . 1 .. . .
Leibniz, perché il termine =2 ¢ infinitesimo e decrescente. Infatti

dlogz 1-—logx
— — =,

dx =z T

che e negativa per x > e.

3) Calcolare il limite
. (e* —=1)®> —senh®z
lim

0+ sen 2x% — a3




al variare di a € R.
Svolgimento. Usando gli sviluppi asintotici risulta, per x — 0T,

2

(" — 1) = (x + % + 0(x2)>
3 2 4

senh’ z = (x + % + o(x?’)) =2+ % + o(z),

2 2 3 ! 2
=z+u +Z—i—0(x)

da cui
(e* —1)* —senh® z = 2% + o(z?).

Risulta inoltre, sempre per x — 07,
sen27® — 2° = 2% + o(2%) —2®* = z per o = 3

Risulta percio

3 3
T j;o(as) ber @ < 3
l»a
lim (e” — 1)2 —senh®x _ lim o 0@3) .
z—0+  sen2x® — x3 a0+ 73 per a =
23 + o(2?)
per a > 3
\ .773

=41 per a =
—1 pera>3
4) Data I'equazione differenziale
y(t) = : (v*(t) +4)
(t—1)(t?2+1) ’

a) dire se ammette soluzioni costanti;

b) determinarne la soluzione che soddisfa la condizione iniziale y(0) = 0;

c) specificare 'intervallo piu grande in cui tale soluzione ¢ definita.

Svolgimento. a) L’equazione data non ammette soluzioni costanti perché per tali soluzioni il
primo membro (cioe la derivata) si annulla per ogni ¢, mentre il secondo membro si annulla
solo per t = 0.

b) Formalmente 1’equazione puo essere espressa nella forma

/y dz /t s
5 = 5 ds
0 244 o (s=1(s2+1)

Il primo integrale ¢ quasi immediato:

Yo dx 1 [Y 1 1 Y
2—4 = Z xZ—dl' = §arctg 5
0o T+ o ()" +1

3




Per calcolare il secondo integrale scomponiamo l'integrando in fratti semplci:

s A Bs+C

(5—1)(82+1)_s—1+ s24+ 1"

s 1 1—s

G-DE+1) 26-1 2:2+1)

Percio

/ot EVEETL / o / prEL

1 1 1
= §log |t —1| — ZlOg(tQ +1)+ §arctgt.

Quindi risulta
1
arctg% =log|t — 1] — 3 log(t? + 1) + arctgt,
da cui si ha

1
y(t) = 2tg (log [t —1] — 3 log(t* + 1) + arctgt).

c¢) L'intervallo massimale in cui ¢ definita la soluzione deve contenere 'istante iniziale ¢ = 0
ed e percio la semiretta | — 0o, 1[. In tale semiretta la soluzione puo essere espressa come

V2 +1

y(t) = 2tg <log + arctg t).



