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Prima parte
Tempo a disposizione: 70 minuti.
NB: Alcune domande possono avere pill di una risposta esatta: in tal caso le risposte

errate sono penalizzate.
Punteggio massimo: 16 punti.

1. [4 punti] Una primitiva di
22 log? (x >0)

o’

A) 21‘(@ + %)

B) L; log;:v

C) % log? x + %:c?’ log x — 2%3:3

D) %& log? z — %xg log x + 2%:E3

E) nessuna delle altre possibilita e corretta

2. [2 punti] L’integrale

1
/ 22 log? x dx
0

. 2
A) & convergente e vale 5=
B) non e convergente
C) & convergente e vale 0
D) & convergente e vale — 2
E) nessuna delle altre possibilita e corretta

3. [3 punti] Lo sviluppo di Taylor per z — 0" di ordine 4 di

f(x) = log(cos z)

A) & —Z 42 4 o(z)

B) ¢ —% — % + o(z?)

C) e —‘%2 + o(z*)

D) ¢ —%2 - % + o(z*)

E) nessuna delle altre possibilita & corretta



4. [3 punti] Il limite
. log(cosz) +  sin(z®)
lim

z—0+ 22 sinh 22

=

€ —oo per ogni o € R

oy

€ +oo per ogni 0 < a <2 e —oo per ogni a > 2

—1—12pera:2

o Q
~—_— O Y ~—
o

N 1 _
€ —5; per a =2

=

N 1 _
€ 57 per a =2

5. [4 punti] L’integrale generale dell’equazione differenziale

y" — 2y + 2y =cosx

o’

c1e® cosx + coe” sinx + %cosx — %sinx, c1,c0 €R

=

cre”*cosx + coe Tsinx + %cosx + %sinx, c1,c0 € R

cie’ cosx + coe®sinx + %cos:c, c1,c0 €R

o

c1e® cosV2x + coe Tsinx + % sinz, ¢1,c0 €ER

=

nessuna delle altre possibilita e corretta

NB: con log si indica il logaritmo in base e.



Svolgimento.
1) Integrando due volte per parti, risulta

272 zd 2 2
/x log xdxz;log :c—3/:1: log z dx

3 2 2
= %logzx— 9x3log:n+9/x2dx
23

2 2
= glong—§x?’logx+ﬁx3+c, ceR.

2) Usiamo la primitiva di z2 log? z calcolata nell’esercizio precedente. Risulta

1 3 3
2 2 41 2 2 2 2
/0 2?log? xdx = %long— §x3logaz+2—7x3 0= o7 _xli%l"' (%log%s— §x310g33+2—7:c3> =5

dove si & usato il limite fondamentale lim,_, o+ 2%|logz|® = 0 per ogni a > 0 e per ogni # € R.
Osserviamo che le risposte C) e D) potevano essere scartate immediatamente, perché 'integranda
¢ positiva in |0, 1].

3) Per x — 07, si ha (ricordando che logy =y — % +o(y?), y — 0F)

2 4 2 4 2 2 4
1 2
log cos x = log (1 - % + % +0(m4)> = —% + % - 5( — %) +o(zt) = —% - % + o(z?).
4) Utilizzando lo sviluppo asintotico dell’esercizio precedente si ha
lim log(cos z) + & sin(z®) — lim —% — % + o(zh) + 2% + o(2®)
z—0+ 22 sinh 22 0+ x4
1, .« «
527 +o(x
(a < 2) 2:54(>
1.4 4
. —52 +o(x
) 2
—zx° + o(x*)
(a>2) 2—4
x
(¢ <2) 400
1
= —9) _
(>2) —o0.

5) L’equazione caratteristica & A2 — 2\ + 2 = 0, che ha come soluzioni A = 1 4+ i. Siccome i non
¢ soluzione, la soluzione particolare ¢ del tipo y(z) = acosz + bsinz. Imponendo che y sia una
soluzione, risulta 3’ (z) — 27 (z) + 25(z) = —y(x) — asinz + beosz + 27(z) = (a — 2b) cos x + (2a +
b)sinx = cosz, da cui a = %, b= —%. Quindi 'integrale generale e

. 1 2
cre® cos + coe” sinx + 5cos:c — —sinz, c1,c € R.

5

Risposte corrette




