Analisi matematica 1, Ingegneria Meccanica
Esercizi in preparazione della prova scritta, a cura di G. Colombo
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NOTA: sia In che log indicano il logaritmo in base e.

Buon lavoro!



1 Primi esercizi di allenamento per la prova scritta

Traccia 1
1) Sia
B |z — 1| —2
f(m)_ $2+1 ’ -7;6[ 214]

Studiarne il segno, la derivabilita, la monotonia e i massimi e minimi locali e assoluti.

2) Calcolare

sin 3

.
250 z(1l — cosz) + x4,

{y” ty==x
y(0) =¢'(0) = 0.

71'2
/4 Vv siny/zdz.
0

(b*) Determinare per quali a € R il seguente integrale converge:

3) Risolvere il problema di Cauchy

4) (a) Calcolare

\/i
/ ’ x® sin v/zdz.

0

5*) Discutere, al variare del parametro a € R, la convergenza della serie

ilog (n(e% — 1) — %) .

n=1

Tempo a disposizione: 2 ore e 30 minuti. Si consiglia di svolgere per primi gli esercizi senza
P’asterisco.
Ogni affermazione deve essere adeguatamente giustificata.



Traccia 2

1) Sia
f(x)=log(lz — 1|+ 1) —logz, =z €]0,2].

Semplificarla e studiarne la derivabilitd, la monotonia e i massimi e minimi locali e assoluti.

2) Calcolare

1 — cos z2

lim
220 x(x — sinz) + z3sin? z.

3) Risolvere il problema di Cauchy
v ' +y +y=sinz
y(0) =0
y'(0) =1.

4) (a) Calcolare
2logm
/ e?® cos e® dx.
1

ogT

(b*) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

log 7
/ e** cosedzx

al variare di o € R.
5%*) Sia
f(z) = / sin(t?) dt.
0

(a) Calcolare lo sviluppo di Taylor di f di ordine 2 nel punto zy = \/g <1asciando indicato il valore di
F(V3);
b) studiare la monotonia e la convessita e la concavita di f nell’intervallo [—1, 2];

(
(c) calcolare, al variare di A € R, il numero delle soluzioni dell’equazione f(x) = A contenute nell’intervallo
[*17 2] :

Tempo a disposizione: 2 ore e 30 minuti. Si consiglia di svolgere per primi gli esercizi senza
Pasterisco.
Ogni affermazione deve essere adeguatamente giustificata.



Traccia 3

1) Sia
f(z) = arctan |22 — 1|, z € [-1,2].
Studiarne la derivabilita, la monotonia e i massimi e minimi locali e assoluti.

2) Calcolare
) (1 — coshz)?
lim

20 sin z(z — arctan z) + 23 sinh? z.

3) Risolvere il problema di Cauchy, specificando 'intervallo massimale di esistenza della soluzione,

{y’ =y(y +3)
y(0) = —6.

4) (a) Calcolare

1 e’
S —
/logg €2 — 3¢t 12

(b*) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 e
/ 5 dx
log2 (€7 — 3e* +2)°

al variare di o € R.
5%) Sia
a(arctansinz + 1)  per x <0
f(:L’) - { r+1

e per = > 0.

(a) Determinare tutti gli o € R tali che il grafico di f ammetta una retta tangente in (0, f(0)) e calcolarla
per tali «;

(b) discutere, al variare di A € R, il numero delle soluzioni dell’equazione f(z) = e + Az contenute
nell’intervallo [0, 2].

Tempo a disposizione: 2 ore e 30 minuti. Si consiglia di svolgere per primi gli esercizi senza

Pasterisco.
Ogni affermazione deve essere adeguatamente giustificata.



Traccia 4

1) [6 punti| Studiare la convergenza assoluta e la convergenza della serie
i (sinz)”
n=1 n

al variare del parametro x € [0, 27].
2) |4 punti] Calcolare

_1
e =

im —.
r—0+ arctan x

3) Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y =y
y(0) = 3.
4) [4 + 4 puntil
(a) Calcolare

2
/ V4 —22dr (eseguire una sostituzione trigonometrica).
0

(b*) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/02(4 — 22)%dz

al variare di o € R.

5%) [7 punti] Si consideri la funzione
f(.%') — ‘1 _ $| earctan(4/:c).
1) Determinare il dominio, calcolare i limiti significativi di f e determinarne gli eventuali asintoti.

2) Calcolare f’ nei punti dove ¢ possibile e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti
di estremo di f.

3) Disegnare un grafico di f.

Tempo a disposizione: 2 ore e 30 minuti. Si consiglia di svolgere per primi gli esercizi senza
Pasterisco.
Ogni affermazione deve essere adeguatamente giustificata.



2 Altri esercizi di allenamento

Limiti.
1) Calcolare i limiti
2
_ 1— 2 x
lim L, lim xlog x, lim x .
=2 r — 2 T——00 33—z 2 -2
2) Calcolare i limiti
) 2”—n!sin%—n . e —mnsinn
lim , im ——
n—oo 2n~1 4 (p —1)! n—oo nl—27

Serie.
1) Determinare il carattere delle serie

1 . 1—cosn > n
- n
2.2 2 2V
n=1 n=1 n=1
2) Studiare la convergenza e la convergenza assoluta al variare del parametro x € R delle serie
> n e n
x x
E (1 — oS ) , E arctan —.
n n
n=1 n=1

Funzioni.
1) Discutere la derivabilita e calcolare le derivate prime e seconde delle funzioni

file) =log ——. fa(x) =log|sinz — |

cosS T
nel loro dominio.

2) Verificare l'identita

: x
arcsin z = arctan ———— x el —1,1].

V1—22’

3) Studiare la monotonia e determinare i punti di massimo e minimo relativi ed assoluti di

fi(x) =sinx — z cos x, fa(x) = Vx —Vx —1 (per z € [0,1]), arctan

1
x — ’ (per z # 0).
x
4) Studiare il numero di soluzioni dell’equazione
x—loglz| =« (x #0)

al variare di o € R.

Integrali.
1) Calcolare lo sviluppo di Taylor di ordine 3 con centro xzy = 1 delle funzioni
x t x 1 t
Fl(x):/ Cat B = 2la
1t 1t

e dire se nell'intervallo [1, 2] sono invertibili.



2) Calcolare gli integrali

1 2 +o0 2
—4 d 1
/xlongda;, / fid:c, /xdx, / = / ————dx.
0 2+ 5x+4 cos? x 1 2+ 1 VrZ o1

3) Studiare la convergenza degli integrali

/+oo xa d /+oo d.’L‘

—=dx, o
0 vV et — 1 0 % + .T2
al variare di o € R.

Equazioni differenziali.
1) Risolvere il problema di Cauchy

Y =2y+x—1+axsinzx
y(0) = 0.

2) Si risolva il problema di Cauchy, specificando U'intervallo massimale di esistenza della soluzione,
y = tany,
y(1) = =5

u'(@) =5+ v,
u(l)=1, /(1) = -1

(sugg.: porre y(z) = u'(x)). Specificare I'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

3) Si risolva il problema di Cauchy

4) Trovare gli integrali generali delle equazioni differenziali
a)y' = —4y; b)Yy =3x—-1, o)y =—-y+2r—1, d)y =y+cos(2x), e)y =ay+e "
5) Trovare gli integrali generali delle equazioni differenziali
a)y'+4y=0; b)y' —dy=—-1, o)y -4y = -1, d)y" +6y +9y=e"sinz, e)y’ + 2y — 3y = cos .
6) Dato il problema di Cauchy
{ y" + 2y = —4sin(2t)

y(0) = a, y'(0) =0,
si determinino i valori iniziali a e b in modo che la soluzione y(-) soddisfi le condizioni (y(7),y'(7)) = (0,0).
7) Data l'equazione differenziale

y" + o®y = —sint
trovare per quali a > 0 esistono soluzioni 27-periodiche e calcolarle tutte.
8) Data l'equazione differenziale

Y+ a2y = —cost
trovare per quali a > 0 esistono soluzioni 27-periodiche e calcolarle tutte.

9) Si trovi l'integrale generale dell’equazione differenziale
() 4 22/ (t) + 4x(t) = te'; (1)
e si determinino poi tutte le soluzioni x di (1) tali che z(0) = 0; si dica poi se tali soluzioni hanno segno

costante in R.

10) Data l'equazione differenziale

y// + 2y/ — _$2’



(i) calcolare 'integrale generale;
(ii) calcolare, per ogni soluzione y(z), limy_ o0 y();

(iii) determinare una soluzione che soddisfi la condizione iniziale y'(0) = 0 e si annulli almeno una volta
in ]0, +o0f;

(iv) [DIFFICILE] dimostrare che tutte le soluzioni che soddisfano le condizioni y(0) < 0 e 3’(0) = 0 non
si annullano mai in ]0, +o0.
Test.
NB: Alcuni tra i seguenti test ammettono pit di una risposta corretta.

1) I1 dominio della funzione f(z) =1n |2+ z| ¢

AR B) | —2,+o00] C) | —o0,—2[ D)z>0 E) nessuna delle precedenti.
2) La serie

+0o0o

>

= n® 4 2
converge
A) per a < 2 B) per a > 2 C) per a > 1 D) pera<1 E) nessuna delle precedenti.
3) Sia

Fz) = / ;‘fi dt.

Allora F'(7/2) =
A)O B) —F(n/2) C)F(m/2) D) f:/g W dt E) nessuna delle precedenti.
4) L’integrale generale dell’equazione differenziale

y// + 2y/ — 1
€
A) 1+ e 1,00 €R B)ci +ce*® 4+ 1,c1,c0€R C) c1 + coe ™ 432, c1, 0,03 ER D)
c1+coe 2 +2/2 c1,c0 €R E) nessuna delle precedenti.

5) La funzione

fa) = 710g:T3x\ per x # 0
0 per x =0

A) ¢ sempre > 0 B) ¢ sempre < 0 C) non é continua in 0 D) ¢ continua in 0 E) nessuna delle precedenti.

6) L’integrale generalizzato

A) converge per ogni a > 0 B) diverge per ogni o > 0 C) converge per ogni a < 2 D) converge per ogni
a>1 E) nessuna delle precedenti.



7) Quale tra queste funzioni & soluzione dell’equazione differenziale
y =1+y??
A) y(r) =cosx B)y(x)=tanx C)y(z)=1+2> D)y(x)=1-22 E) nessuna delle precedenti.
8) Quale tra queste funzioni ¢ soluzione del problema di Cauchy
y'(@) ==, y(0) =17
A)y(r)=—e* B)ylx)=x—-1 Clylx)=-1+22/2 D)y(r)=22/2 E) nessuna delle precedenti.

9) La funzione f(x) = sin|z — 7|
A) & derivabile in tutto R B) non ¢é derivabile in 7 C) non é continua in 7 D) non & derivabile in 0 E)
nessuna delle precedenti.

10) La serie

A) non converge assolutamente ma converge per il criterio di Leibniz B) converge assolutamente ma non
converge C) diverge D) converge assolutamente E) nessuna delle precedenti.

11) 11 dominio della funzione f(x) = log|z? — 1] &

A) RA{-1,1} B) R\ {0} C) R\ {1} D) R\ {1} E) (0, +00)

+oo n

1

12) Data la serie g (2a> , per quale tra i seguenti valori di « essa converge?
n=1

A)a=0 B)a>0 C)a<0 D)a=1 E) nessuna delle precedenti.

13) Quante soluzioni ha I'equazione |z — 3|+ 7 = 07
A)O B) 1 C) 2 D) infinite E) nessuna delle precedenti.

14) Quante soluzioni ha I'equazione |z — 3| — 7 = 07
A)O B) 1 C) 2 D) infinite E) nessuna delle precedenti.

15) Quante soluzioni ha l'equazione e* — 5 = 07
A)O B) 1 C) 2 D) infinite E) nessuna delle precedenti.

16) Quante soluzioni ha l'equazione e* — z = 17
A)O B)1 C) 2 D) infinite E) nessuna delle precedenti.

17) Quante soluzioni ha I’equazione elrl = 37
A)O B) 1 C) 2 D) infinite E) nessuna delle precedenti.

vale

3
18) 1 Jim 4087

n—+oo n3



A)1 B)3 C) 400 D) e E) nessuna delle precedenti.

senn

19) 11 lim

n—-+oo n

A) -1 B)0 C)1 D) non esiste E) nessuna delle precedenti.

vale

20) Sia f € C*(R) e si supponga che f’(x,) > 0. Allora
) €, € un punto di minimo locale per f
B) z, ¢ un punto di massimo locale per f
C) z, ¢ un punto di flesso orizzontale per f
D) & un punto di flesso obliquo per f
)

21) Sia f(x) = 1/22. Allora

A) f ¢ continua nel suo dominio

B) 0 ¢ un punto di discontinuita di prima specie
C) 0 ¢ un punto di discontinuita di seconda specie
D) 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile

E) nessuna delle precedenti.

22) Sia f € C%(R) e si supponga che f”(x,) = 0. Allora
) €, € un punto di minimo locale per f

) o € un punto di massimo locale per f

) & un punto di flesso per f
)
)

O Qw e

pud essere un punto di flesso per f
E) nessuna delle precedenti.

23) Sia A ={x € R|senxz > 1/2}. Allora sup A ¢é
A) O B)1 C)1/2 D) arcsen1/2 E) nessuna delle precedenti.

24) Sia A ={x € R|e* > 1}. Allorainf A &
A) -1 B) 0 C)1 D) loge E) nessuna delle precedenti.

25) Sia f(x) = |z|>. Allora f & derivabile

A)in R B) ovunque, tranne che per z =0 C) ovunque, tranne che per x =1 D) f non ¢é derivabile E)
nessuna delle precedenti.

26) Data una funzione che sia o(z3) (per z — 0)) allora

A) lim~ ( DR B) lmo(‘r =0 () lim2® ) — D) lim o) — E) nessuna delle precedenti.
z—0 —0 z—0 a? z—0 at
27) Data una funzione f che sia O(2®) per z — 0 (cioé esiste una costante C' tale che ‘% < C
definitivamente per z — 0), allora
A) hm f(x) =0 B) lim £& = o C) lim UCI D) lim I — E) nessuna delle precedenti.
z—0 T z—0 © o0 o

28) Data una funzione f : A — R, derivabile due volte in A, si ha che se 29 € A é punto di massimo per f
allora necessariamente

10



A) fl(zg) =0 B) f'(x0) >0 C) f"(z0) >0 D) f"(z9) =0 E) nessuna delle precedenti.

5
1
29) L’integrale /0 Z—3p

A)a=0 B)0<ax<l1 C)a=1 D)a>1 E) nessuna delle precedenti.

dx converge per

30) L’equazione ' = 3 ha
A) esattamente una soluzione B) esattamente due soluzioni C) infinite soluzioni D) non ha soluzioni E)
nessuna delle precedenti.

31) L’equazione 3y’ = y ha

A) 1 soluzione B) 2 soluzioni C) infinite soluzioni D) non ha soluzione E) nessuna delle precedenti.

32) L’ordine di infinitesimo per z — 07 di f(z) =sinz + /z + 22 &
A)1l B) 2 C) 3 D) non ha ordine E) nessuna delle precedenti.

33) L’ordine di infinitesimo, per 2 — 400, di f(z) = 195% + % +eTe

2
A)1l B) 2 C) non ha ordine D) non ¢ infinitesima E) nessuna delle precedenti.

11



3 Temi d’esame dei tre ultimi anni accademici (le soluzioni si trovano in
fondo alla dispensa)

Nota bene. I temi seguenti provengono dai corsi di
laurea dell’area di Ingegneria dell’Informazione, nei
quali il programma di Analisi Matematica 1 é legger-
mente diverso, in quanto contiene 1 numeri complessi
ma non contiene le equazioni differenziali e le prove
d’esame hanno un regolamento leggermente diverso.
Gli esercizi sui numeri complessi non compaiono nelle
presente dispensa. Per 1 temi d’esame per Ingegneria
Meccanica degli ultimi anni, contenenti esercizi sul-
le equazioni differenziali e i1 test a risposta multipla
preliminari allo scritto, si vada ai siti

https://www.math.unipd.it/ marson/didattica/
Analisil/appAnalisil.html (non svolti)

https://www.math.unipd.it/ marson/didattica/
Analisil/temiAnalisil.html (svolti).

12


https://www.math.unipd.it/~marson/didattica/Analisi1/appAnalisi1.html
https://www.math.unipd.it/~marson/didattica/Analisi1/appAnalisi1.html
https://www.math.unipd.it/~marson/didattica/Analisi1/temiAnalisi1.html
https://www.math.unipd.it/~marson/didattica/Analisi1/temiAnalisi1.html

Appello del 23.01.2017

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Calcolare l'integrale

/2 e J
——— ax
2
log 3 et —4

Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie

“+oo

1 1
2 .
E Z 1 7)
n (COSn + sin o0

n=1
al variare del parametro o > 0.

Esercizio 4 [8 punti] Si consideri la funzione

x| — 4
242

f(x) := arcsin

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f/;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o00
t t —1
/ arctan z |arctan(z — 1)| s
0

|1 — 22| (sinh \/E)B

al variare di o, 8 € R.

Esercizio facoltativo. Sia I un intervallo chiuso e limitato e sia f : I — R una funzione continua e tale
che f(z) € I per ogni x € I. Dimostrare che esiste almeno un x € I tale che f(z) = =.

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Calcolare I'integrale

1 e
—_—d
/0 e2r 4 4e* 4+ 5 v

Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie

+oo
Z n*(2 — el/2n® cos(1/n))
n=1

al variare del parametro o > 0.
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Esercizio 4 [8 punti] Si consideri la funzione

4 — ||
14222

f(x) := arcsin

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/*OO |arctan(z — 2)| arctan x
0 |22 — 4| (sinh ¥/z)"

al variare di o, 8 € R.

TEMA 3

3 e
5 dz
log4 €77 — 9

Esercizio 2 [6 punti| Risolvere la disequazione

Esercizio 1 [6 punti] Calcolare I'integrale

|32% —32%| < 2

e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss.

Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie

“+o00

an(cosh(l/na) + cos(1/n) — 2)

n=1

al variare del parametro o > 0.

Esercizio 4 [8 punti| Si consideri la funzione

f(z) := arcsin

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° |arctan(3 — z)| arctan x P
x
0

|9 — 22| (cosh /x — 1)ﬁ

al variare di o, 8 € R.
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TEMA 4

Esercizio 1 [6 punti] Calcolare I'integrale

1 e
—-—d
/0 2 —der 45

Esercizio 3 [6 punti] Studiare la convergenza della serie
+oo )
ZnQ(el/" —tanl/n® — 1)
n=1

al variare del parametro o > 0.

Esercizio 4 [8 punti] Si consideri la funzione

4 — 4|z|

f(z) := arcsin 713

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5 [6 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° arctan z |arctan(1l — 2z)| g
x
0 |1 — 42| (coshz —1)°

al variare di o, 8 € R.

Appello del 13.02.2017

TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti| Si consideri la funzione
f(x) :=log ‘:cz -2z —3|.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie

X1

PIET=E

n=1

15



Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. 10
. arctanz —sinz + 23 logw
lim 5
20+ x%(1 — cos? x)

al variare di o > 0.

Esercizio 5 [8 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

[ =
——dx
9 T\ — 2

al variare di @ € R e calcolarlo per a = 1.
TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti| Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘:1:2 +x — 6.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
-
= \3/ nl
Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. u
arctanx — sinhz + =2 logx

im
z—0+ (1 — cosh? )

al variare di @ > 0.

Esercizio 5 [8 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 1
/ ———dx
3 ¥\ — 3
al variare di @ € R e calcolarlo per a = 1.

TEMA 3

Esercizio 1 [8 punti| Si consideri la funzione

f(z) = log‘aj2 —2x — 8.

16



i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti| Studiare la convergenza della serie

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. xglogx—tanx—i—sinw
lim 5
z—0+ x%(1 — cosh” x)

al variare di a > 0.
Esercizio 5 [8 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
400 1
—dx
4 e\ x —4

al variare di a € R e calcolarlo per o = 1.
TEMA 4

Esercizio 1 [8 punti| Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘xQ + 3z — 4}.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
IX 7o\
>(3)
Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite
sinhz — tanz — 24 log

I
20+ z%(1 — cos? x)

al variare di @ > 0.

Esercizio 5 [8 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

=
———dx
5 ¥\ —5

al variare di a € R e calcolarlo per o = 1.
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Appello del 10.07.2017

TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) == log |e** — 4.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [5 punti| Calcolare l'integrale

/ e?® arctan(3e®)dz.

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

arctansinx — sinh z

.
20+ z%(1 — cos? x)

al variare del parametro o > 0.

Esercizio 5 [7 punti| Studiare la convergenza semplice ed assoluta di
= n+t vn

al variare di a € R.
TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione
f(z) =1log|e " — 9.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [5 punti| Calcolare l'integrale

/ e** arctan(2e%)dz.
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Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

sin arctan x — sinh x

im 5
z—0+  z%(1 — cosh” z)

al variare del parametro o > 0.

Esercizio 5 [7 punti| Studiare la convergenza semplice ed assoluta di

‘=t logn

al variare di a € R.

Appello del 18.09.2017
TEMA 1

Esercizio 1 [8 punti] Si consideri la funzione

3z
~ log |2z|

f@):

i) Determinare il dominio D e studiare le eventuali simmetrie ed il segno di f; determinare i limiti di f agli
estremi di D, 'eventuale prolungabilita di f e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata ed i suoi limiti significativi, studiare la monotonia e deter-
minare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [5 punti| Studiare la convergenza della serie
o0 n2
3
> (1+%)
n=1 n

al variare di x € R.

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare, al variare del parametro reale «, il limite

_ 7P
lim cosh(ax) — e* + xlog(cos )

. _ 2
z—0+ xr—sinx 4+ e 1/

Esercizio 5 [7 punti] Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo
/ xe® (2 4 cosx) dx
0

al variare di a € R. Calcolare poi
+0o0
/ re Y cosxdx
0

(sugg.: calcolare preliminarmente una primitiva di e™* cos x).
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TEMA 2

Esercizio 1 [8 punti| Si consideri la funzione

2x
Ja) = log |3z
i) Determinare il dominio D e studiare le eventuali simmetrie ed il segno di f; determinare i limiti di f agli
estremi di D, 'eventuale prolungabilita di f e gli eventuali asintoti;
ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata ed i suoi limiti significativi, studiare la monotonia e deter-
minare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f;
iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;
iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [5 punti] Studiare la convergenza della serie
(o] 'n,2
2
> (%)
n=1 n

al variare di z € R.
Esercizio 4 [7 punti| Calcolare, al variare del parametro reale «, il limite
cosz — e + zlog(cosh z)

lim - T2
z—0+ x —sinhz + e~ 1/%

Esercizio 5 [7 punti| Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+00
/ xe®(2 —sinx) dx
0

al variare di a € R. Calcolare poi
+oo
/ re Usinz dx
0

(sugg.: calcolare preliminarmente una primitiva di e™*sin ).

Appello del 29.01.2018

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione

|22 — 5|

f(x) :=log Tl

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON é richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.
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Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

(—1)”62” sin +

— n
an = CES neNn>2.

a) Calcolare limy, o0 an;
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y o2, a,.

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite
log(z 4 3) — log(z + 1) — sin 2
1

55 —

lim

T—+00 cos sin

e
ez — e~ T
al variare di a € R.

Esercizio 5 [8 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 1
/ —————dx
vz xx? -2
al variare di o € R;

b) calcolarlo per a = 1.

Esercizio facoltativo. Sia z¢ € R e si definisca la successione {a,, : n € N} ponendo
ag = o €, per ogni n > 1, ap41 = sinay,.

a) Dimostrare che a,, ¢ definitivamente monotona per n — 400;
b) dimostrare che lim,_, oo an, = 0.

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti]| Si consideri la funzione

|22 — 3]

f(z) :=log 1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON é richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

3n o; 1
(—1)"e’" sinh -

(1) , neNn>2

Ay —

a) Calcolare lim, o ap;
1 < < 1 < 1 oo
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie ) >  ay,.
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Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. log(z +1) —log(z +2) +sinh *
lim =

o
T—r+00 cosh sin% —ea? —e~ 2

al variare di o € R.
Esercizio 5 [8 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+00 1

——dx
1 @/ 4x?2 — 1

al variare di o € R;
b) calcolarlo per a = 1.

TEMA 3
Esercizio 1 [6 punti]| Si consideri la funzione
2% — 4|
=1 .
fla) :=log ——

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON é richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

1

(—=1)"e? arctan L
L neNn>2

(n—1)!

Ay =

a) Calcolare lim,, ;o0 ap;
. . . o0
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie > , ay,.

Esercizio 4 [7 punti| Calcolare il limite

. log(z —2) — log(z — 1) + arctan +
lim —

. _z
T—++00 cossinh 2 — cos & — e~ 2

al variare di o € R.

Esercizio 5 [8 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1
/ o
2 T Vx2 -4

al variare di a € R;
b) calcolarlo per a = 1.

TEMA 4
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Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione

2% — 6|

f(z) :=log 1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto; NON é richiesta la derivata seconda;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Si consideri la successione

n 1
(=1)"es tan -

W, nGN,nZQ

Ay =

a) Calcolare lim,, ;o0 ap;
. . . o0
b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie > ; ay,.

Esercizio 4 [7 punti] Calcolare il limite

. log(z+3) —log(z + 1) — tan 2
lim

z—+o0o  cosh sinh % —cosh & — e~ 3%

al variare di o € R.
Esercizio 5 [8 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
axeel 1
————dx
Loroy9r? -1

al variare di o € R;
b) calcolarlo per o = 1.

Appello del 16.02.2018

TEMA 1

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

R
e =21 per x # 2
0 per x = 2.

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f ¢ continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f & derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
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Esercizio 2 [6 punti] Studiare al variare di € R la convergenza semplice ed assoluta della serie
i (22 — 1)"
S
= (2n+3)

Esercizio 4 [6 punti]

Calcolare il limite

. (4cosz — a)? — 42*
lim
z—0 x4 sin? x

al variare di o € R.

Esercizio 5 [7 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

M

™

/03 2% sin(V/3z) d

al variare di o € R;
b) calcolarlo per a = 3.

TEMA 2

Esercizio 1 [7 punti| Si consideri la funzione

PR
e l=+2]  per x # —2
0 per x = —2.

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f ¢ continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f & derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti| Studiare al variare di « € R la convergenza semplice ed assoluta della serie
3n + 2
n:l

Esercizio 4 [6 punti]
Calcolare il limite

. 4(coshz —a)? — 2*
lim 5
z—0 xt arctan? x
al variare di o € R.
Esercizio 5 [7 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

3

/2 L sin(V/2x) dx
0

al variare di o € R;
b) calcolarlo per o = 1.
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TEMA 3

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione
P

fz) = e =31 perx#3

0 per x =3

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f ¢ continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f & derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [6 punti] Studiare al variare di € R la convergenza semplice ed assoluta della serie

Esercizio 4 [6 punti]
Calcolare il limite

lim
z—0 24 sinh? z

al variare di o € R.
Esercizio 5 [7 punti| a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

a2

/8 21 %sin(v2z) dx
0

al variare di o € R;

b) calcolarlo per a = 3.

TEMA 4

Esercizio 1 [7 punti| Si consideri la funzione

1
@) = e T3 per x # —3
0 per x = —3

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) si dica se f ¢ continua in tutto R.

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f & derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
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Esercizio 2 [6 punti] Studiare al variare di € R la convergenza semplice ed assoluta della serie
(3n+5)2

n=1

Esercizio 4 [6 punti]

Calcolare il limite )
. 2(3a—e*")? — 22%
lim

=0 z4tan?

al variare di o € R.

Esercizio 5 [7 punti] a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

3

jus

/ * g sin(V/3z) dx
0

al variare di o € R;
b) calcolarlo per o = 0.

Appello del 9.07.2018

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione
f(z) =log |2 — 3e3x‘ .

i) Si determini il dominio D e si studi il segno di f;

ii) si determininio i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f, determinandone gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non é richiesta la derivata seconda;

iv) si disegni un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il limite

_ _ )2
i (log(l + ) lg)gx x)
et (1—cosi) e

T

al variare di o € R.

Esercizio 4 [6 punti] Studiare al variare di & € R la convergenza della serie
0 gan
Z narctan <> .

n

Esercizio 5 [8 punti| a) Calcolare una primitiva di
2

0= @y
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(sugg.: cercare una decomposizione dell’integrando del tipo IQ"_‘H + 1%2)
b) Studiare la convergenza dell'integrale generalizzato

—+00 @ 2
/ log Tt dx.
0 ¢ + 1

al variare di @ > 0.
c) Calcolarlo per oo = 2.

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione
f(z) = log [2e** — 3.

i) Si determini il dominio D e si studi il segno di f;

ii) si determininio i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f, determinandone gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non é richiesta la derivata seconda;

iv) si disegni un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [6 punti] Calcolare il limite
2
coshl —1)" —¢e=®
i (coshy —1)

2+ (log(2 + z) — log  + 22)

2

al variare di o € R.

Esercizio 4 [6 punti] Studiare al variare di & € R la convergenza della serie
> nareon (17 )
n”arctan | —- | .
n
n=1

Esercizio 5 [8 punti] a) Calcolare una primitiva di
2

@+ )@ + 1)

fz) =

(sugg.: cercare una decomposizione dell’integrando del tipo
b) Studiare la convergenza dell'integrale generalizzato

—+00 @ 1
/ log Tt dx.
0 T + 4

A B
241 + x2+4)'

al variare di o > 0.
c) Calcolarlo per o = 2.

Appello del 17.09.2018

TEMA 1
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Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

o T (2lz] —=3)  perz#0
fle) = {0 per x = 0.

i) Determinare il dominio D, le eventuali simmetrie e studiare il segno di f;

ii) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non é richiesta la derivata seconda;

iv) studiare la continuita e (facoltativo) la derivabilita di f (in particolare in x = 0);

v) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [6 punti| Discutere al variare del parametro reale a la convergenza della serie
i log(n + sinn)
n? 42

n=2

Esercizio 4 [6 punti| Calcolare al variare di @ € R il limite

r — sinhx — ¢

lim = .
t=0% cosx — 1+ 3 logx

Esercizio 5 [7 punti] Dato l'integrale

1

V2 a .
/ z2 arcsin 222 dz,
0

a) studiarne la convergenza al variare di o € R;
b) calcolarlo per o = 2.

TEMA 2

Esercizio 1 [7 punti] Si consideri la funzione

o ¢ Tl (2—3lz]) perz#0
fw) = {0 per z = 0.

i) Determinarne il dominio D, le eventuali simmetrie e studiare il segno di f;

ii) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non é richiesta la derivata seconda;

iv) studiare la continuita e (facoltativo) la derivabilita di f (in particolare in x = 0);

v) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 3 [6 punti| Discutere al variare del parametro reale « la convergenza della serie

i log(n + cosn)
n2 +1
n=1
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Esercizio 4 [6 punti| Calcolare al variare di & € RT il limite

sinx —x — x¢

lim s .
=0 coshz — 1+ z2 log x

Esercizio 5 [7 punti] Dato l'integrale
V2 2
/ 2% arcsin — d,
0 2

a) studiarne la convergenza al variare di o € R;
1

b) calcolarlo per a = 3.

Appello del 21.01.2019

TEMA 1
Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione
|z2—16]
flz)=e =55, x €D =] —o0,—-3].

i) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto e abbozzarne il grafico.

Esercizio 2 [4 punti] Calcolare il limite
2 — 1 —sin(2
lim sin(2z)

. 9
=0t sinh?x + 22

Esercizio 4 [5+3+3 punti] Siano « € R fissato e

(= 2t s),

i) Calcolare f12 f(t)dt con a = 1.

ii) Sia F(z):= [} f(t)dt con a = 3. Scrivere la formula di Taylor del secondo ordine per F' centrata in
T = 2.

iii) Determinare per quali a € R esiste finito fol f(t)dt.

Esercizio 5 [7 punti] Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

3 loga)”
—1l+va2n
al variare di a €]0, 4o0].

3

Esercizio facoltativo Determinare tutti i valori di a € R tali che la funzione f(z) = e* — ax” sia convessa

in tutto R.
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TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Si consideri la funzione

|22 —4

flx) =e =1, x €D =]—o00,—1].

i) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto e abbozzarne il grafico.

Esercizio 2 [4 punti] Calcolare il limite

lim sinh(3x) — log(}l%— 3:c)
z—0% sin? x + 22

Esercizio 4 [5+3-+3 punti| Siano a € R fissato e

log (1 + ¢
f(t) = ( a 4) ‘
t2
i) Calcolare fl t) dt con o = 4.
ii) Sia F'(x f 4 Jf(t)dt con o = 2. Scrivere la formula di Taylor del secondo ordine per F' centrata in

r =4.
iii) Determinare per quali @ € R esiste finito fol f(t)dt.

Svolgimento.

Esercizio 5 [7 punti] Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
f (tan o)™
1v2n—1
al variare di a €] — /2, +m/2][.

Esercizio facoltativo Determinare tutti i valori di a € R tali che la funzione f(x) = e® — ax? sia convessa

in tutto R.

TEMA 3
Esercizio 1 [6 punti]| Si consideri la funzione
|23
flx)=e=-T1, x €D =]—o00,1].

i) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto e abbozzarne il grafico.
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Esercizio 2 [4 punti] Calcolare il limite

. e —1 —sinh(32)
lim 5 .
-0+ log”(1 + x) + a2~

Esercizio 4 [5+3+3 punti] Siano « € R fissato e

() = logii_—i; 2t).

3
i) Calcolare [}* f(t)dt con a = 3.

ii) Sia F(z) := [} f(t)dt con a = 2. Scrivere la formula di Taylor del secondo ordine per F' centrata in
T = 3.

iii) Determinare per quali @ € R esiste finito fol f(t)dt.

Esercizio 5 [7 punti] Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
f (1 +loga)™
= vn—1

al variare di a €]0, 4-o0].

Esercizio facoltativo Determinare tutti i valori di a € R tali che la funzione f(x) = e* — ax? sia convessa

in tutto R.

TEMA 4
Esercizio 1 [6 punti]| Si consideri la funzione
|22 —5|
flz)=e =2, x €D =]—00,2].

i) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto e abbozzarne il grafico.

Esercizio 2 [4 punti] Calcolare il limite

. sinh(2z) — log(1 + 2x)
lim
—0+  arctan(z?) + x2¢

Esercizio 4 [5+3-+3 punti| Siano a € R fissato e

log (1 + E)

i) Calcolare ff’ f(t)dt con a = 1.

ii) Sia F(x) := [} f(t)dt con a = 0. Scrivere la formula di Taylor del secondo ordine per F' centrata in
T = 3.
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iii) Determinare per quali @ € R esiste finito fol f(t)dt.

Esercizio 5 [7 punti| Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie

+§ (tan 2a)™

— 1+yn

al variare di o €] — /4, +7/4[.

3

Esercizio facoltativo Determinare tutti i valori di @ € R tali che la funzione f(x) = e* — ax” sia convessa

in tutto R.

Appello del 11.02.2019

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Sia
f(x) =|(z+3)log(z +3)[,  weD=]-3,+o0l

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilitd per
continuita in x = —3;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie

i (14 n?)sinn
n=1 n'

Esercizio 4 [5 punti] Calcolare

+oo
/ e*‘/ﬂ dx.
0

Esercizio 5 [3+3 punti] Sia
(a) Si studi la convergenza dell’integrale

al variare di o € R.
(b) Per a =2, sia F(z) = [{™7 fo(t) dt: si calcoli F'(m/3).

Esercizio 6 [7 punti| Calcolare il limite

cosh(avz) — cosh (e2* — 1)

lim 3
z—0t x
al variare del parametro o > 0.
Esercizio facoltativo Calcolare
r+e "
lim el arctan t dt.
Tr—+00 z
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TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Sia
f(x) =|(z +2)log(z +2)|,  weD=]-2 o0l

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilitd per
continuita in x = —2;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie
3

o .
Zn sinn
1—np

n=2

Esercizio 4 [5 punti| Calcolare

+oo
/ e_\/% dx.
0

Esercizio 5 [343 punti] Sia

—V3x
e —1
falw) = —aam—

—+o00
/ fa(z)dx
0
al variare di o € R.

(b) Per a = 0, sia F(x) = ffi” fa(t) dt: si calcoli F'(7/6).

(a) Si studi la convergenza dell’integrale

Esercizio 6 [7 punti] Calcolare il limite

cos(az) — coslog (1 + 5z)

I
czrig)1+ 3

al variare del parametro o > 0.
Esercizio facoltativo Calcolare

rt+e "

lim el arctant dt.
T—r+00 x

TEMA 3

Esercizio 1 [6 punti] Sia
f(z)=|(z+1)log(z + 1)|, x€D=]—-1,400][.

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per
continuita in x = —1;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.
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Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie
i n? sin(n?)
1—nb

n=2
Esercizio 4 [5 punti| Calcolare

+oo
/ e V2 qp.
0

Esercizio 5 [343 punti] Sia
(a) Si studi la convergenza dell’integrale

al variare di o € R. .
(b) Per a = 4, sia F(z) = flsmhx fa(t)dt: si calcoli F'(log 3).

Esercizio 6 [7 punti] Calcolare il limite

cos(ax) — coslog (1 + 2z)

I
:z:ig)lJr 3

al variare del parametro o > 0.
Esercizio facoltativo Calcolare

r+e "

lim el arctan t dt.
T—r—00 z

TEMA 4

Esercizio 1 [6 punti] Sia
f(x) =[(z+4)log(x + 4)|, x €D =]—4,+00].

(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per
continuita in x = —4;

(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie

> (2 — n?)sin(n?
Z‘:( n)5 (n?)

Esercizio 4 [5 punti] Calcolare

“+o00
/ e V3 4y,
0

Esercizio 5 [343 punti] Sia
e~ V3 _q
Jal#) = — 55—

34



(a) Si studi la convergenza dell’integrale

—+o00
/ fa(z)dx
0
al variare di o € R.

(b) Per a = 1, sia F(x) = flarcmnx falt) dt: si calcoli F'(1/3).

Esercizio 6 [7 punti] Calcolare il limite

cosh(ax) — cosh (1 — €**)

lim

z—0+ 3
al variare del parametro o > 0.
Esercizio facoltativo Calcolare e
rTe
lim el arctan t dt.
Tr—+00 z

Appello del 8.07.2019

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Sia

f(z) = emrioaaT,

a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e studiare la prolungabilita

per continuitd di f in x = 0;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali

punti di estremo relativo ed assoluto;
c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie

i sin%

o 1—2y/n’

Esercizio 4 [5+3+4 punti] a) Si calcoli una primitiva della funzione
e®log(1 + 2¢e").

Per a € R, si definisca poi fq(x) = e** log(1 + 2¢€*):

b) si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/0+OO fa(x)dzx

al variare di o € R;

c) si calcoli lo sviluppo di Taylor di ordine 2 di centro 29 = 1 della funzione

F(z) = / " folt) de.
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Esercizio 5 [6 punti] Calcolare il limite

lim z¢ (\8/x2— — m)

T—+00

al variare del parametro o > 0.

TEMA 2

Esercizio 1 [6 punti] Sia
fla) = eTiosa,

a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e studiare la prolungabilita
per continuita di f in x = 0;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie
— 1
Z(l — +/n)sinh 3
n=1
Esercizio 4 [54+3+4 punti] a) Si calcoli una primitiva della funzione

e”log(1 + 3e”).

Per o € R, si definisca poi fq(x) = e** log(1 + 3e*):

b) si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/0+OO fa(x)dx

al variare di o € R;
¢) si calcoli lo sviluppo di Taylor di ordine 2 di centro zp = 2 della funzione

Fa) = [ fult) e

Esercizio 5 [6 punti] Calcolare il limite

lim x¢ (\3/35 +2— Va2 — 1)
Tr——400

al variare del parametro a > 0.

Appello del 17.09.2019

TEMA 1
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Esercizio 1 [7 punti] Sia
f(x) =log |€3x - 2’ .

a) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e determi-
narne gli eventuali asintoti;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Si calcoli il limite

9.2
e 2z 1=z

lim .
z—0+ sinh 22 + 27/3 log x
Esercizio 4 [6+43 punti] a) Calcolare l'integrale indefinito
z\3 . B x
/ (tan 5) dx (sugg.: eseguire la sostituzione tan 5= u).

b) studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
§ tanz
/0 rot2 dx

Esercizio 5 [4+43 punti] (i) Si dimostri che la successione

an =log(n+1) —logvV/n? +an+4

¢ infinitesima per n — oo (per ogni «) e per aw = 2 se ne calcoli l'ordine;
(ii) si studi la convergenza della serie

o0

2 an

n=2

al variare di o« € R.

al variare di @ € R.
TEMA 2

Esercizio 1 [7 punti] Sia
f(x) =log |62r - 3’ .

a) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e determi-
narne gli eventuali asintoti;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 [5 punti] Si calcoli il limite

_ 2.2
e 3x —1—z

im — .
2—0+ sinz? 4+ 25/2 log
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Esercizio 4 [6+43 punti] a) Calcolare l'integrale indefinito
/(tan 2x) dx (sugg.: eseguire la sostituzione tan 2z = u).

b) studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
§ tanz
/ 20—1 dx
o T

Esercizio 5 [443 punti] (i) Si dimostri che la successione

an =log(n+1) —logvn?+an+3

¢ infinitesima per n — oo (per ogni «) e per o = 2 se ne calcoli 'ordine;
(ii) si studi la convergenza della serie

oo

> an

n=2

al variare di o € R.

al variare di o € R.

4 Esercizi scelti dai temi d’esame di anni passati

Le soluzioni st trovano in rete all’URL

https://www.math.unipd.it/ colombo/didattica/analisil/prove_scritte/index.html.

Studi di funzione.
1) (20.02.2013) Data la funzione

9

1
flx)==x ‘3 + fog(2)

(a) determinarne il dominio, calcolarne i limiti agli estremi e determinare eventuali asintoti;

(b) studiarne la prolungabilita agli estremi del dominio e la derivabilita;

(c) calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f;

(d) calcolare i limiti significativi di f’;

(e) disegnare un grafico qualitativo di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della
concavita e della convessita).

2) (3.02.2014) Si consideri la funzione

f(x) = arctan <l(yg|i:l|:—1> .

1) Determinare il dominio e discutere ’eventuale simmetria ed il segno di f.
2) Calcolare i limiti significativi di f, determinarne gli asintoti e discuterne brevemente la continuita.

3) Calcolare f’ e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo di f.
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4) Calcolare i limiti significativi di f’ e studiare la derivabilita di f in z = 0.

5) Disegnare un grafico di f (non si richiedono il calcolo della derivata seconda e lo studio della concavita
e della convessita).

3) (26.01.2015) Si consideri la funzione

=1
f(z) = |z + 1] el=t3l

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Serie
1) (16.09.2013) Discutere, al variare del parametro a € R, la convergenza della serie

ilog (n(e% — 1) — %) .

2) (26.01.2015) Determinare tutti gli z € R tali che la serie

[e.o]

logn
_ 9\
Zn_l(w )

n=2

converga, risp. converga assolutamente.
3) (25.01.2016) Determinare tutti gli € R tali che la serie

JFZO:O (log(z — 3))"
n—1
n=>5
converga, risp. converga assolutamente.
Limiti
1) (20.02.2013) Calcolare il limite
I 272 log? x — 1 + sin 22 + cos (1 — e*/ﬁx)
im

20+ sinhz — x®

al variare del parametro o > 0.
2) (3.02.2014) Calcolare il limite

y sinh 2% — cos(y/x) log(1 + sinx)
im
z—0+ log cos 2z + x3 log

al variare del parametro o > 0.
3) (20.02.2015) (a) Calcolare 'ordine di infinitesimo di

$7CL’2

e — cos(ax) —sinx
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per x — 0 al variare di o € R;

(b) calcolare il limite

$—£L’2

e — cos(ax) — sinz

I
+50 sinhz — log(1 + sinx)

al variare di o € R.

Integrali
1) (7.02.2012) Calcolare l'integrale

8 3
/ eV di.
0

2) (23.02.2012) Data la funzione

2e* 41
f($) ~ 2z Y ’
e“r 4 2e* 42
(a) se ne calcoli una primitiva;
. . 5. . 400 N . .
(b) si provi che I'integrale generalizzato [,"~ f(z)dx ¢ convergente e lo si calcoli.

3) (17.07.2012) (a) Calcolare l'ordine di infinito per  — 3 della funzione

T

g9(z) = m;

b) dire per quali @ > 0 converge l'integrale

¢) calcolarlo per a = 3.

4) (5.02.2013) Calcolare I'integrale

5) (20.02.2013) Calcolare I'integrale

oo g 1
/ jsin—dm
2 T

™

6) (15.07.2013) a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 €2a:p -1
[,
0 esr + 1
al variare di a € R.
b) Calcolarlo per a = 1/2.

7) (3.02.2014) Studiare la convergenza dell’integrale

/JFOO arctan x
a—1 d.’]:
0 (z+4+2)z 4d+a)%

al variare di a € R e calcolarlo per oo = 1.

8) (15.07.2014) Trovare per quali a € R converge l'integrale

/
d"lj
0 ¢ (3+2\/E+$)
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e calcolarlo per a = 1/2.

9) (12.09.2014) Determinare gli @ € R per i quali I'integrale

4
/ idm
0 (4—x)*
converge e calcolarlo per a = 1/2.
10) (25.01.2016) Calcolare 'integrale

1/2 )
/ ( arcsin Qx) dx
0

11) (11.07.2016) Stabilire per quali o € R il seguente integrale é convergente

/“/8 sin 2z
dx
o |log(cos2x)| cos2x

e calcolarne il valore per a = 1/2.
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5 Ulteriori esercizi (a cura di C. Sartori)
FUNZIONI
Esercizio. Determinare, al variare di A > 1 il numero di soluzioni dell’equazione
2\ =g,
Soluzione. L’equazione (che ha la soluzione \) ¢ equivalente a
zlog A = Alogx.
Posto f(x) = zlog A, g(z) = Alogx, si ha f'(z) =log ), ¢'(z) = % e quindi le due funzioni sono tangenti se

zlogh = Alogx
log\ = 2.

T

Si ricava A = Alogx cioé © = e e quindi log A\ = % da cui A = e. La funzione logz é tangente alla retta

y = 10%\)‘3; se A = e. Il coefficiente angolare della retta ha un massimo per A = e e quindi confrontando il
grafico di logx con quello della retta y = 10§>‘3: si ottengono sempre due soluzioni VA > 1. Per A = e si ha

una sola soluzione.

Esercizio Data la funzione f : R — R definita da
f(z) = 32 + 4(2a — a®)2® — 12a32% + o,

dove a > 0 ¢ un parametro fissato. Determinare

a) i punti di massimo e minimo di f e i valori di f in tali punti;

r = —2a,a’ punti di minimo; x = 0 punto di massimo; f(—2a) = —16a*—16a®+a", f(a?) = —a®—4a" +aS
f(0) = ab.

b) i valori di a per cui 'equazione f = 0 ha 2 zeri positivi;

Basta imporre f(a?) < 0 che implica a > —2 + v/5;

c) i valori di a per cui I'equazione f =0 ha non piu’ di uno zero negativo;

Basta imporre f(—2a) > 0 che implica a > 8 + /80.

d) i valori di @ > 0 per cui f ¢ convessa.

a=0

Esercizio. Determinare, al variare di A € R il numero di soluzioni dell’equazione

! )+\1—\/|7H:A.

10(1 4 2

Soluzione. Studio la funzione f(x) = m +1- \/|x|| é pari e quindi basta studiarla per x > 0. Si

ha f(0) = %, limy, 10 =400 €

—2x

) 1
1N 10(1+§2)2 — 5y U<z <l
0(1+29)2 T 2z £~

f & decrescente in (0,1) e crescente in (1, +o0, quindi 2 = 0 & punto di massimo relativo e x = 1 & punto
di minimo assoluto. Il grafico é porta alle soluzioni
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121

A< nessuna soluzione
A= 2 soluzioni

% <AL % 4 soluzioni
A= % 3 soluzioni

A > % 2 soluzioni.

&-8l-

Esercizio Data la funzione
f(z) = 42° — 4ax’® + o’z — 1,
determinare per quali valori di a > 0
a) f(z) ha esattamente tre zeri;
b) tali zeri sono tutti positivi.

Soluzione.

a)
a a
T =—.

2’ 6
r = § ¢é punto di massimo e x = § & punto di minimo. Per avere tre zeri si deve imporre f(§) <0 <

fl(x) =122 —8ar +a* =0 <= =

a Co 3
f(§) che ¢& verificato se e solo se a > o
b) Poiché f(0) = —1 < 0 per 0 < z < § c¢’¢ uno zero, cosi’ come ce ne ¢ uno in (g, § e infine un terzo

per x > § dato che lim; 1o f(z) = +o0.

Esercizio. Data la funzione
fa(z) = 2% —az?, a >0,

calcolare sup{ fy(z), z > 0} e inf{f,(x), x > 0}, specificando se sono massimo o minimo.
Soluzione.

a>2 = EI_P fa(:z):—f—oo:sup{fa(x),:zzO};

a<2 = xll)riloo fa(x) = —00 = inf{ fo(z), z > 0}.

Siha fi(z) = ar® ! —2a2 =0 <= =0, 252 se g # 2. 952 ¢ di minimo se a > 2, di massimo se
a < 2. Quindi
a 2
a>2 = min{f,(z), x >0} =2a-2 — q2a-2;
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a<?2 = max{fa(x),a:zo}ZQﬁ_@ﬁ;
a=2 = max{fa(z), z >0} =0.

Esercizio. Studiare, al variare di A € R, il numero di soluzioni dell’equazione

—e" 4 etz — 1| =\
Sol. Studio la funzione
f(x) = —e" + etz —1].
Domf =R. lim f(z)=—o0, lim f(z)= +oc.
T—r—00

T—-+00

4

rroN —e® +et, perz>1
f<$)_{ —e¥ — e, peruz < 1.

C’¢ un punto di max in (4,2e?) e un punto di min. (angoloso) in (1, —e). Quindi

200 —

50

_s0 -

—100 b

A> 2t A< —e 1sol,
—e< A< 2 3sol,
A= —e 2¢* 25s0l.

Esercizio. Sia
r+8

x+4°

f(z)=In(x +4)+
e (Calcolare gli intervalli di concavita e di convessita di f sul suo dominio naturale.
e Individuare il massimo intervallo A contenente —3 dove f risulti invertibile.
e Sia g la funzione inversa della f ristretta su A. Calcolare ¢'(f(—3)).
SOL. Domf = {x > —4}. f'(z) = z/(4 + 2)?, f"(x) = (4—z)/(4+)%. Si ha f'(z) > 0 per -4 < x < 4

e ivi la funzione ¢ convessa, per > 4 concava. Il max intorno di —3 in cui f é monotona (decrescente) e
quindi invertibile ¢ —4 < x < 0. Si ha f(—3) =5, e




FUNZIONI INTEGRALI

Esercizio. Studiare la convessita e concavita della funzione
T
F(x) = / g(sint)dt, x€R,
2
dove g & una funzione derivabile in R e tale che ¢'(z) < 0.
Soluzione Si ha
F'(z) = g(sinzx), e F"(x) = ¢'(sinx) cos z,
da cui
" ™ 3T
F'(z) >0 <= cosz <0 < §+2K7r<x<7—|—2K7r

per K intero; nell’unione di tali intervalli F' & convessa, e nel complementare é concava.

Esercizio. Studiare la funzione

F(z) = /Ox wdt’

arctan(1 + t2)

specificando, in particolare, gli intervalli di crescenza e decrescenza.
Calcolare lim,_, 4o F(x) e limy—,_ oo F'(z) e tracciare un grafico qualitativo.

Soluzione. Si ha F/(z) = 00 o Fl(z) > 0 «= -1 <z < 3. limy o0 F'(2)

lim, oo F'(z) = —o0, da cui si ricava F'(x) < —1 per |z| > M e quindi lim,_, o F(z) =

lim, oo F(x) = +o0.

20+

-20+

LIMITI

Esercizio Calcolare i seguenti limiti (il terzo al variare di a € R),

6 6 n!
.o =3 . 1
W s g = /12 nkﬁloo(”m) =1

R R

\/m_i_\/%_ +0oo SGO(<2/3
o0t YT +a? a0t J N

1 sea=2/3
0 sea>2/3
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6 Soluzioni dei Temi 1 delle prove scritte dei tre anni precedenti

Appello del 23.01.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Calcolare l'integrale
2 T
/ 72: dx
log(3) € — 4

Svolgimento. Si ha

2 e® e2 1
——— dz = (ponendo €* =t, per cui dr = dt/t) / ——dt

»/log(S) e — 4 3 t2—4
2

1/e 1, t—2f 2
- e —dt= s
4 /3 t+2 t—2 47 |t +2]

4 2
-2 1 3
10g5€7 — = (settanh 2 — settanh < ) .
e 2 2 2

1 1

Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie

+00
ZnQ(COS(l/n) — 1+ sin(1/2n%))

n=1
al variare del parametro a > 0.

Svolgimento. Dagli sviluppi di Mac Laurin di cosx e di sinx risulta, per n — 400,

. 1 1 1 1 1 1 1
cos(L/n) =1+ sin(1/2n) = =55 + g +o <n4> * 2na T 30 5igznee O <ns> :

per cui il termine generale della serie, per n — 400, € asintotico a

2
(sea<2) g%

(se @ =2) 1/24n?
(sea>2) —1/2

e quindi ha segno definitivamente costante per n — +0o0. Se «a # 2 il termine generale della serie non ¢
infinitesimo e quindi la serie diverge (a —00). Per @ = 2 la serie converge.

Esercizio 4 Si consideri la funzione w
x| —4

2+ 2%

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali

f(x) := arcsin
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punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f/;
iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

< 1 equivale a

Svolgimento. (i) La funzione ¢ pari. D = {x €¢ R: -1 < < 1}. La disequazione |-

242
|z| —6 — 22 < 0, che & sempre verificata, mentre '21‘;;‘ > —1 equivale a 22 + |2| — 2 > 0, che & verificata per
x < —lex>1. Pertanto D = [1,+oo[ (U] — 00, —1]). D’ora in poi assumeremo sempre = > 0. La funzione
¢ continua in D, f(1) = arcsin(—1) = —7/2 e limy_, 4~ f(z) = arcsin0 = 0, asintoto orizzontale. Il segno
di f ¢ dato dal segno dell’argomento dell’arcoseno, per cui f(z) > 0 se e solo se z —4 > 0 e quindi z > 4.
(ii) In D si possono applicare le regole di derivazione se I’argomento dell’arcoseno ¢ diverso da +1, cioé per

x > 1. Per tali x si ha

f,(x)_x2+2—2x(:n—4) 1 B —2? 4+ 8x+2
(2 + 22)? . (274)2 (1+222)v222+2 -3
T\ 24422

da cui si ricava che f/(x) < 0 se e solo se —22 + 8z +2 < 0, per x > 1, cioé¢ per 1 < x < 4+ 3v/2, che
pertanto é il punto di massimo assoluto, mentre x = 1 ¢ il punto di minimo assoluto. Si ha

lim, f'(z) =
Jim f(z) = +oo,

per cui il grafico di f, rappresentato nella figura 1, ha tangente verticale in (1,7/2).

Figura 1: 11 grafico di f (Tema 1).

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° |arctan(z — 1)| arctan z
0 11— 22| (sinh /z)”

al variare di o, 8 € R.

Svolgimento. L’integranda f(z) ¢ continua in ]0, 1{U]1, +00[, per cui bisogna studiare la convergenza del-
I'integrale separatamente per x — 0%, per x — 1 e per  — +00.

Per x — 0,

tan 1
f(x) ~ LA _ arctan 1

;EIB/2 xg—l’
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e quindi 'integrale converge in 0 se e solo se § < 4.
Per x — 1,
arctan 1 |x — 1] _arctan1 1
Tz — 1ofz + 1o(sinhv2)P | 20(sinh v/2)8 |z — 1o 1
e quindi 'integrale converge in 1 se e solo se a < 2.
Per x — 400,8¢e 8 >0

f(x)

2 71_2

flo) < ————= < .
4 (sinh /7) 2(2=8) e(BV)

Quest’ultima espressione & o(1/x?) per 2 — 400 e quindi converge.
Se =0,
flx) ~ w242,

quindi converge se > 1/2. Se 8 < 0,
f(x) ~ w2 P2)2278 > 1/

per x — +oo e quindi 'integrale diverge. In sintesi, 'integrale converge se a <2e 0 < <4o0sef=0¢
1/2<a<2.

Esercizio facoltativo. Sia I un intervallo chiuso e limitato e sia f : I — R una funzione continua e tale
che f(x) € I per ogni x € I. Dimostrare che esiste almeno un x € I tale che f(z) = x.

Svolgimento. Consideriamo la funzione g(x) = f(x) — x, che vogliamo dimostrare che si annulla in almeno
un punto di I := [a,b]. Se g(a), g(b) # 0 allora necessariamente g(a) > 0 e g(b) < 0, per cui per il teorema
degli zeri esiste T €]a, b[ tale che g(z) = 0.

Appello del 13.02.2017

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(x) :=log ‘x2 —2x —3|.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

(iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

(iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Soluzione. i) Chiaramente D = {x € R : 2% — 2z —3 # 0} = R\ {~1,3}. Per il segno abbiamo
f(@) >0, <= [2?-22-3/>1, <= 2*-20-3<-1, Va®—22—-3>+1.
Abbiamo che 22 — 2z —2<0seesolose xg:=1—-vV3<ax<14++vV3=:121ex2—2x—4>0se e solo

se x <1—+/5=:29 oppure z > 1 ++/5 =: x3. Quindi f(z) < 0 se e solo se x appartiene ad uno dei due
intervalli [za, zg] e [z1, 23]. Per quanto riguarda i limiti, si ha:
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¢ chiaro che 2% 4+ 3z — 4 — 400 per x — %00, cosicché lim, 4o f(2) = +o00. Tuttavia non ci sono
asintoti poiché, per x — +o0,

f(z) log(z? —2z—3) loga? 2log|z|
r x r

— 0,

essendo log |z| = o(z) per x — fo00. Per x — —1, 3 si ha sempre che |22 + 3z — 4| — 0+ quindi in ogni
caso f(x) — —oo per cui si hanno gli asintoti verticali x = —1, 3.

ii) La funzione & composizione di funzioni continue ove definite, quindi ¢ continua su tutto il proprio
dominio. Inoltre é composizione di funzioni derivabili, eccetto quando z? 4 3z — 4 = 0, che perd sono punti
che non appartengono al dominio di f: si conclude che f é derivabile nel proprio dominio. Ricordato che
(log |y|) = % si ha immediatamente che

2c — 2
2 —2x—3

() =

Studiamo il segno di f’. Il segno del denominatore & positivo per x < —1 oppure x > 3. Il numeratore &
positivo per x > 1. Ne deduciamo la tabella seguente:

—o0 —1|-1 1|1 3|3 4+
sgn (2z — 2) — - + +
sgn (22 — 22 — 3) + — - +
sgn f’ — + - +
f ¢ / N\ /
I punti x = —1, 3 non appartengono al dominio, mentre x = 1 ¢ un massimo locale stretto. Non ci sono né

massimi né minimi globali essendo f illimitata sia inferiormente che superiormente.

iii) Chiaramente f’ & derivabile ove definita in quanto funzione razionale: abbiamo che

—222 + 4z — 10
(22 — 22— 3)%2

f(@) =

Quindi f” > 0 se e solo se 202 — 4z — 10 < 0, cioé¢ mai. Si conclude che f” < 0 ovunque (dove definita) per
cui la funzione ¢ concava in ciascuno degli intervalli che compongono il suo dominio.

iv) Il grafico di f ¢ rappresentato figura 2.

Figura 2: Il grafico di f (Tema 1).
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Esercizio 2 Studiare la convergenza della serie

Soluzione. La serie é evidentemente a termini di segno costante. Conviene applicare il criterio asintotico
del rapporto. Detto a,, il termine generale, risulta
ant1  1(n+1)"nl 1(m4+1)" 1 ( 1>" 1

1+ — —e> 1.
+n 26

an 2 (n+1)! nn 2 g 2
Dunque la serie diverge.

Esercizio 4 Calcolare il limite o

. arctanz —sinx + x3 logx
lim 5

z—0+ x®(1 — cos? x)

al variare di @ > 0.

Soluzione. Osservato che, in virtit del limite notevole lim,_,g+ 27 logxz = 0 per ogni v € R, si ha subito

che si tratta di una forma indeterminata del tipo 8. Determiniamo i termini principali col metodo degli

sviluppi asintotici. Abbiamo che, per z — 0T,

3 3

+o(2%) — (z — " +o(2%)) + x® logz = —% + o(z3) + x® log .

w| 8,

Osserviamo che z 3 logz = o(23) per x — 0T infatti

10
ER 10
% — 33 logz — 0, essendo 3" 3 >0,

. . N . . . . 3
sempre in virtt del limite notevole sopra richiamato. Pertanto N(x) = % + o(z3) per x — 0%. Quanto al
denominatore, conviene osservare preliminarmente che

2

22) = (1 —cosz)(1+ cosz) ~ %-2:952,

(1 — cos

per cui D(z) := 2%(1 — cos? ) ~ 2% - 22 = "2 per x — 0. In conclusione, per  — 0T si ha
0, l-a>0, <= a<l,
3
N(z) &
D) ~$a6+2 — ¢ =5, l-a=0, < a=1,

—00, 1—a<0, < a>1

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo 1
——dx
2 T\ — 2

al variare di a € R e calcolarlo per o = 1.
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Soluzione. Sia f,(x) := a:a\/leQ la funzione integranda. Notiamo che essa ¢ continua in ]2, +00[ e dunque

Iintegrale é generalizzato sia in © = 2 che per x — +00. Avendo evidentemente f, anche segno costante,
andiamo a studiarne il comportamento asintotico agli estremi dell’intervallo di integrazione. Per x — +o0

abbiamo che
1 1

fa(w)wxaﬁ:xa+l/27

per cui f+°° fal(z) dz < 400 se e solo se f+°o wail/Q dr < 400 cioé se e solose a+1/2 > 1, ovvero a > 1/2.

Per x — 2+ si ha che

1
20y/x —2’
che ¢ integrabile in x = 2+. In conclusione, f, ¢ integrabile in senso generalizzato in [2,+o0o[ se e solo se
a>1/2.

Calcoliamo l'integrale nel caso o = 1. Siccome ¢ generalizzato abbiamo che

fa(x) ~

+oo 1 )
lim

b
—— dx = —— dx.
2 v — 2 a—2+, b—+oo J, x\/x — 2

Sostituendo x — 2 = y? (y > 0), risulta

/ 1 d / 2y d 1/ 2 d

—_— €Tr = —_— — —_—mm .

i =2 W+2y 2 (%) +1 ’
V2

Sostituendo ancora y/v/2 = t, risulta

1 1
/2 dy:\/i/dt:\/iarctant—l—c:\/iarctany+c.
y 241 V2

400
/‘ L =zl pan 222 — arctan [ 422 | = T
—F— aAx = 1m arctan —F— — arctan = —.
2 v — 2 a—2+, b—+oo \/§ \/§ \/§

Appello del 10.07.2017

Pertanto,

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) :=log ‘6236 — 4.

i) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali
asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
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Svolgimento. 1) Il dominio &
D={z:e*®#4} =R\ {log2}.

SI ha f(z) > 0 se e solo se |e?® — 4] > 1, cioé se e solo se €2* > 5 oppure €2* < 3, quindi

1 1 1 1
f(O§5>:f<O§3>:0 e f(z) > 0 se e solo se x > 055 oppurex<%3.

Si ha inoltre
lim f(z)=1log4, lim f(z)=—o0, lim f(z)= +oo.

T——00 z—log 2 T—+00
Per quanto riguarda 'asintoto obliquo per x — 400, risulta

1 2x _ 4 2x _ 4
lim @) = lim M =2, lim (f(z)—2z)= lim log (e%—4)—2$ = lim log ¢

r—+oo I T—+00 T T—+00 T—~400 T —~400 e2r

=0.

Quindi y = 2z ¢ asintoto obliquo per x — 400, y = 2log 2 & asintoto orizzontale per z — —oo e in « = log 2
si ha un asintoto verticale.
ii) f & derivabile in tutto D, dove si ha

f € percio strettamente decrescente per x < log2 e strettamente crescente per > log2. Non risultano
quindi punti di estremo.
iii) Un calcolo diretto da

" B —16e2*
fix) = M7

per cui f & concava in | — co,log2[ e in |log 2, +o00].
iv) Il grafico ¢ in figura 3.

ol

sl

Figura 3: 1l grafico di f con ’asintoto obliquo (Tema 1).

Esercizio 3 Calcolare I'integrale
/ezx arctan(3e”)dz.
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Svolgimento. Eseguendo la sostituzione z = logt si ha

t2 3
/62” arctan(3e”)dr = /tarctan(3t) dt = Bl arctan 3t — / 1+ 9t2

t2 3r1 1+9t2
:arctan?)t—[/ /

2 219 1+9t2 1+(3
—ﬁarctan?)t—i+w+c
2 6 18

2z x x

tan 3

:7arctan3e$—%+%+c, ceR.

Esercizio 4 Calcolare il limite . .
arctansinz — sinh x

0+ z%(1 — cos? x)

al variare del parametro o > 0.
3
Svolgimento. Da arctany =y — % + o(y3) per y — 0 si deduce, per x — 0,

.3 3 3 3
sin® x x° oz x
arctansinz = sinz — +o(r¥)=2—" - +o(@) =2 — — + o(z?),
3 6 3 2
per cui, per z — 0,
3 3 3
x x 2z
arctansinz — sinhx = = — 5 (l‘ + E) + o(z?) = 5 + o(z?).
Percio si ha
0 era<1
arctansinz — sinh x . —223/3 + o(z?) 9 P )
im = lim = -2 =
-0t x2%(1 — cos?x) a—0+ 20T2 4+ o(x?t) g pera
—o0 pera>1

Esercizio 5 Studiare la convergenza semplice ed assoluta di
= n+t NZD

al variare di a € R.
Svolgimento. Per la convergenza assoluta si pud usare il criterio della radice, che da
. — ea n

lim ¢ [L=e =11-e".

n—oo \| m+/n
La serie percio converge assolutamente (e quindi semplicemente) se |1 — e?| < 1 e diverge assolutamente
e non converge semplicemente se |1 — e?| > 1, in quanto il termine generale non ¢é infinitesimo. Per
|1 —e®| = 1 il criterio della radice non da informazioni. Risolvendo le disequazioni si ricava che la serie
converge assolutamente per a < log2 e non converge per a > log 2. Per a = log 2 la serie diventa

+00
(="
T; n+n’

Per asintoticita con la serie armonica Y | 1/n questa serie non converge assolutamente. Inoltre essa converge
semplicemente per il criterio di Leibniz, essendo il termine generale a segno alterno e — in valore assoluto —
infinitesimo e decrescente.
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Appello del 18.09.2017

TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(@) = 22
" log |2z

i) Determinare il dominio D e studiare le eventuali simmetrie ed il segno di f; determinare i limiti di f agli
estremi di D, 'eventuale prolungabilita di f e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata ed i suoi limiti significativi, studiare la monotonia e deter-
minare gli eventuali punti di estremo relativo ed assoluto di f;

iii) calcolare f” e studiare la concavita e la convessita di f;

iv) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. 1) Il dominio & D = {z : z # 0,log |2z] # 0} = {2 : © # 0,2 # £1}. La funzione ¢ visibilmente
dispari, per cui la studiamo in [0, +o00[. Per z > 0, f(z) > 0 se e solo se z > % Si ha

lim+ f(z) =0 (per cui f ¢& prolungabile con continuita in z = 0)
z—0

lim f(z) =—-o0

pal
T3

lim f(z) =400
T3

lim f(z)=+o0

r—r—+00

lim f@)

=0 (per cui non c’¢ asintoto obliquo per x — +00).
r—+oco I
ii) Per z > 0,2 # & si ha
3log2x — 3
fl@) = —5—.
Essendo f prolungabile con continuitd in z = 0, vediamo se il prolungamento di f é derivabile in 0. A tale
scopo calcoliamo

log? 2z

. /
Jim f(z) =0,

per cui la prolungata di f ¢ derivabile anche in = 0, con derivata nulla. Il segno di f’ dipende solo dal

segno di log 22 — 1, che @& positivo se e solo se z > e/2. Pertanto ¢/2 & un punto di minimo locale stretto.

Non ci sono estremi assoluti.

iif) Per 2 > 0,2 # % si ha

log? 2 log 2
2) :?)% —2(log 2z — 1)=8==2 _32—log23:

log* 22 B zlog? 2z’

e2

che risulta > 0 se e solo se % <z < 5, cioé f ¢ convessa nell'intervallo ]%, %[ e concava negli intervalli
10, 5[ e [3,+o0l.

iv) Il grafico di f e riportato nella figura 4.
Esercizio 3 Studiare la convergenza della serie

i(uf)”

n=1

2

o4



20

-20

Figura 4: 1l grafico di f (Tema 1).

al variare di z € R.
Svolgimento. La serie é a termini definitivamente positivi per ogni x € R. Il criterio della radice da

. 32\" _ 3z\" s,
lim 1+ — = lim 1+ — E X
n—-+o0o n n—-+oo n

La serie pertanto converge per ogni x < 0 e diverge per ogni x > 0. Per x = 0 il criterio della radice non
da informazioni, ma per tale x la serie ha per termine generale 1 e quindi diverge.

Esercizio 4 Calcolare, al variare del parametro reale «, il limite

y cosh(az) — e 4 xlog(cos z)
im
a—0+ T —sinz + e~ 1/2?

Svolgimento. Il numeratore, per x — 0, si sviluppa come

1 1 1
coshaxr =1+ 5042372 + ﬁo/l:z:4 +o(zt) =1+ 50423:2 + o(z?)
1
e =1 —g? - 5904 +o(z?) = =1 — 22 + o(z?)
1 1 2 3
xlogcosx = xlog (1 - 5932 + ﬂlA + 0(x4)> = x(Tm + 0(332)> = Tx + o(z?),

per cui

052 -1) T o) = {:62 %_12”(”32) se a 7 /2

2
cosh(az) — € + zlog(cos x) = (—
—%—Fo(m) se a = +/2.
Il denominatore, per x — 0, si sviluppa come

3
z—sinz+e ¥ = % +o(z%),
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in quanto e1/%* = o(2?) per ogni 3 reale. 11 limite quindi vale

cosh(az) — e’ + log(cos x)

lim - T3 = lim 3
z—0+ T —sinx + e 1/* z—0+ & 4 o(x?)
x? (0‘7271 +o(x?) f
— 72— sea#xV2
2 +o(3) 7
= lim
z—0t
—2 to(a?)
—2—— se a = +/2.
z3 3
& to(z?)

+oo  se |al < V2
={¢—00 selal>V2
-3 se a = +/2.

Esercizio 5 Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato

+oo
/ ze (2 + cosx) dx
0

al variare di @ € R. Calcolare poi
+00
/ xe ¥ cosxdx
0

(sugg.: calcolare preliminarmente una primitiva di e=* cos x).

Svolgimento. Una primitiva dell’integranda puod essere calcolata per ogni a, per cui la discussione della
convergenza puod essere fatta sia direttamente dalla definizione, sia mediante criteri di convergenza. Usando
il criterio del confronto si ha, per a > 0,

xe® (2 + cosx) > x per ogni z > 0
e quindi 'integrale diverge. Per a < 0 il confronto asintotico da, ad esempio,
2™ (2 + cos ) = o(e®®/?),

perché

. e (2 + cosx . 3xed® . az
lim ¥ < lim ——= = lim 3ze2 =0.
T—+00 eax/2 T—4o00 a%/2 r—+00

Siccome f0+oo e®/2 dg: < 400, lintegrale converge.
Per la primitiva, calcoliamo preliminarmente

/e_m coszdr = —e Tcosx — /e_x sinz dz
=—e Pcosx+e Tsinx — /em cosz dx,

per cui

—X
_ € .
/e Ycoswdr = 7(511196 —cosx) + c.
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Ora integriamo per parti prendendo x come fattore finito e e~ cos x come fattore differenziale. Risulta
e " e’
/me_x cosx dr = xT(sinm —cosx) — / T(Sinx — cosz) dx.
Calcoliamo separatamente
/e“ sinzdr = —e "sinz + /e‘” cosz dx
= —e Psinx —e Tcosx — /e_:C sinz dx,

per cui
—T

/e”sinxdm = —%(sinx + cosx) + c.

In definitiva,

400 e % b 1 b
/ ze Ycosxdr = lim [—x——(sinz — cos SC)‘ + —e *(sinx + cosx)
0 b—4-00 2 o 4 0
b e )

—e “(sinx — cosw
4 0

=0.

(NB. Non ¢ strano che il risultato sia nullo: I'integranda non ha segno costante.)

Appello del 29.01.2018

TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione
Fla) = Tog &0
z) = log —.
& r+1

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

ii) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

iii) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. 1) Da ‘9;2_:15‘ > 0 segue che D = {z > —1,z # v/5}. Non ci sono simmetrie evidenti. f(x) <0
se e solo se

> -1
e

24+rx—4>0

22 —5 §1‘+1<:>—:U—1§332—5§x—|—1<:>
2
e —x—6<0,

cio¢ se e solo se % <z <3
Si ha inoltre

lim f(z) =+o0

rz——11
lim f(z) = —o0
lim_f(a)
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Siccome

lim M =0,
r—+oco X

non ci sono asintoti obliqui, ma solo due asintoti verticali (oltre ad un asintoto orrizzontale “cosi alto che
non si vede” (cit.))

ii) Le regole di derivazione possono essere applicate in tutto D, perché il punto nel quale argomento del
modulo si annulla non appartiene al dominio. Siccome f(x) = log|2z? — 5| — log(x + 1) e ricordando che

4 Jog|g(z)| = gg/((;)) dove g(x) # 0, si ha per ogni xz € D

2 1 22 +2x+5

f/(x):x2—5_a:+1: (22 =5)(x+1)

Siccome il polinomio al numeratore ¢ sempre positivo, f/(z) > 0, e quindi f & crescente, se e solo se > /5.
Non ci sono punti di estremo.
iii) I1 grafico di f ¢ in figura 5.

Figura 5: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Si consideri la successione

(—1)me* sin 1 Non>2

Ap = W, necN,n_=>=2.

a) Calcolare limy, o ap;

b) studiare la convergenza assoluta e la convergenza semplice della serie Y >, a,.
2\n

Svolgimento. a) Siccome a, ~ (en? per n — 00, limy, o0 an = 0 (ricordando un limite fondamentale).

b) 11 criterio del confronto asintotico e il criterio del rapporto danno

62(n—|—1) n! ) 62

m — — = |1m —
n—»00 (n—|—1)!62n n—oon + 1

)

per cui la serie converge assolutamente e quindi converge.
Il fatto che a,, — 0 si poteva anche dedurre direttamente dalla convergenza della serie.

NOTA: applicando il criterio di Leibniz si pud dedurre direttamente la convergenza della serie. Risulta
che |a,| ¢ decrescente se e solo se €2 < n, il che Al vero per ogni n > 2 (la dimostrazione richiede un po’
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di lavoro). Resta comunque da verificare la convergenza assoluta. Siccome in questo caso ¢ vera, I'uso del
criterio di Leibniz é del tutto inutile.

Esercizio 4 Calcolare il limite

log(z + 3) — log(z + 1) —sin 2
% — e —e ¥

lim

T—r+00 cos sin

al variare di o € R.
Svolgimento. Il numeratore:
2

2 1
log(x + 3) — log(z + 1) — sin — = log x + log (1+§) —logx — log (1+—> — sin —
x x x x

1 2
zlog(1+§> —log(l—i——) — sin —
x x

x

B T W O SOV

x 222 x 222 =z 2
4 1
=z +o(3)

per x — +00. Il denominatore (ricordando che e™* = o(1/x®) per £ — +o00 per ogni «):

cossin— —ex? —e ¥ =1— —sin* — + —sin* — — - ol =
T 2 2r 24 2x T 24

B 1(1 1 )2+ +
7 2\2r 6223/ T 24(22)F 22 244 °

1
.%'4

1 1 1 1 aZy\ 1 1
4‘@“09*(%*@‘?)9“(9)

1 a o (

per x — +o0o. Di conseguenza,

.
—4 1
sl)
T x _ 32 1
o ) . . Trsa S¢ Q7 —3
log(z +3) —log(z +1) —sins i gta) -z+ol =
- =
T—+00 cosh sin % — ez —e T T—r+00 ;7244_0(%2) X
— - =—0 se o = g.
1 1 1
st %)

NOTA: Il numeratore poteva anche essere scritto come

2 3 2 2 2
log(x+3)—log(x+1)—sin§:logiil—sin;zlog(l—l—r“)—sin;
2 1( 2 )2 2+ (2)
= —_ . O R
x+1 2\z+1 x x?
9 2z +1 n <2)
= — D —————— 0 R
x(z +1)2 x?
1+ 22 n (2) 4
_ ol 2) ~ — 2
x(x+1)2 x? x?
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per  — +o0o. La maggior parte degli studenti che ha svolto il calcolo in questo modo ha tralasciato il
termine di ordine 2 nello sviluppo del logaritmo.

Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
al variare di « € R;

+0c0 1
A
V2 ox%Vz? -2
b) calcolarlo per oo = 1.

Svolgimento. a) L’integranda f(x) & continua in ]v/2, +oo[, per cui si deve controllare la convergenza sia
per x — \/§+ che per  — +00. Per z — /2+,

per cui l'integrale converge per ogni . Per © — +o0,

1
flx) ~ Zotl’
per cui l'integrale converge se e solo se a > 0.
b) Con la sostituzione x = v/2 cosht, si ha (per ¢ > 0)

oo 1 oo \/2sinht + T T Vor
B =3 [ = Vasane [ = V3T T) = VT
/\/5 zvVzZ—2 o 0 2 coshtsinht f/ V2arctane ‘0 V2 2 4 4

In alternativa, con la sostituzione y = v/22 — 2, seguita dalla sostituzione z = y/v/2, si ottiene,

1«

= 53

“+00
arctan Z’o

+oo “+oo +0o0
— dzx= — dy=— — dr=—
/2 rvVaZ—4 /0 24 ﬂ/o 2241 V2

Un terzo modo di calcolare 'integrale ¢ il seguente:

/+oo 1 J /+oo dax \[ /+oo 1 }Jroo 1 7
—F— axr = arcsin — = ——.
Vi zVr? -2 Vi a2y/1-2/2%2 \/1—1/152 f V22

Esercizio facoltativo. Sia xg € R e si definisca la successione {a,, : n € N} ponendo
ag = o €, per ogni n > 1, ap41 = sinay,.

a) Dimostrare che a, ¢ definitivamente monotona per n — +00;

b) dimostrare che lim, o0 a, = 0.

Svolgimento. a) Per n > 1 si ha |a,| = |sin(a,—1)| < 1. Se a1 € [0, 1], allora da sinz < x Vo > 0 si ricava
an+1 = sina, < a, e dunque la successione ¢ definitivamente decrescente. Se invece a1 € [—1,0] si ottiene
che la successione é definitivamente crescente.

b) In ogni caso la successione ha un limite ¢ € [—1,1]. Se per assurdo fosse ¢ # 0 si avrebbe, essendo la

funzione seno continua,
(@] |sind]

1i = 1
WS Jan] 1

il che implicherebbe la convergenza della serie 7 |a,|, il che a sua volta implicherebbe che a, converge
a 0, cosicché 0 = ¢ # 0. Dunque £ = 0. In alternativa, sempre per la continuita di sin,

{ =liman4+; = limsina, = sinf

che ha ¢ = 0 come unica soluzione.
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Appello del 16.02.2018

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

o) = {ex_lﬂi?l per x # 2

0 per x = 2.

i) Determinare il dominio D di f, le sue eventuali simmetrie e studiarne il segno; determinare i limiti di f
agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
ii) si dica se f ¢ continua in tutto R.
iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; calcolare i limiti significativi di f’; in particolare si dica se f & derivabile in tutto R; NON &
richiesta la derivata seconda;
iv) disegnare un grafico qualitativo di f.
Svolgimento. i)DOMINIO: |z — 2| # 0 <= z # 2, dunque D =R\{2} U {2} =R

LIMITT:

1 = 2‘ _m: 2' = 1 = +m: 1 = _w:
il_>H12f($>—€ e e“-0=0 zgrfoof(x) e +o0 xkrjloof(x) e 0

ASINTOTI

X
li = lim — =
dunque non ci sono asintoti obliqui.
ii) CONTINUITA: La funzione é continua in R\{2}2 perché composizione di continue. F continua anche
per x = 2 poiché lim,_,» = 0 = f(2). Dunque f ¢ continua.

iii) se x > 2 si ha
1 — (s 1 _
1w = )<”<x—2>2>’

F(a) = (e+77) <1 - (:):_12)2> |

se x < 2 si ha

Dunque f'(z) >0 se

T > 2 T <2
z €]2, +oo| | J (] —o00,2[({z: (z-2)°> 1})
:]2,+OO[U (]—oo,Q[ﬂ{x: (x —2) < —1 oppure (:):—2)21})

x €]2,+oo[ | J ] o0, 1].
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Inoltre, poiché

1 o=
lim f'(z) = lim (e“_f?) <1 - ) — ¢ lim =0,

r—2— r—2—

. m—% 1 _ 2 . T2 _
zligl_i_f( )_:cl—lgl-i—(e 2) <1+(l‘—2)2>_ € a:l—lgl-&-(l‘—Q)z_O

si ha che f & derivabile in z = 2 e f/(2) = 0. Concludendo, f ¢ derivabile su tutto il dominio D = R, anzi

¢ di classe C.

Dallo studio della monotonia f ha un massimo relativo in £ = 1 e un minimo assoluto in z = 0.
iv) 1l grafico ¢ in figura 6.

2.0

1.5+

n 1 n n n n 1 n n n n

-3 -2 -1 - 1 2

Figura 6: 11 grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Studiare al variare di z € R la convergenza semplice ed assoluta della serie
i (22 — 1)"
o T
= (2n+3)

Svolgimento. Studiamo la convergenza assoluta con il criterio della rapporto

2z — 1" (2n + 3 2n+3
fi 221 24 3)° = 22 — 1] lim w—p 1|
n—oo (2n+5)2 |2z —1|” n—oo (2n + 5)2
0, alternativamente, con criterio della radice
2z — 1" 1
lim "’aji‘— lim 2z — 1|} ——= = |22 — 1].

Pertanto la serie converge assolutamente —e quindi converge— per 0 < x < 1 e diverge assolutamente e non
converge (perché il termine generale non ¢ infinitesimo) per 2z < 0 e per « > 1. Per x = 0 e x = 1 il criterio
della radice e del rapporto non danno informazioni. Per x = 0, x = 1 la serie diventa

[e.e] n

o0
21‘—1 Z2:p—1
n=1
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rispettivamente, e dunque converge assolutamente, e quindi semplicemente, per confronto asintotico con la

serie convergente
oo
Z :
5
n
n=1

Per 0 < z < 1/2 la convergenza semplice si puo anche dedurre dal criterio di Leibniz.

Esercizio 4

a) Calcolare il limite

. (4cosz —a)? — 42*
lim —

z—0 xtsin® z

al variare di o € R.
Svolgimento. 11 denominatore é asintotico a ® per  — 0. Il numeratore: si ha, per x — 0,
z? 2
(4cosz — a)? (4—04—21‘ +E+O( )) — 4zt
4—a+o per a # 4

{41‘4 4ac +o(z%) pera=4

—a+01) per « # 4
+0 6 per a = 4.

Si ha pertanto

lim
70 rtsin? x -2 pera=4

4(cosz — a)? —at {—i—oo per a # 4
3

Esercizio 5 a) Studiare la convergenza dell'integrale generalizzato

»

™

/03 2 sin(V/3z) da

al variare di o € R;
b) calcolarlo per a = 3.
Svolgimento. a) L’integranda g(z) & continua nell’intervallo di integrazione, escluso al piu il primo estremo.

Per z — 07 si ha )
g(z) ~ V3at2,
3

L’integrale ¢ convergente se e solo se ’esponente ¢ maggiore di —1, cioé se e solo se o > —3.
b) Si ha, con la sostituzione 3z = 2, che da dr = %t dt,

72

31 2 4
2 sin (V3x dx:/ 2 sint dt
/0 ( ) 3v3 Jo

2 @ i
(per parti) = —( —t? cost’o + 2/ tcostdt)
0

33
( ti) 2_p2y 2 (275 i t)ﬁ 2/7r i tdt)
er partl]) = —=m ——— Sin — Sin
perp 3V3' 33 o "

2
= %(T(‘Q—Zl).
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Appello del 9.07.2018

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) =log |2 — 3¢°|.

i) Si determini il dominio D e si studi il segno di f;

ii) si determininio i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f, determinandone gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non é richiesta la derivata seconda;

iv) si disegni un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. i) Il dominio di f ¢ dato dalla condizione 3e3% # 2, cioé

log %

D:{LEER:m;&T}.

Il segno di f ¢ positivo se e solo se |2—3e3%| > 1. Elevando al quadrato si ottiene la disequazione equivalente
9e5" — 12" + 3 > 0.

Ponendo e3* = y e dividendo per 3, si ottiene la disequazione 3y? —4y+1 > 0, che ha per soluzioni y < 1/3,
y > 1. Percio f(z) > 0 se e solo se
—log 3

<
T="3

oppure x > 0.
In alternativa: se 2 — 3e3% > 0, si ha:

1 1 1 1
<~ = z< Zlog(z) = —=log3.

2-3e%|>1 < 2-37>1 «—
2= 3¢™] ¢ © =3 3983 3

Se invece 2 — 3e3¥ < 0:
1
233 >1 <= 363 —2>1 <= 7 >1 < z> 3 log(1) = 0.
Percio f(x) > 0 se e solo se

$<—10g3
- 3

oppure x > 0.

ii) Si ha
lim f(z)= lim log (2 — 363’”) = log 2,
T—r—00

T—r—00

perché lim,_,_ 3 = 0, quindi la retta y = log 2 é un asintoto orizzontale. Inoltre

lim f(z) = lim log (3¢’ —2) = +o0,

Tr——+00 r— 400
e
log (3e3% — 2 3z + log (3 — 2e73
fm L@ _ gy 0802 @) g Betles (3207
r—+oo I T—+00 xT r—+oco I T——+00 €T
. _ _ . . —3z _
xgl}rloof(:x) 3z Igrfoolog (3—2e7") =log3.
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Quindi la retta y = 3z + log 3 é asintoto obliquo per x — +00.
Infine,

lim x) = lim logy = —o0,
%f() Jim, logy

T—r 3

. log 2 . .
percio x = Oi 3 ¢ un asintoto verticale.
(iii) Le regole di derivazione possono essere applicate in tutto D, perché il punto nel quale ’argomento del

modulo si annulla non appartiene al dominio. Ricordando che - log |g(z)| = ggl ((;C)) dove g(x) # 0, si ha per
ogni x € D
9633:
() —
2

Siccome il numeratore & sempre positivo, f'(z) > 0, e quindi f & crescente, se e solo se x > 10§3. Non ci
sono punti di estremo.
(iv) Il grafico ¢ in figura 7.

4l

ol

fﬁ“““‘\““\‘
-1.0 075 ; 05 1.0
ol
4l
Figura 7: 1l grafico di f (Tema 1).
Esercizio 3 Calcolare il limite )
i (log(1 +z) —logz — 2)
im
@20 (1 — cos %)24-6_‘”
al variare di a € R.
Svolgimento. Per x — 400 si ha
e 1
1 1 1 1 7+0(*) per o # 1
log(1+x)—log =2 = log z+log (H——) —log =2 = ————94—0(—) = ° 7
x x x z 222 =z x2 _2%4_0(%) per a =
X x

Si ha percio, per x — +0o0,

a2
(log(l +z) —logz — ;) = L)
4
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Per il denominatore si ha

. 1 2+ . Lo (] 2+ L (2
— cos — e'=—=+o0| = e’'=—+o0(—
x 222 x2 4t x4 )’

poiché e™® = o (m%) per x — +0o qualunque sia n > 0. Quindi si ha

i (log(1 + z) —logz — %)2 +oo  pera#1
im =
1 per a = 1.

T—r~+00 (1 — cos %)2 4 e ®

Esercizio 4 Studiare al variare di @ € R la convergenza della serie

0o gan
Znarctan <> .

n
n=1

Svolgimento. La serie & a termini positivi. Osserviamo innanzitutto che per @ > 0 il termine generale non
<. . . . . . g an . .
¢ infinitesimo, in quanto lim,,_,~, 2" /n = 400, per cui lim,,_,, arctan (27) = 7/2, e quindi

an
lim narctan () = +4o00.

n—o00 n

Quindi per a > 0 la serie diverge. Per a < 0 conviene usare il criterio del confronto asintotico, che dice che
la serie ha lo stesso carattere della serie

o0 an o0
E n— = E 20M,
n
n=1 n=1

Quest’ultima ¢ la serie geometrica di ragione 2%, che converge se e solo se 2% < 1, quindi se e solo se o < 0.

Esercizio 5 a) Calcolare una primitiva di

2
1@ = e g
(sugg.: cercare una decomposizione dell’integrando del tipo ﬁ + z%ﬁ)
b) Studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
+o0o « 2
/ log Tt dx.
0 ¢ + 1
al variare di a > 0.
c) Calcolarlo per a = 2.
Svolgimento. a) Si ha
a? A . B _2’(A+B)+24+B
(@2 4+ D) (22 4+2) 2241 2242  (22+1)(22+2)

da cui
A+B=1,2A+B =0, cioc A=—-1,B=2.
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Percio

-1 2 1
/f(ﬁﬂ)dl“:/ + dx:arctanm+/“dx
(x2+1 x2+2> (ﬁ) 1

1
= —arctanx + \/i/ m dt = —arctanz + \@arctan =z

V2

b) L’integrando ¢ continuo in [0, +oo], per cui bisogna controllare la convergenza dell’integrale solo per
x — +00. Siccome 'integrando é positivo, usiamo il criterio del confronto asintotico. Si ha

+ k. keR.

%+ 2 2 1 1 1
o8 oy~ e (14 o) —los (14 5) = 2o+ o)
per x — +oo. Quindi 'integrale converge se e solo se a > 1.
c¢) Integrando per parti risulta

/61 a1 / 2+ 120(2” +1) = 20(e® +2) |
o x =xlo — | =z "
0 g$2+1 ga:2+10 0 x2+42 (22 +1)2
A +2 ¢ —222
=cl - dz = [tenendo conto del calcolo fatto i
€08 3 /0 @ +2)(@2 + 1) x [tenendo conto del calcolo fatto in a)]
?+2 c
=clo + 2( — arctanc + \/iarctan —)
SR /2

Percio

+o0 2 9 2 9
/0 log ;32711 dr = CEIEOO (clog % + 2( — arctan ¢ 4+ V2 arctan \%)) = (V2 -1),

in quanto

2
. c“+2 . 1 1
ChI_P clog 211 _CETOOC<62 +0<C2)> =0.

Appello del 17.09.2018

TEMA 1

Esercizio 1 Si consideri la funzione

fx) = {6_2(2’33 _3) per x # 0

0 per x = 0.

i) Determinare il dominio D, le eventuali simmetrie e studiare il segno di f;

ii) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;

iii) calcolare la derivata e studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali punti di estremo relativo
ed assoluto; non é richiesta la derivata seconda;

iv) studiare la continuita e (facoltativo) la derivabilita di f (in particolare in z = 0);

v) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. 1) D = R, ovviamente e la funzione ¢ pari. Si ha

3
f(z) >0 seesolose |z|> 5 oppure & = 0.
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D’ora in poi studiamo f per x > 0.
ii) Si ha
2
lim f(z)= lim e = (2z—3) = 4oo.

T—400 T—>+00

Per il calcolo dell’asintoto si ha

. f(x) ) _22x—3
lim —% = lim e =
r—+oco I r—+00 X

=2

2 1
lim f(2) -2 = T (20(c™F ~1) =3¢7%) = 1im <2x( ~Z4o(2)) - 3e—i> -7,
T—s—+00 T—+00 r—-+00 X X

per cui la retta y = 2x — 7 é asintoto obliquo per z — +o0. ,
iii) Per # > 0 si possono applicare le regole di derivazione, dato che si ha f(x) = e« (22 — 3). Percio

2 2
2e = 2e =
flz)=2e"% + (20 3) = 5" (a” + 20 - 3).

Si ha pertanto che f’(z) > 0 se e solo se 2% + 2z — 3 > 0, cioé (per # > 0) se e solo se x > 1. Pertanto
x =1 ¢é il punto di minimo assoluto, ed € un minimo stretto, mentre x = 0 é un punto di massimo relativo
stretto, in quanto f(z) < 0= f(0) per 0 < |z| < 3 (mostrato in (i)).

iv) La funzione ¢ continua in ]0,+oo[ in quanto composizione di funzioni elementari. Per studiare la
continuitd in 0 bisogna calcolare

lim f(z) = lim e_%(Qx—?)) = -3 lim e & = = f(0).

z—0+ z—07F z—0t

Pertanto f ¢ continua anche in z = 0. Per studiare la derivabilita in « = 0 si pud calcolare il limite

2
2e =
lim f(z) = lim (2 422 —3) = =3 lim ct -0

z—0+ r—0+ 22 z—0+ 12

x

per il noto confronto tra esponenziali e potenze. Pertanto f ¢ derivabile anche in z = 0 (e la derivata ¢
continua anche in z = 0).
v) Il grafico di f ¢ in figura 8.

06

0.55—

0‘45—

0.35—

02f

0.1F

-2 -1 i 1 2
-0.1F

Figura 8: Il grafico di f (Tema 1).
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Esercizio 3 Discutere al variare del parametro reale o la convergenza della serie

i log(n + sinn)
o nz +2

Svolgimento. La serie & a termini positivi e si pud quindi usare il criterio del confronto asintotico. Si ha
log (n + sinn) ~ logn per n — oo,
perché

i log (n + sinn) i logn + log (14‘51%) . logn+51%+o<%>
m —— = lIm = ]llm

=1
n—o0 logn n—o0 logn n—00 logn

Inoltre

1 1
- ~ —& per mn — oo.
n2 + 2 n2

La serie converge percio se e solo se converge la serie

i loga .

2
n=1 n

Quest’ultima converge se e solo se § > 1, cioé se e solo se a > 2. Infatti, se § < 1, il termine generale della
serie & > % e quindi la serie diverge. Se invece § > 1 e scelgo 1 < 3 < g, allora, per n — oo,

logn (1)
—a =0\ —73 ),
nz nﬁ

logn

dal limite fondamentale
lim

n—oo N

=0 per ogni vy >0

. 00 1
e la serie ) | ~5 converge.
Esercizio 4 Calcolare al variare di o € RT il limite
. r —sinhx — ¢
lim 5 .
z—=0% cosx — 1 + 23 logx

Svolgimento. Si ha, per x — 0T,

3
x
x—sinhx—xa:—g—l-o(xg)—xaw —%x?’ sea =3
—%3 se a > 3
2 2 2
COS$—1+x%10gx:—%+0(x2)+fv%10gx=—%+o(:c2)N—%
in quanto
7
x3 logx
lim ———=— = lim xzl =0.
$—1>r(r)l+ x2 zi}(gl-l- \/E gz =0
Quindi,

. 400 sea <2

. r — sinhx — ¢
lim 7 =42 se o0 = 2
=0t cosx — 1+ 23 logx

0 se a > 2.
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Esercizio 5 Dato l'integrale
1

V2 oa .
/ z2 arcsin 222 dz,
0

a) studiarne la convergenza al variare di o € R;
b) calcolarlo per oo = 2.
Svolgimento. a) L’integrando g(x) = x2 arcsin 222 & positivo, per cui si puo usare il criterio del confronto
asintotico. Si ha, per x — 07T,
g(x) ~ 22272,

per cui I'integrale converge se e solo se § +2 > —1, cio¢ se e solo se a > —6.
b) Si ha

7 z? = 72?2 4x
/ zarcsin 222 dx = (per parti) 5 arcsin 2z2 ’6/5 -

0

———dx
0 2 /1 —4a4
oo /\}5 23 T \/1—4364‘% T
=5 i s

———dr = -+
V1 — 4% 8 4

Appello del 21.01.2019
TEMA 1
Esercizio 1 Si consideri la funzione

|z2—16]

flx)=¢e =3, x €D =]—o00,-3[

i) determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilita per continuita
inxr=-3;
ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia e determinarne gli eventuali punti
di estremo relativo ed assoluto.
Svolgimento.

i) Osserviamo che

. |2? — 16| . |x? —16]
lim ———— = —o0, lim ———— =—
z——oco T +3 z—-3- T +3

quindi con un cambio di variabile

lim f(z)= lim =0, lim f(z)= lim e =0.
T——00 Yy——00 T——3— y——00

In particolare f ha un asintoto orizzontale (y = 0) per x — —oo. Inoltre f pud essere prolungata come
funzione continua da sinistra in —3 ponendo f(—3) = 0.

ii) Calcoliamo, per = # —4,

2101 d |2® —16] _ ewﬁ;m sgn (v2 — 16)2x(x + 3) — |22 — 16

/ = z+
fla)=e dz z+3 (z +3)2
22— 16| 5 2z(x + 3) — (22 — 16)
=e ++3 sgn(xz*— 16) @73
|22~ 16] 9 22 + 6x + 16
= e «t3 sgn (il',' — 16)W,
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dove “sgn” indica la funzione segno.
Osservando che ¢ =3 > 0 e (z + 3)? > 0 per ogni z € D, vogliamo valutare il segno di

(2% 4 62 + 16)sgn (2° — 16)

Calcolando il discriminante di 2% 4+ 6z + 16, A = 36 — 64 < 0 si ottiene che x? + 62 + 16 > 0 per ogni .
Inoltre
sgn(22 —16) >0 & 22-16>0 & |z/>4 & x<-4ox>4

Poiché ci interessano solo i valori di € D, ovvero x < —3, otteniamo sgn (z? — 16) > 0 per z < —4 e
sgn (22 — 16) < 0 per —4 < ¥ < —3. Ne risulta

f'(x) >0 (e quindi f crescente) per z < —4, f’(z) <0 (e quindi f decrescente) per x €] — 4, —3|,

da cui segue che —4 é un punto massimo assoluto e per il teorema di Fermat, non possono esservi altri
punti di estremo.

Infine z = —4 ¢ 'unico punto in cui f risulta non derivabile (¢ un punto angoloso) perché
lim f'(z)=-8=— lim f'(z).
z——4+ f ( ) z——4- f ( )

Il grafico di f é in figura 9.
1.0F

0.8+

0.4

0.2+

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0

Figura 9: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 Calcolare il limite
i e?® — 1 — sin(2x)
im

) 9
=0t sinh?x + 22

Svolgimento. Usando gli sviluppo di Taylor eV = 1+y+ y—; +o(y?), siny = y + o(y?) con y = 2z otteniamo
e* =142z + 222 + o(x?), sin2z = 2z + o(z?), perz — 0
e pertanto il numeratore puo essere scritto come

e* — 1 —sin2zx = 222 + o(z?) perz —0
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Scrivendo sinhz = z + o(z) abbiamo sinh® z = (z + o(z))? = 22 4 o(2?) per x — 0. Inoltre, essendo § > 2,

vale 22 = o(x?) per x — 0. Ne segue

sinh?z + 22 = 2% + o(z?).

Da cui
. e -1 —sin2x 222 + o(x?)
lim g = lim ———5= =
z—0 sinh2x+x§ x—0 X —|—O(JZ’ )
Esercizio 4
Siano a € R fissato e
_log (1+ %)
0=

i) Calcolare fl t)dt con a = 1.

ii) Sia F(x f2 t)dt con o = f. Scrivere la formula di Taylor del secondo ordine per F' centrata in
T = 2.

iii) Determinare per quali « € R esiste finito fol f(t)dt.

Svolgimento. 1) Integriamo per parti e otteniamo

2log (144 log (1+35)12, [* 1 log 2 1
/ Og( +2)dt:—og( 2)’1+/ dt:—Og +10g3+/ (7
1 1 1

dt
2 t t(2+1) 2 2 t(2+1t)

Per calcolare il secondo integrale usiamo il metodo dei fratti semplici: poniamo

L _A, B _24+At+ B
t2+t) ot 24t t2+t)
da CuiA:%eB:f%. In conclusione
/2 / —dt — / ! dt—l(l t—1 (2+t))‘2—11 2
I L 2T g\eer T o8 1T 2%y

In conclusione

3v3
=

2log (14 %) log 2 3 1, 3
T g = log > + - log & =1
/1 2 g 085 tglosy =8

ii) Il polinomio di Taylor &

2
pertanto devo calcolare
F(0)=0
d [* log (1+ %) log 2
@ = [ 1= pa) =E o Py =252
) s log(L+ )
z —log(1 + 1 log2
jnk s _ 2+x Jnd -
() = ') - @=5-=2
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Ne segue

fa)= 22w —2)+ (; - 10§2> (2 —2)? + ofw — 2)?

per x — 2.
iii) Osserviamo che per a < 0 la funzione f & palesemente continua e limitata su [0, 1], per cui I'integrale

esiste finito. Per a > 0 dobbiamo valutare il comportamento asintotico di f(t) per ¢ — 0T, essendo
comunque f continua e limitata su ogni intervallo [0, 1] per ogni 0 < § < 1. Abbiamo

t_log(1+§)_§+o(t) 1

+
f( ) 12 - $2a 2t2a—1" per i — 0.

Per il criterio del confronto asintotico vale dunque

1 0
1
/ f(t)dt converge < / Wdt converge per qualche § >0 & 2a—1 < 1.
0 0

Dunque 'integrale converge se e solo se o < 1.

Esercizio 5 Studiare la convergenza semplice ed assoluta della serie
ifawnw

1+ Vva2n

al variare di « €]0, +00].

Svolgimento. Studiamo la convergenza della serie

+
> v
o 1++v2n

Per |y| < 1 la serie converge assolutamente. Questo puo essere facilmente provato usando il criterio della
radice, essendo

1
: ly[" )”
lim | —— = <1
nﬁm(1+ =) =W
oppure osservando che nly|™ — 0 per |y| < 1, quindi |y|" < % definitivamente per n — oo e visto che la
serie
>
o n(l+v2n)

converge (——— ~ -L) possiamo concludere usando il teorema del confronto.

n(1+v2n) n2

Per |y| > 1 il termine generale della serie diverge, quindi la serie non pud convergere.
Per y = 1 la serie diverge per confronto asintotico con la serie Z;ri% \/%

Infine, per y = —1 la serie converge per il criterio di Leibniz, essendo il modulo del termine generale
della serie decrescente a 0. Tuttavia, per il caso precedente, la serie non converge assolutamente.

Sostituendo log o = y otteniamo che la serie originale converge assolutamente se e solo se —1 < loga < 1,
ovvero se e solo se % < a < e, converge semplicemente se e solo se —1 < loga < 1, ovvero se e solo se
% < «a < e e diverge in tutti gli altri casi, ovvero 0 < a < % ew>e.

3 gia convessa

Esercizio facoltativo Determinare tutti i valori di @ € R tali che la funzione f(x) = e* —ax
in tutto R.

Svolgimento. Da f”(x) = e — 6ax, si ha che f & convessa se e solo se

73



(A) f"(z) = e* —6ax > 0 per ogni x € R

Ora, se a < 0,

lim f’(z) = lim e*—66ax > 0= —oc0
T—>—00 T——00
e dunque (A) non ¢ verificato.

Se a = 0 invece (A) ¢ verificato.

Se a > 0 studiamo la funzione g(x) := f”(x) = €* — 6ax. Si ha ¢'(z) = e —6a > 0 < z > log(6a).
Dunque ¢ ha un minimo assoluto in z = log(6a). Percio (A) ¢é verificata se e solo se g(log(6a))
6a — 6alog(6a) > 0, cio¢ se e solo se 1 — 11og(6a) > 0, quindi se e solo se a < £.

In conclusione f ¢ convessa se e solo se a < .

Appello del 11.02.2019

TEMA 1

Esercizio 1. Sia
f() =|(x+3)log(z +3)|, ze€D=]-3,+o0.
(i) Determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; studiarne la prolungabilitd per
continuita in x = —3;
(ii) studiarne la derivabilita, calcolarne la derivata, studiarne la monotonia, determinarne gli eventuali punti

di estremo relativo ed assoluto ed abbozzarne il grafico.

Svolgimento.
(i) Con il cambio di variabile y = x + 3 otteniamo

lim f(z)= lim |ylogy| =0.
y—0t

z——37F

Questo in particolare implica che f si pud prolungare per continuita in = —3 ponendo f(—3) = 0.
Evidentemente vale

lim |z + 3| = oo, ILm |log(x +3)| =00 = lim f(x)=oc.

T—00 T—00
D’altronde 5

lim 7f(x) = lim = + ‘|log(x +3)|=1- lim |log(z + 3)| = oo,

r—o00 I T—00 T T—00

quindi la funzione non ha un asintoto obliquo per x — co.

(ii) Osserviamo che nel dominio D la funzione (x + 3) log(x + 3) si annulla solo per z + 3 = 1, ovvero
x = —2. Dunque in D \ {—2} la funzione f & derivabile in quanto prodotto e composizione di funzioni
derivabili, e si calcola

f(x) = sgn((x + 3)log(x + 3))((z + 3) log(z + 3)) = sgn((x + 3) log(x + 3))(log(x + 3) + 1),

f'(z) = —(log(z +3)+1) per —3<z< -2
f'(z) =log(z + 3) + 1 per z > —2.

Si vede facilmente che f/(z) > 0 per ogni x > —2, quindi f & strettamente monotona crescente per z > —2.
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Per =3 <z < -2 vale
, 1 1
fllx) >0 loglzr+3) < -1l r+3< - < -3+ —.
e e
Con analoghi calcoli si ha dunque che
/ 1 / 1 / 1
f'(xz) > 0 per —3<x<—3+g, f(:v):()per:n:—3+g, f'(xz) <0 per —3+E<$<—2.

Ne segue che f é strettamente monotona crescente per —3 < x < —3 + % e strettamente monotona
decrescente per —3 + é <x < -2

Quindi —3+% ¢ un punto di massimo locale, mentre —2 & un punto di minimo assoluto (infatti f(x) > 0
per ogni x € D e f(—2) =0).

Si puo facilmente osservare che

lim f'(z)=-1, lim f'(z)=1

T——2" r——21

e questo (per un teorema eventualmente visto a lezione) implica che f non ¢ derivabile per x = —2.
Il grafico di f ¢ in figura 10.

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 2 0.5

Figura 10: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2. Studiare la convergenza della serie

i (14 n?)sinn

4
n
n=1

Svolgimento. Osserviamo che |sinn| < 1 per ogni n, e quindi

2| (1 4 n?)sinn B = . 1+n? < 2 1+n?
D= 2 sl <D
n=1 n=1 n=1
Poiché abbiamo
1+n* n? 1
7 ~ F = ﬁ per n — 00,
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o (equivalentemente) scrivendo

14+n? n?(1+o0(1/n%) 1+o0(1)
4 4 - 2 )

n n n
per il criterio di convergenza asintotico deduciamo che la serie a termini positivi
oo
>
nA

n=1

converge, e quindi per il principio del confronto la serie originale converge assolutamente.

+oo
/ e V2 gy,
0

Esercizio 4. Calcolare

Svolgimento. Usando il cambio di variabile v2x =y, da cui z = y—; e dr = ydy, otteniamo

“+o0o +0o0
/ e V2 dy = / e Yydy.
0 0

Integrando per parti si ha
+o0 n +o0 i
/ e Yydy = [—e_yy]ooo—l-/ e Vdy=0+ [—e_y]ooo:()—(—l):l.
0 0

Esercizio 5. Sia
—\/2x
e —1
fo‘(w) - ro—1

—+o0
/ fa(z)dz
0
al variare di o« € R.

(b) Per v = 2, sia F(z) = [[°7 fa(t) dt: si calcoli F'(m/3).

(a) Si studi la convergenza dell’integrale

Svolgimento. (a) Osserviamo che la funzione f, ¢ continua per 0 < z < +00. Consideriamo
1
/ fa(z) dz. (1)
0

Essendo e~V2% =1 — \/2z + o(v/z) per z — 0, abbiamo

_ —V2r+o(yr)  —V2+o(l) V2
fa(ﬂj‘) - .’L'a_l - 3

% 2 )

quindi, per il criterio di convergenza asintotico, l'integrale in (1) converge se e solo se

1
-2
\/gda:

0 x% 2

converge, ovvero (portando —+/2 fuori dall’integrale) se e solo se o — % < 1, quindi se e solo se a < %
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Studiamo ora
“+oc0

1

Poiché e~V — 0 per x — oo abbiamo

fa(x) ~ pa—1

e per il criterio asintotico di convergenza, l'integrale in (2) converge se e solo se

400 -1
/ dx.
1 xafl

converge, ovvero se e solo se « — 1 > 1, quindi se e solo se a > 2.
Quindi l'integrale originale converge se e solo se 2 < a < %

—V2t _
awifhww—z“tlﬁ.

(b) Scriviamo

Per il teorema fondamentale del calcolo vale

e VW -1
G'y) = fly) = —.
Y

Abbiamo F(x) = G(cosz). Per la regola della catena, quindi

V3
2

V3e -1

F/(ﬂ'/?)) _ G/(COS(W/S»(_ Sln<7T/3)) = ? 1/2

G'(1/2) = — = —V3(1—1/e).

Esercizio 6 Calcolare il limite

. cosh(az) — cosh (e** — 1)
lim 3
z—0t x
al variare del parametro o > 0.

Svolgimento. Ricordiamo che coshy = 1+ % +o(y?), ed ¥ = 1+ y + o(y) per y — 0, dunque possiamo
espandere il numeratore come

a’x?
Num =1+ 5 + o(z?) — cosh (2z + o(x))
2,2 9 2
— 1+ O oa?) — (14 A o g o?)
o’z 2 2 2
=1+ +o(z®) — [1+22° + o(z”)]
2 4 2
_ (% = 4)z* + o(z?).
2
Quindi
. cosh(az) — cosh (621 - 1) . a2{4 +0o(1) —00 per0<a<?2
lim = lim ———~ =
-0+ x3 2—0+ x +o0o per a > 2.
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Il caso a = 2 risulta piu difficile perché non ¢ possibile calcolare lim,,_, g+ @ Dobbiamo pertanto ottenere

un’espansione del numeratore all’ordine successivo (il terzo). Questa volta scriviamo coshy = 1+ % +o(y?),
ed e¥ =1+ y+y? + o(y?) per y — 0. In particolare

cosh(e** — 1) = cosh(2z 4 222 + o(z)?)
(2 + 222 + o(x)?)?
2
42% + 823 + o(2?)
2
=14 222 4 423 + o(2?).

=1+

+ o((2z + 22% + o(z)?)?)

=1+ + o(x®)

Per a = 2 abbiamo cosh(ax) = 1 + 222 + o(2?), quindi

Num = 1 + 222 + o(z%) — (1 4 22° + 423 + o(2?)) = —42> + o(2?)

Pertanto ) ; ;
cosh(2z) — cosh (e“* — 1 —4
im (22) ( ): lim ——@ AT +0(x):—4.
xr—0t $3 z—0t $3
Esercizio facoltativo. Calcolare
rt+e "
lim e arctan t dt.
T—r—+00 z

Svolgimento. Essendo I'integranda continua in un intorno di +o0o (in realtd in tutto R), per il teorema del
valor medio esiste t, € [z, + e~ *] tale che

rte "
/ et arctant dt = e~ % el arctan t,
x

e quindi, siccome l'integrando é crescente,

— — — —x —
e et arctanz < e % elr arctant, < e %Te®T¢ " arctan (x +e 35),
cioé
r+e *
t e~ T T
arctanx < e'arctantdt < e® —.
- 2
Siccome
. —x
lim e =1,
T—+00

applicando il teorema dei Carabinieri si ottiene

r+e "

T
lim el arctant dt = —.
z—+oo [ 2

TEMA 1

Esercizio 1 [6 punti] Sia

Fla) = emiosa,
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a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e studiare la prolungabilita
per continuita di f in x = 0;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

¢) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento (a) Essendo il dominio di e” tutto R, ed il dominio di logx tutti gli > 0, il dominio di f &
determinato dalle due condizioni:
x>0, 2+logz #0.

La seconda relazione equivale a z # e~2, quindi
D={zx>0:z#e?}.
Con tre cambi di variabile si ottiene

_2 2
lim f(r) = lim eP+l = lim es = lim e’ =1.
r—0t Y——00 S—+00 t—0t
Dunque f puo essere estesa per continuitd in 0 ponendo f(0) = 1.
Inoltre 5
lim f(z) = lim ev = lim e°® = +o0.
z—e=? y—0t s$—+00

Dunque f non puo essere estesa per continuita in e 2.

(b) La funzione ¢ derivabile in tutto il suo dominio, essendo composizione di funzioni derivabili (la funzione
| - | non ¢ derivabile solo in 0, ma 2 + logx si annulla solo in e~2, che non appartiene al dominio.) La
derivata, calcolata con la regola della catena é:

2
2 2+1 1 2¢2Hoga]
) 08T 1 _ c (2 + logx).

2
/ — e |2+logz| — - -
fla)=e ( |2+ 1logz|? ) |24 logz| x x|2 + log x|3

Si noti che la frazione del membro destro € sempre positiva nel dominio D, da cui:

fllz)>0e2+logz <0 0<z<e?

fllr)<0e2+logz >0z >e 2,

ed f'(x) # 0 per ogni x € D. In particolar modo f non ha punti critici.
Il grafico di f & in figura 11.

Esercizio 2 [4 punti] Studiare la convergenza della serie

[e'e) 1
Z Sll’lﬁ
1—2yn’

n=1

Svolgimento Per n — oo abbiamo sin% ~ % e 1 —2y/n~ —2y/n. Pertanto il termine generale della serie &

asintotico a —%. Poiché % > 1, la serie
2n2
o0
-1

3
n=1 2n2

converge, e per il principio di convergenza asintotico, anche la prima serie converge.
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)

Figura 11: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 4 [5+3+4 punti] a) Si calcoli una primitiva della funzione
e”log(1 + 2¢e").

Per o € R, si definisca poi fo(z) = e** log(1 4 2¢€*):

b) si studi la convergenza dell’integrale generalizzato

/0+0<> fa(x)dzx

al variare di o € R;
c) si calcoli lo sviluppo di Taylor di ordine 2 di centro zzp = 1 della funzione

F(z) = /1 " folt) dt.

Svolgimento a) Con la sostituzione y = e*, dy = e*dx ed un’integrazione per parti si ottiene

/ex log(1 4 2e")dx = /1og(1 + 2y)dy = ylog(1 + 2y) — / dy.

1+ 2y
Ora, per ridurre il numeratore dell’integrando a destra scriviamo

2y 1

142y 1+ 2y

2y 1 log(1 + 2y)
/1+2ydy /( 1+2y>dy Y 2
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Aggiungendo ai termini precedenti e sostituendo y = e” si ottiene

log(1 + 2¢e*

/ex log(1 + 2¢)dz = ¢® log(1 + 2¢%) — ¢® + Og(ge) +e
b) Per ogni o € R la funzione f, & continua in [0, 4+00), quindi per studiare la convergenza del suo integrale,
studiamo il comportamento di f, per x — co. Per @ > 0 abbiamo che

lim f,(z) =400,

T—r00
per cui 'integrale 0+°° fa(z)dz diverge.

Per o < 0, abbiamo f,(x) = O(x~2) per x — oo, e per il criterio del confronto asintotico, 'integrale

converge.

c¢) Abbiamo
F(x) = F(1) + F'(1)(z —1) + F”Q(l)(m ~ 1%+ o(jz —1[%) perz — 1.
Abbiamo b N
F) =0, F(1)=fo(1) =log(1+2e), fol@) =5z F) =15

quindi

F(z) =log(1+ 2¢e)(xz — 1) + (x =14 o(lz —1*) perz — 1.

e
1+ 2e
Esercizio 5 [6 punti] Calcolare il limite

lim z¢ (\S/fo — m)

T—400
al variare del parametro o > 0.

Svolgimento. Usiamo espansione (1 4+ y)® =1+ ay + o(y) per y — 0 e scriviamo

1
\8/:102—2:(302—2)% = g1 <1—2>

oo|
Il
8
FNT
7 N\
—_
|
W
8
o
+
o)
7 N\
8|
N———
N———
ol
[¢]
=
&
1
3

1
1\4 1 1
\4/.%—1—(1'—1)411_1"11(1—) —xéll(l——i—o()), per x — oo.
x

Sottraendo otteniamo

3
1 1 “T1
.Z'a<\8/x2— —\4/.734-1):3}0‘-3’:% (_4+0<>>__1344(1+0(1)) per x — o0.
x x
Pertanto
o3 0 per a < %
lim z“ <\8/ 22 —2— Vo + 1) = lim <— (1+ 0(1))> =¢ -1 pera=1%
z——+00 z—+00 4 3
—00  per a > 7.

Appello del 17.09.2019
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Tema 1

Esercizio 1. Sia
f(x) =log |e3”‘ - 2] .

a) Determinare il dominio D e studiare il segno di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e determi-
narne gli eventuali asintoti;

b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto;

c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. a) Chiaramente D = {z € R : [e3* —2| >0} = {z € R : €3 —2 # 0} = R\{!%2}. Segno:

3
3x 3x 3x lOg 3
flx) 20 <= [e"=2|21 <= e*-2<-1¢ee?-221 <— <0, e x> 3
Dove vale = si hanno anche gli zeri di f. Limiti e asintoti: dobbiamo studiare la funzione per x — o0, 10§ 2,

Facilmente, f(—o00) = log 2, quindi y = log 2 & asintoto orizzontale a —0o. A +oo facilmente f(400) = 400.
Cerchiamo un eventuale asintoto obliquo y = mx + ¢. Per m abbiamo che

=t T i PR gy PR gy B
Per g abbiamo
e3* — 2
q= C’:ll)rfoo(]"(az) —3z) = xEIEOO (10g(e3m —2) —log e?’m) = xll)rfoo log e logl = 0.

Conclusione: y = 3x é asintoto obliquo a +oo. Infine,

lim log|e®® — 2| = log 04 = —oo,
x_>log2
3
da cui z = l°§2
b) Chiaramente f & continua sul proprio dominio essendo composizione di funzioni continue ove definite. E

anche derivabile poiché 1'unico punto in cui non si pud applicare la regola della catena & x t.c. e3* —2 = 0,
log 2

¢ asintoto verticale.

cio¢ ¥ = =5=, che perd non appartiene al dominio di f. La derivata ¢
1 337
! 3x 3x
T) = ——sgn (e’ —2)- 3™ = .
(@) = e (€ —2) S
Da questa segue che
log 2

") =0, — €7-2>0, < z> .
3
Si conclude che f N\ su | — oo, 1°§2[ mentre f ' su ]10:%2, +o00[. Non ci sono, di conseguenza né minimi né
massimi (di qualsiasi natura).

c) Grafico.
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Esercizio 2. Si calcoli il limite

_9..2
e 2z 1=z

im — .
2—0+ sinh 22 + 27/3log

Svolgimento. Ricordato che lim;_,o4 2%logz = 0, si vede facilmente che il limite si presenta come una
forma del tipo 0/0. Studiamo 'ordine di infinitesimo di numeratore e denominatore. Ricordato che
2
ed=14+t+o(t)= Lttt + o(t?),

abbiamo
N=1+(z—22%)+o(x —2%) =1 -z =—22%+ o(z) = o(z),

insufficiente per un comportamento preciso,

-9 2\2 2 3
N = 1+(w—2:1:2)—|—($2x)+o((x—2:62)2)—1—x: —23:2—1-%—1—0(:1:2) ~ —5:1:2 per x — 0.
Per il denominatore ¢ sufficiente ricordare che sinht = ¢ + o(t) per cui
D = 2% 4 o(z?) + 273 log x = 2% + o(2®) per z — 07,

z7/3 log x
22

essendo z7/3 log z = o(x?) poiché = z'/31logz — 0 per & —» 0+. Dunque

N =347 3

~ — .
D 2 2
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Esercizio 4. a) Calcolare 'integrale indefinito
z\3 . I x
/ (tan 5) dx (sugg.: eseguire la sostituzione tan 5= u).

b) studiare la convergenza dell’integrale generalizzato
§ tanz
/0 rot2 dx

Svolgimento. a) Seguendo il suggerimento u = tanz/2, x = 2arctanu da cui dx =

al variare di o € R.

1+ — =, pertanto

du = u® —log(1 + u?)

f(tan ) dx _f1+u2d u =2 wdu:me—

2u
1+u? 1+u?

= (tan%)2 — log (1 + (tan %)2) .
tanx

b) Sia f(z) = 55%. Certamente f € C(]0, g]) per ogni a ed ¢ continua anche in x = 0 (quindi integrabile
sicuramente) per a + 2 < 0, cioé per o < —2. Per a > —2 abbiamo un integrale generalizzato in z = 0.
Ricordato che tanz = = + o(x) = z1, per z — 0,

x 1 1
— +
f(.ill‘) ~ pot2 T patl ~ potl per x — 07,

integrabile in 0 se e solo se a+ 1 < 1, cioé a < 0 per confronto asintotico. Morale: I'integrale generalizzato
esiste finito se e solo se o < 0.

Esercizio 5. (i) Si dimostri che la successione

a, = log(n+1) —log v/n2 +an+4

¢ infinitesima per n — oo (per ogni «) e per o = 2 se ne calcoli 'ordine;
(ii) si studi la convergenza della serie

oo

D> an

n=2

al variare di o € R.

Svolgimento. 1) Osserviamo che

n-+1
vn?4+an+4

Per avere l'ordine di infinitesimo occorre essere pitl precisi. Notiamo che, fattorizzando n e usando le

proprieta dei logaritmi
1 1 a 4
ap =log|(14+—)—Zlog|1+—+—=].
n 2 non

Ricordato che log(1 +t) =t+o(t) =t — % + o(t?),

Q+i2
o =h- o) - (2 a- B o)

an = log Nlog%—>0.
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In particolare, se a = 2 si ottiene a,, ~ ﬁ
ii) Per quanto visto al punto i),

2—a C
2n n’

o F# 2,

Ap ~

1 _ C _
T on2 T 02 Oé—2,

da cui si conclude che ) a, converge se e solo se a = 2 in virti del criterio del confronto asintotico.
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