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QUALCHE RICHIAMO

Definizione 0.1. Due rette r = P 4 (v), s = Q + (w) dello spazio sono ortogonali (o
perpendicolari) se i vettori v e w sono tra loro ortogonali, cioe’ se v ow = 0.

Quindi dalla definizione segue che non si richiede che le due rette siano incidenti.

EsempIO 0.1. Le rette r = P+ (i), s = @ + (j), con P = (0,0,0), @ = (0,0,1) sono

perpendicolari, ma r N's = (), in quanto

T 0 , s t
2= 0 z= 1

al variare di ¢t in R. Allora r N s e’ data dal sistema

t=20
0=t
0=1

in t, t/, sistema che non ha soluzione (0 = 1 non ha soluzioni).
N.B. Scrivo i vettori e i punti in colonna o in riga a seconda della convenienza.

e Guardare la definizione di prodotto di matrici. In questo modo un sistema lineare

anxi + -+ apr, =0b
i
Am1T1 + -+ Gmn Ty :bm
si scrive in modo compatto
Y:Arxr =b
dove
ail A1n X1 b1
A= y L= , b=
Am1 T Amn Ln bm

e Consideriamo il sistema lineare omogeneo

5. { a1x1 + agxy +azxs =0
. blacl + bQZL‘Q + ngg =0
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. ay a2 ag . . . . .
Supponiamo che rk A = <b1 by bs ) = 2, cioe’ almeno uno dei minori 2 x 2 sia non nullo.

Allora l'insieme delle soluzioni S di ¥ €’
S={pv|peR}

dove v ¢’ una qualunque soluzione non nulla di >. Un tale v puo’ essere scelto prendendo

i minori 2 x 2 con segno di A. I tre minori in questione sono
Ay =aghs —azby , Ay =aibz—azby , Az =aiby — asby,

e quindi

v = (Al, —AQ,Ag).

Questo non ci stupisce, poiche’, posto v = (a1, as,as), w = (b1, bz, b3), noi sappiamo che
il vettore z = v X w e’ ortogonale ad entrambi v e w. Ma dire voz = woz = 0 vuol
proprio dire che z e’ una soluzione di . Infine, sappiamo che z e’ proprio (A, —As, As).

e I1 discorso precedente ha anche la seguente applicazione. Sia s una retta dello spazio:

{alaz—i—agy—l—agz =aq
S
bix + by +bsz =0b

Stiamo quindi implicitamente assumendo che rtk A = (Z: Zi Zi) = 2, come prima.
Vogliamo calcolare un vettore non nullo v parallelo ad s. Consideriamo i piani m; :
a1x + asy + asz = a, m : byx + boy + bzz = b. Allora un vettore ortogonale a m; €’
n; = (aq,as,as), un vettore ortogonale a my € ny = (b1, b, b3). Un vettore richiesto e’
un (qualunque multiplo non nullo di) n; X ny = (A;, —As, As). Tutto cio’ si puo’ allora
anche interpretare nel seguente modo. Un vettore un vettore non nullo v parallelo ad
s si puo’ ottenere cercando una soluzione non nulla del sistema omogeneo associato al

sistema di s, cioe’ del sistema

'{alx—kagy—f—agz =0
' b1x+b2y+b32 :0

Ovviamente, in concreto, si tratta sempre di calcolare i tre minori con segno di A.



Esempio 0.2. Nello spazio sia s la retta di equazioni
3r —2y—2z =14
S
T—y—3z =224

Cerchiamo la direzione di s, cioe’ un vettore non nullo w parallelo ad s. Le coordinate
3r —2y—2z =0

r—1y—3z =0
Considerando i minori con segno della matrice

3 -2 =2
1 -1 -=3)°

(47 77 _1)7

di w sono una soluzione non nulla di {

troviamo il vettore

quindi possiamo prendere
w=(4,7,—-1)

o un qualsiasi suo multiplo non nullo. #

e Equazioni parametriche e cartesiane di una retta nello spazio.
e Piano passante per una retta e un punto.

e Piano passante per una retta e parallelo ad un vettore.

EseEmPIO 0.3. Determinare il piano che contiene la retta

T+2y+z2=1
T
20 —y+2=3

e parallelo al vettore v = (1,1, 14).
SOLUZIONE. Il piano richiesto e’ nel fascio di piani per r. Questo fascio ha equazione
F:AMe+2y+2z—1)+pRr—-—y+2—-3)=0
Raccogliendo otteniamo
FrA+2m)r+CA—p)y+ A +p)z—A—=3u=0

Un vettore ortogonale al piano my , : (A +2u)z 4+ 2A — p)y+ A+ p)z —A=3p=0¢ 1l
vettore

n = (A + 20,20 — A+ p).
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Dobbiamo allora trovare una coppia (A, ) tale che ny , L v, poiche’ questo e’ proprio

equivalente ad imporre che 7y , sia parallelo a v. Allora ny , o v = 0 vuol dire
(A+ 20,2\ — i, A+ p) o (1,1,14) = 0

cioe’ A\+2pu+ 2\ —pu+14(A+p) = 0, e quindi 17\ + 15 = 0. Possiamo prendere A = 15,

@ = —17. Il piano richiesto €’
T=ms5-17=15(x+2y+2—-1)—-172x —y+2—-3)=0

cioe’ m: —4x + 47y — 22 + 36 = 0.
Alternativamente si puo’ procedere cosi’: siha my , : Mz +2y+2—1)+p2r+—y+

z —3) = 0. Consideriamo I’equazione omogenea associata:
(%) Mz +2y+2)+ p2e —y+2) =0.

Questa rappresenta il piano ay , parallelo a m) , e passante per 'origine. A questo
punto imporre il parallelismo di v con my , equivale al imporre che v (pensato applicato
all’origine), sia contenuto in ay ,. Allora basta sostituire in (*) le coordinate di v e

risolvere ’equazione in A, p. facendo il conto:
AMl+2+14)+p(2—-1+14)=0

porge 17\ + 15 = 0, e si conclude come prima. #

o a
e Nello spazio, dato un punto P = <y0> e un vettore v = (b >, allora P + v €’ il

Z0 C

ro+a
P+v= (yo+b>.

zo+c

punto

Analogamente, nel piano, dato un punto P = (ig) e un vettore v = (Z), allora P+ v
e’ il punto
ro+a
Pt+v= ( Yyo+b ) :

Esempi:



e Retta r nello spazio per P, di direzione v (o parallela a v): r = P+ (v) = {P+tv |
t € R}. Qui ovviamente assumiamo v # 0, altrimenti non troviamo una retta, ma un

punto. Esempio.

1 4 144t
P = (2) , V= (5) = r:{(2+5t) |tER}.

3 6 346t
Analogamente nel piano: retta r nel piano per P, di direzione v: r = P+ (v) = {P+tv |
t € R}. Qui ovviamente assumiamo v # 0, altrimenti non troviamo una retta, ma un

punto. Esempio.
1 4 1+4t
po(t) . v-(2) & e {()ieer)

e Due vettori v, w si dicono paralleli (e scriviamo v || w) se almeno uno dei due €’

multiplo dell’altro. Tre vettori si dicono complanari se, una volta applicati all’origine,

giacciono sullo stesso piano. Esempi nel piano:

1 1 .
vV = <2> , W= <3) non sono paralleli,
0 1 .
vV = <2> , W= <2> non sono paralleli,
vV = (;) , W= (Z) sono paralleli,
v = <8> , W= (Z) sono paralleli per ogni a, b.

In generale,

sono paralleli se e solo se

V1 Wi
det <U2 w2> = viwy — vowy = 0.

Nello spazio.

<
I

2
, W= (4> non sono paralleli,

<
I

0
4) non sono paralleli,

sono paralleli,

<
Il

) sono paralleli,

<
Il
OO0 WK ROR OO KR WM —

<
Il
7~ N /7 N 7 N 7 N
N—— N N S
s
Il
TN N N N
o2 o
~_

> sono paralleli per ogni a, b, c.



In generale,
sono paralleli se e solo se

cioe’ se e solo se

det (Z; Z;) = det <Z; Z;) = det (Zi Zi) =0.
Esempi di vettori complanari. Nel piano la discussione e’ banale: poiche’ ¢’e’ un solo
piano, tre vettori del piano sono sempre complanari. Diversa e’ la situazione nello spazio.
Avendo introdotto il prodotto vettoriale, e’ chiaro che tre vettori u, v, w sono complanari
se e solo se il prodotto misto uo (v x w) = 0 (si costruisca il parallelepipedo di vertice

I'origine e lati u, v, w: e’ chiaro che i tre vettori sono complanari se e solo se il volume

U1 V1 w1
u= Uo , vV = v2 , W = w2
us U3 w3

sono complanari se e solo se
up v wi
det | w2 v2 w2 | = (.
u3 v3 w3
Esempi:

1 0 0 100
u= (0> , V= <1) , W= (0) non sono complanari poiche’ det (010> =1+#0.
1

0 0 001

1 4 3 143
u:<2> , v:<8> , W:<5> sono complanari poiche’ det<285):0.
3 7 4 374

e Fascio proprio di rette nel piano. Siano r, v’ due rette non parallele del piano, e

e’ zero). Quindi

supponiamo r N1/ = {P}. Allora, se r :ax + by =cer’ :a'z+ by = ¢, lequazione del
fascio e’
F:XNax+by—c)+pldz+by—)=0,
dove A, u € R non sono entrambi nulli.
Ricordo che poiche’ stiamo assumendo che r ed r’ siano rette, sicuramente almeno
uno tra a e b € non nullo, ed almeno uno tra a’ e b’ € non nullo. Aggiungo anche che
dire r ed r’ non parallele equivale a dire

a b

det <a, b,) # 0.
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Esempi: determinare la retta passante per @Q = (;) e per l'intersezione delle rette
r:x+2y=1,1r":x— 3y =4. La retta richiesta e’ nel fascio per il punto d’intersezione
tra r ed r’. Si ha

F:XMe+2y—1)+pulx—3y—4)=0,

dove A\, u € R non sono entrambi nulli. Imponendo il passaggio per () si ottiene:
F:Ax1+4—-1)4+pu(l—-6—-4) =0,

cioe’ 4\ — 9u = 0. Possiamo prendere A =9, u = 4, ed ottenere la retta richiesta
I9(x+2y—1)+4(x—3y—4) =0,

9z 4+ 18y — 9+ 4x — 12y — 16 = 0, ed infine 13z 4 6y = 25. #
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IsTITUZIONI 2

ESEMPIO 1.4. Sia f(x,y) = ye~*¥ ed S la superficie di equazione z = f(x,y).
(a) Scrivere l'equazione del piano tangente ad S nel punto (2,5, f(2,5)).
(b) Scrivere I'equazione della retta tangente alla curva di livello passante per il punto
P = (2,5) nel punto P.
(c) Calcolare la rapidita di variazione di f nel punto P nella direzione del vettore v =
2i+ 3j.
SOLUZIONE.  Calcoliamo le derivate parziali. Si ha f,(z,y) = —y?e™ Y, fy(x,y) =
e " —xye ™ = (1 — xy)e *Y. 1l gradiente in (z,y) €’
(VA @, y) = fole, )i+ fy(z.9)i = —y*e i+ (1 - zy)e”™j.
Calcolando in P si ha (Vf)(P) = —(25i + 9j)e 1%, Un vettore normale alla superficie in
(P, f(P))e
n=f,(P)i+ f,(P)j—k=—(25i+9j)e '’ —k = (-25e71 —9¢710 —1).
L’equazione del piano tangente m ad S nel punto (2,5, f(2,5)) €’
(=257 10, —9¢710 1o (x -2,y —5,2— f(P)) =0

Essendo f(P) = 5e7 1%, si ha

100 + 25 + 9y
_ 5 _

T z2=0

e semplificando

7 : 252 + 9y + e'%2 = 100.

La retta r tangente alla curva di livello passante per il punto P = (2,5) nel punto P ¢’

la retta passante per P ed ortogonale a (V f)(P). L’equazione di r €’

(—25e710, —9¢7 1% o (z — 2,y — 5) = 0.

Si ha
95 —-25x -9y
r— 10 =0
e semplificando
r:25x + 9y = 95.
Poniamo u = ﬁ = ﬁ = \/%V. La rapidita di variazione di f nel punto P nella
direzione del vettore v = 2i + 3j ¢ Dy(P) = (Vf)(P)ou= —\;—17—36_10. #
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EsemMPIO 1.5. Sia F : R?2 — R definita da
flay)=a*—2> +y* =y

per ogni (x,y) in R
(a) Determinare i punti di massimo e minimo relativi e i punti di sella.

(b) Determinare il massimo ed il minimo assoluti di f nella regione di piano
T={(z,y) eR?*|2>0, y>0, z+y <3}.

SOLUZIONE. (a) La funzione e’ differenziabile ovunque, perche’ polinomiale. Calcoliamo

le derivate parziali che ci servono:
fa: = -2z +4$3, y = _2y +4y3> fmc = -2+ 12372, fyy = -2+ 12y27 fgcy =0

Cerchiamo i punti critici:
{fm:O {—2x+4x3:0 {x(2x2—1)20
fy=0 " —2y+ 4y =0 y(2y2 —1) =0

Se z # 0, allora 22 = 1/2. Se y # 0, allora y* = 1/2. Le soluzioni allora sono

(7+7)

e queste sono 4. Poi ¢’e’ (0,0), ed infine

et) - ()

in tutto sono 9 soluzioni. Osservo che nel nostro caso f(+z,ty) = f(x,y) (ovviamente
non e’ detto che ci sia sempre una simmetria di questo tipo, se non c’e’, si studiano tutti
i casi). Basta allora studiare i punti P = (0,0), Q = (1/v/2,1/v/2), R = (1//2,0) e
S = (0,1/+/2). Introduciamo 1’'Hessiano

H(:L’,y) = fmxfyy —f2, = 144552'!/2 —242% — 24y2 + 4.

ry

Siha H(P) =4 >0, fy:(P) = —2, quindi P €’ di massimo relativo. Poi H(Q) = 16 > 0,
fzz(Q) = 4, quindi @ €’ di minimo relativo, H(R) = H(S) = —8, quindi R ed S sono

punti di sella.
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(b) Per determinare il massimo ed il minimo assoluto su 7' (che esistono, in quanto f
e’ continua e T €’ chiuso e limitato), dobbiamo studiare il comportamento di f sulla
frontiera di T'. Tale frontiera e’ I'unione dei tre lati del triangolo. Cominciamo con
o:tw— Py =(t,0). Questa mappa descrive tutto I'asse delle z. Dobbiamo determinare
'intervallo di variazione di ¢. Dovra’ essere 0 < ¢ < 3. Introduco allora g(t) = f(P;) =
t* — 2. Ora ¢/(t) = 4t — 2t, che si annulla per t = 0,£1/v/2. I casi da esaminare sono

allora

t=0, 1/v2, 3

corrispondenti ai punti (0,0), (1/4/2,0), (3,0).

Studiamo adesso il comportamento di f nel segmento contenuto sull’asse y. Qui
considero 7 : t — R; = (0,¢). Questa mappa descrive tutto I’asse delle y. Dobbiamo
determinare 'intervallo di variazione di t. Dovra’ essere 0 < ¢t < 3. Introduco allora
h(t) = f(R;) = t* — 2. Ora h'(t) = 4t3 — 2t, che si annulla per t = 0,4+1/v/2. I casi da
esaminare sono allora

t=0, 1/v2, 3

corrispondenti ai punti (0,0), (0,1/v/2), (0,3).
Studiamo infine il terzo lato ('ipotenusa). La retta in questione ¢’ r : z +y = 3.

Consideriamo allora la parametrizazione

{
r:
y=3—=

al variare di ¢t in R, e quindi la mappa ¢ : t — Sy = (t,3 — t). Questa mappa descrive
tutta la retta r. Dobbiamo determinare l'intervallo di variazione di t. Dovra’ essere
0 <t < 3. Introduco allora k(t) = f(S;) = t* —t2 + (3 —t)* — (3 — )% Ora k'(t) =
4¢3 — 2t — 4(3 — t)3 +2(3 — t), e non €’ cosi’ evidente trovarne gli zeri. Poiche’ si tratta
di un polinomio di grado dispari a coefficienti reali, sappiamo che almeno uno zero c’e’.
Cerchiamo di trovarlo, cosi’ poi dovremo studiare una equazione di grado 2. Dalla forma
di k(t) e evidente che il grafico di k(t) €’ simmetrico rispetto l'asse = 3/2 (questo
equivale a dire che k(3 +¢) = k(2 —t), come si puo’ facilmente verificare). Ma allora
sicuramente per x = 3/2 ¢’¢’ un massimo o un minimo relativo, quindi in particolare

k'(3/2) = 0. Siamo riusciti a trovare uno zero di k'(¢). Ma allora, il teorema di Ruffini
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ci dice che k'(t) e’ divisibile per t — 3/2, e facendo la divisione si trova
K'(t) =463 =2t —4(3 —1)3 +2(3 —t) = 2(4t> — 181% + 52t — 51) = 4(t — 3/2)(2t* — 6t + 17).
A questo punto, poiche’ il discriminante di 2t? — 6t + 17 vale
A=b —dac=36—-4-2-17 <0,
concludiamo che ¢ = 3/2 e’ I'unico zero reale di £(t). I casi da esaminare sono allora
t=0, 3/2, 3

corrispondenti ai punti (0, 3), (3/2,3/2), (3,0).

Riassumendo, possiamo affermare che il minimo ed il massimo di f su T vengono
assunti in punti dell’insieme unione dei punti singolari interni a 7" (che nel nostro caso
non sono presenti, perche’ non ci sono punti singolari), punti critici interni a 7', i punti

individuati in precedenza sul bordo. Riassumendo, I'insieme dei punti da considerare e’:
{(1/v2,1/v2),(0,0), (1/v2,0),(3,0),(0,1/v2), (0,3), (3/2,3/2)}.
Per concludere dobbiamo calcolare f su questi punti. Si ha

F/V2,1/V2) = -—1/2
f(0,0) =
f(1/v2,0) = —1/4
f(3,0) =72,
£(0,1/v/2) = —1/4
3) =
) =

(0
£(3/2,3/2) = 45/8

Quindi il massimo assoluto su 7" e’ 72 ed il minimo assoluto su 7" e’ —1/2. #

N.B. Conviene fare sempre un disegno il piu’ possibile preciso della regione da con-
siderare (nel nostro caso T'), e poi stabilire quali dei punti rilevanti incontrati nella dis-

cussione sono effettivamente nella regione (nell’esempio precedente, (1/v/2,1/v/2) € T,
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poiche’ 1/\/§ >0, 1/\/§ >0e 1/\/§—|— 1/\/§ =42< 3). In generale occorre determinare
tutti i punti critici (cioe’ in cui f, ed f, esistono e sono entrambe nulle), e tutti i punti
singolari (cioe’ i punti in cui almeno una (o tutte e due) tra f, ed f, non esistono), ma
poi bisogna considerare solo quelli interni alla regione. Poi infatti si analizza comunque

tutto il bordo (utilizzando opportune parametrizzazioni).

EseMPIO 1.6. Si consideri la seguente equazione differenziale:
(%) y' + 4y + 4y = e”.

(a) Determinare la soluzione generale dell’equazione omogenea associata.
(b) Determinare la soluzione generale di (x).

(¢) Determinare la soluzione di (x) che soddisfa la condizioni iniziali

SOLUZIONE. (a) L’equazione differenziale omogenea associata e’
(#) v+ 4y + 4y = 0.

L’equazione caratteristica e’ A2 +4\+4 = 0, che ha la sola radice A\ = —2 di molteplicita’

2. Sappiamo allora che le soluzioni di (#) sono tutte e sole del tipo

y = cre 2 + cowe
al variare di ¢q, ¢co in R.

(b) In questo caso R(z) = e* € prodotto di e** e un polinomio di grado zero (ogni
costante non nulla e’ un polinomio di grado 0), dove p = 1. Cerco allora una soluzione

del tipo
f(x) = ae®
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in quanto u non e’ radice dell’equazione caratteristica A2 +4X\+4 = 0 (equivalentemente:

la molteplicita’ di 1 come zero di A2 4+ 4\ + 4 = 0 e’ zero). Facendo il conto si trova
fl@) =ae” , f"(z)=ae”

e quindi
f'+af +4f = (a+4a + 4a)e”

Imponendo
e’ = (a+ 4a + 4a)e”

otteniamo a = %. Una soluzione particolare di (%) e’ dunque

y:§67

la soluzione generale e’

y=—e’+ cre” % 4 core™ "

9
c1, co € R.
(¢) Si tratta di determinare ¢1, co imponendo le condizioni iniziali. Ora da

1
Ozy(O):§eO+cleo+02-0~eo

segue
1
Cl = ——=

9

Ora y' = Le® — 2c1e72% + cye 2% — 2coxe™ 2, quindi da
9 )

1

0=14(0)= §eo —2¢1e" + cpel
segue
1 1 1 1
=% — =2 — ==
@I T YT 9T 97 3

La soluzione richiesta e’
1 1 1 _
y=—e" — —e % — _xe 27,

9 9 3

(d) Si tratta di determinare c¢;, ¢y imponendo le condizioni iniziali. Ora da

1
0=y(1l) = 561 +cie 24yl
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segue

L 3
L +c=——e

9

Ora gy = %em — 2c1e7 %% 4 cpe™ % — 2core™ %", quindi da

1
0=19'(1)= 561 —2c1e7 2+ coe? — 209072

segue

1
2c1 +co = 563.

Si tratta quindi di risolvere il sistema

{ c1+cy =
2c1 +co =

Q|
™

Ol
w

in ¢y, ca. Questo si risolve in

un qualunque modo. Ad esempio, sottraendo si trova
c = %(33, e quindi ¢y = —%e?’ — %63 = % 3. La soluzione richiesta e’
1 2 4 1 4
y:_€m+_€3 23:__3:63 2:2‘
9 9 3

EseMPIO 1.7. Si consideri la seguente equazione differenziale:

(%)

y// +4y/ +4y — 6—237_

(a) Determinare la soluzione generale dell’equazione omogenea associata.
(b) Determinare la soluzione generale di ()

(c) Determinare la soluzione di () che soddisfa la condizioni iniziali

SOLUZIONE. (a) L’equazione differenziale omogenea associata e’

(#) y' + 4y +4y=0.
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L’equazione caratteristica e’ A2 +4\+4 = 0, che ha la sola radice A = —2 di molteplicita’

2. Sappiamo allora che le soluzioni di (#) sono tutte e sole del tipo

y=cre 2% 4+ core 2
al variare di ¢q, co in R.

(b) In questo caso R(z) = e~2* ¢’ prodotto di e** e un polinomio di grado zero (ogni
costante non nulla e’ un polinomio di grado 0), dove u = —2. Cerco allora una soluzione
del tipo

f(z) = ax®e**

in quanto p e’ radice di molteplicita’ 2 dell’equazione caratteristica A\? 4+ 4\ + 4 = 0.

Facendo il conto si trova
f'(x)=2az —2az?e™2® | f’(z)=2a—-8ax+4az?)e %"

e quindi
"+ Af +4f =2ae 27,

Imponendo

-2

e = 92qe 2"

otteniamo a = % Una soluzione particolare di (x) e’ dunque

la soluzione generale e’
1, _ _ _
Y= 5:1?26 4 oc1e7% 4o cone
c1, co € R.

(c) Si tratta di determinare ¢;, ¢o imponendo le condizioni iniziali. Ora da
1 0 0 0
0=y(0)= §~O~e +cie” +c2-0-e

segue

01:0,
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e imponendo y'(0) = 0 segue anche ¢y = 0 (verificarlo). La soluzione richiesta e’

1 _
—x2e 2",

y:2

(d) Si tratta di determinare ¢1, c2 imponendo le condizioni iniziali. Procedendo come
nell’esercizio precedente, si ottiene un sistema in ¢y, co, risolto il quale si ottiene la

soluzione

EsemMpPIO 1.8. Si consideri la seguente equazione differenziale:
(*) y' + 4y’ + 4y = ze”.

(a) Determinare la soluzione generale dell’equazione omogenea associata.
(b) Determinare la soluzione generale di (x).

(c) Determinare la soluzione di () che soddisfa la condizioni iniziali

SOLUZIONE. (a) L’equazione differenziale omogenea associata e’
(#) v+ 4y +4y =0.

L’equazione caratteristica e’ A2 44X +4 = 0, che ha la sola radice A\ = —2 di molteplicita’

2. Sappiamo allora che le soluzioni di (#) sono tutte e sole del tipo

y=cre 2 4+ core 2

al variare di ¢y, ¢o in R.
(b) In questo caso R(x) = xze® e’ prodotto di e** e un polinomio di grado uno, dove

1 = 1. Cerco allora una soluzione del tipo

f(z) = (ax + b)e®
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in quanto x4 non e’ radice dell’equazione caratteristica A% + 4\ 4+ 4 = 0. Facendo il conto

si trova
fl(z)=(a+b+ax)e” , f'(z)=(2a+b+ ax)e”
e quindi
f"+4f +4f = 3(2a + 3b+ 3ax)e”.
Imponendo
xe® = 3(2a + 3b + 3ax)e”
otteniamo a = %, b= —%. Una soluzione particolare di (%) ¢ dunque

Y=\9" " a27)%>

la soluzione generale e’

1 2 x T —2x T —2x
= | =-r——= )€ cie Coxe
) 9 o7 1 2

c1, co € R.
(c) Si tratta di determinare ¢, co imponendo le condizioni iniziali. Facendo il conto

si trova

(d) Si tratta di determinare ¢1, co imponendo le condizioni iniziali. Procedendo come

nell’esempio precedente, si ottine un sistema in c1, cs, risolto il quale si ottiene la soluzione

_ 1 2 x 5 3—2x 2 3—2x
Y = <9x 27)6 +27e 9:)36 .

EseMPIO 1.9. Si consideri la seguente equazione differenziale:

(%) y" + 4y + Ay = 23e 27,

(a) Determinare la soluzione generale dell’equazione omogenea associata.

(b) Determinare la soluzione generale di (x).



20

(¢) Determinare la soluzione di (*) che soddisfa la condizioni iniziali

SOLUZIONE. (a) L’equazione differenziale omogenea associata e’
(#) y' +4y' + 4y =0.

L’equazione caratteristica e’ A2 +4\+4 = 0, che ha la sola radice A\ = —2 di molteplicita’

2. Sappiamo allora che le soluzioni di (#) sono tutte e sole del tipo

y=cre F 4 core 2

al variare di ¢y, co in R.

3 2x

(b) In questo caso R(x) = z°e~** ¢’ prodotto di e** e un polinomio di terzo grado,

dove u = —2. Cerco allora una soluzione del tipo
f=a? (a +bx+ca®+ da:g)e_h

in quanto u e’ radice doppia dell’equazione caratteristica A2 + 4\ +4 = 0. Facendo il

conto si trova

f'=2ar—2ax*+3ba* —2ba® +4ca® —2cat + 5da* —2da’)e 2"
f"=2a—-8ax+6bx+4ax®—12b2* +12c2*+
+4ba® —16ca® +20da® +4ca* —20da* +4dxb)e 2

e quindi
f"44f +4f = (2a+6bx+12c2® +20d2)e 2°

Imponendo
3 —2x __ 2 3\ —2x
z’e” " = (2a+6bx+12ca*+20dx”)e
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ottenlamoa=b=c=0ed = %. Una soluzione particolare di (%) ¢ dunque

1
5 —2z
y=—x’e
20
la soluzione generale e’
1 5 _—2x —2x —2x
Y= —=x"€ + cie + coxe

20

c1, co € R.
(c) Si tratta di determinare ¢, ¢o imponendo le condizioni iniziali. Ora da y(0) =0
segue

c1 =0,
e imponendo y'(0) = 0 segue anche co = 0 (verificarlo). La soluzione richiesta €’

L s
y=g5ze

—2x

(d) Si tratta di determinare c1, co imponendo le condizioni iniziali. Procedendo come

nell’esercizio precedente, si ottiene

f(1) = e 2 (2—10 +c+ CQ) . [ = e ? (% —2c1 — 02)

e si ottine il sistema in c¢q, ca,

1
C1+c2 = —35
2c1 +ca = o

risolto il quale si ottiene la soluzione

1 1 1
y = 2—01'56_236 + ge—2ﬂc _ er—Z:r.

EseEMPIO 1.10. Si consideri la seguente equazione differenziale:
<*) y// + 2y/ _ x2.

(a) Determinare la soluzione generale dell’equazione omogenea associata.
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(b) Determinare la soluzione generale di (x).

(c) Determinare la soluzione di () che soddisfa la condizioni iniziali

SOLUZIONE. (a) L’equazione differenziale omogenea associata e’

(#) y' +2y =0.

L’equazione caratteristica e’ A2 + 2\ = 0, che ha le radici A = —2, A\ = 0 ciascuna di

molteplicita 1. Sappiamo allora che le soluzioni di (#) sono tutte e sole del tipo

y = c1%% 4 cpe 2"

cioe
—2x
Yy =c1+cee

al variare di ¢q, co in R.
(b) In questo caso R(x) = 2% e prodotto di e#® e un polinomio di grado due, dove

1 = 0. Cerco allora una soluzione del tipo
f(z) = (az® 4 bz + c)x

in quanto u = 0 e’ radice di molteplicita’ 1 dell’equazione caratteristica A\ + 2 = 0.

Facendo il conto si trova
f'(x) =3ax* +bx+c , f'(x)=6azx+2b

e quindi
" +2f = 6az® + (4b+ 6a)x + 2b + 2

Imponendo
2% = 6ax’® + (4b+ 6a)z + 2b + 2¢
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otteniamo a = %, b= —i, c= %. Una soluzione particolare di () ¢ dunque
15 1 n 1
=|=-x"—-x+-)x,
OV

la soluzione generale e’

1 11
y = <6$2_Z$+Z)$+01+026_2$

C1, C2 € R.

(c) Si tratta di determinare c¢1, c2 imponendo le condizioni iniziali. Ora da

Ozy(O):c1+02

segue
c1+co = 0
Infine da
1
0=19'(1)==>-2
y'(1) 1 C2
segue
1
C2 = §7
e quindi ¢; = —%. La soluzione richiesta e’

y—6:c 4x+4x 8+86 .

(d) Si tratta di determinare ¢1, co imponendo le condizioni iniziali. Procedendo come

negli esempi precedenti si trova
1 7 1
ot 3 Lo L0 Lo 9
YT TN T Tty
EsemMpio 1.11. Sia E is solido definito da

E={(z,y,2) eR® | 2? +y* <z 2<2—y}.

Calcolare il volume di E.
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SOLUZIONE. Determiniamo il sottoinsieme D di R? in cui variano le proiezioni (z,y) dei
punti (z,y,2) di E. Da 2?2 +y? < 2, 2 < 2—y, segue 2 +y? < 2—y. Questo lo riscriviamo
come x2 + 3% +y < 2. Completando i quadrati, essendo (y — a)? = y? + a? — 2ay, posso
scrivere (cona=—3), Y  +y=y’+y+31—3=(y+3)> -1 equindiz® +y* +y <2

diventa 2% + (y + 3)% — § < 2, cioe 22 + (y + 1)? < 2. Si tratta quindi dei punti del

cerchio D di centro (0, —1) e raggio 3.

A questo punto il volume richiesto e

I:///V dr dy d>

che possiamo iterare nel seguente modo:

o0 anche

per questioni di simmetria.

Calcolando l'integrale interno otteniamo
1 2—y—y
(1) I= dy/ 2—y—a®—y?)da
) _

Osserviamo che potevamo esprimere il volume di £ come il volume del solido compreso

tra i due grafici delle funzioni

f:D—=-R | (z,y)—>2-—y
g:D—-R | (a:,y)—)xQ—i—yQ
e quindi

1 2—y—y
I:// 2—y—x2—y2dA:/ dy/ 2—y—a2—yH)de
K aa= [ f" )

ovviamente trovando la formula di prima.
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Si tratta adesso di calcolare I. Calcolare (1) in coordinate cartesiane non sembra cosi’
comodo. Si puo’ provare con coordinate polari (provare), ma anche cosi’ facendo non si
ottiene un integrale piu’ comodo. Proviamo infine con il cambio di coordinate x = r cos v,
y—l—% = rsind, che e dettata dalla forma di D. Ovviamente bisogna ricordarsi di calcolare

lo Jacobiano. Facendo il conto si trova

quindi J = ‘% = r. Allora

11
2—y—2'—y?=2—(y+at+yP)=2-(y+al+y+ - ) =2-( - )= -

2 3/2 27 9 1 1 3/2 81 81
I= dv - dr = dv 2t = — ==
/ / ( r)rr /0 {4 2r 47‘10 7T64 327T

EseEmMPIO 1.12. Sia D = {(z,y) e R* |2? + (y — 1)2 > 1, 2% + (y — 2)? < 4}.
(a) Disegnare D.
(b) Calcolare:

SOLUZIONE. Fare bene il disegno di D. Vediamo se usando coordinate polari riusciamo
a calcolare I. Poniamo dunque x = rcos?d, y = rsind. E’ chiaro dal disegno che
0 < ¥ < 7. Vediamo adesso invece l'intervallo in cui varia r una volta fissato 9. Sempre

dal disegno risulta 2sin? < r < 4sin¥. Quindi (ricordarsi lo Jacobiano)

4 sin Y 4 sin 9 ™
I—/ dl?/ —dr—/ dz‘/‘/ dr—/ d¥(4sind — 2sindd) =
2sin9 T 2 sin ¢



