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Presentazione

L’obiettivo di questo libro é di fornire un’introduzione alla teoria della probabilita e alle
sue applicazioni, senza fare ricorso alla teoria della misura, per studenti dei corsi di laurea
delle facolta scientifiche (in particolar modo matematica, fisica e ingegneria). La scelta degli
argomenti e I’approccio adottato sono il frutto di alcuni anni di esperienza con il corso di
Probabilita e Statistica, tenuto per il primo/secondo anno del corso di laurea (triennale) in
matematica presso I’Universita degli Studi di Padova.

Si € deciso di porre grande enfasi sulla probabilita discreta, vale a dire su spazi finiti o
numerabili. La prima ragione € che, in questo contesto, sono sufficienti pochissimi strumenti
analitici per presentare la teoria in modo completo e rigoroso (bastano sostanzialmente
successioni e serie). Questo permette di introdurre il linguaggio e le nozioni basilari di
probabilita senza complicazioni tecniche, focalizzando 1’attenzione sulle difficolta sostanziali
che gli studenti incontrano nella fase iniziale dello studio di questa disciplina. La seconda
ragione é che poche nozioni di probabilita discreta sono sufficienti per discutere problemi
e applicazioni estremamente interessanti e non banali, alcuni tuttora oggetto di ricerca
matematica. Una selezione di possibili esempi in questa direzione & presentata nel capitolo [2]
Riteniamo che la trattazione di uno o piu di tali problemi gia nella prima parte del corso
possa costituire un ottimo elemento formativo.

La trattazione degli spazi di probabilita generali (non discreti) é molto succinta e princi-
palmente focalizzata alla discussione delle variabili casuali assolutamente continue. In questa
parte, diversi risultati sono enunciati senza dimostrazione, per ovvie ragioni, ma la presenta-
zione é sempre rigorosa. In particolare, si & scelto di dare sempre definizioni matematicamente
precise, sottolineando esplicitamente le questioni tecniche che non possono essere risolte con
gli strumenti a disposizione. I prerequisiti sono al livello di un corso di Analisi 1 (limiti,
derivate, integrale di Riemann), con ’eccezione del paragrafo sulle variabili casuali mul-
tidimensionali, per cui é richiesta la conoscenza dell’analisi multivariata (derivate parziali,
differenziale, integrale di Riemann in pitt dimensioni), e che tuttavia puo essere omesso.

il



iv



Indice

(1

Spazi di probabilita discreti|
1.1 _Generalital . . . . ... ... ...

[1.5 Indipendenza di eventy . . . . . .

Esempi rilevanti di probabilita discrete]

2.2 La passeggiata aleatoria semplice)

[2.3 Il modello di Ising in meccanica statistical . . . . ... . ... ... ... ...

[2.4 1l modello di Hardy-Weinberg in genetical] . . . . . ... ... ... ... ...

[2.5  Un’applicazione alla finanza: il modello di Black-5Scholes discreto| . . . . . . .

[3.5  Spazi LP, momenti, varianzal . . .

[3.6  Funzione generatrice dei momenti
[3.7  Disuguaglianze| . . . . . . . . ..

3.8  Covarianza e coefficiente di correlazionel . . . . . . . . . . ... ... ... ..

3.9 Valor medio e indipendenza] . . .

[3.10 Classi notevoli di variabili casuali discretel . . . . . . . .. ... ... .. ..

Spazi di probabilita generali (cenni)|

4.1 o-algebre e misure di probabilita)

11
24
28

37
37
43
62
70
73

79
79
81
84
87
91
93
96
98
100
102

111
111
115
116



6T o ssicl
6.1 La legge deil grandi numeri|. . . . . . . .. ...
6.2 Il teorema limite centrale: enunciato e metodo dell’approssimazione normale| .

|7 Applicazioni alla statistica matematical
[7.1 Qualche nozione di Statistica Matematical . . . . . . . . ... ... ... ...
7.2 Stimatori di Massima Verosimiglianzal . . . . . .. ... ... ... ......
[7.3  Stimatori per campioni Gaussiani| . . . . . . . . . ...

[(.4  Stima intervallarel . . . . . . . . .

AS finitd

B Un esempio di misura finitamente additiva ma non o-additival

vi

131
131
134
138

145
145
149
159
159

161

163



Notazioni

Dato un insieme €2 e due suoi sottoinsiemi A, B C (), useremo le notazioni standard

AUB = {weQ:weAowe B},
ANB = {weQ:weAewe B},
A = {weQ:w¢ A},
A\ B = AN B°,
AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (AN B),

dove il simbolo “:=" indica una definizione. Le definizioni di unione e intersezione si estendono
in modo naturale a una famiglia arbitraria {4;};cs di sottoinsiemi di €:

UAi = {weQ: Jieltalechew € 4},
el
ﬂAi = {we:Vielsihachewe A;}.
el

Ricordiamo le leggi di De Morgan:
(AUB)® = A°NB°, (ANB)° = A°UB°,

e pil in generale

(Ua) =0 (Na) = ua

el el el el

Indicheremo con N := {1,2,3,...} i numeri naturali, zero escluso; quando vorremo
includerlo, useremo la notazione Ny := {0, 1,2,...}. Adotteremo le notazioni standard per i
numeri interi, razionali, reali e complessi, indicati rispettivamente con Z, Q, R e C, e porremo
Rt :=[0,00) ={z €R: 2>0}e Q" :=QnNI0,c0).

Diremo che un numero x € R €& positivo se x > 0 e strettamente positivo se x > 0;
analogamente, diremo che z & negativo se x < 0 e strettamente negativo se x < 0. Si noti che con
queste convenzioni 0 € sia positivo sia negativo. La parte positiva e negativa di un numero z € R
sono definite rispettivamente mediante z := max{z,0} e = := —min{z, 0} = max{—z,0}.
Si noti che ™, 27 > 0 e x = T — 2™, mentre il valore assoluto di z ¢ dato da |z| = 2T — 2.

Utilizzeremo gli aggettivi “crescente” e “decrescente” in senso debole: una funzione f :
R — R sara detta crescente (risp. decrescente) se per ogni = > y si ha f(x) > f(y) (risp.
f(z) < f(y)). Una funzione costante ¢ dunque sia crescente sia decrescente.



La cardinalita di un insieme A, cioé il numero dei suoi elementi, sara denotata col simbolo
|Al; per indicare che un insieme ha cardinalita finita scriveremo |A| < oo. Un insieme A &
detto numerabile se é in corrispondenza biunivoca con N, cioé se esiste una applicazione
f A — N iniettiva e suriettiva. Dati due insiemi A, B, il loro prodotto cartesiano A x B é
definito come I'insieme di tutte le coppie (a,b) con a € A e b € B. Queste definizioni verranno
riprese e approfondite nel paragrafo [L.3]

Somme infinite

Data una successione di numeri reali (2, )nen, € ben noto che la somma della serie corrispon-
dente ) ° |z, ¢ definita come il limite per N — oo delle somme parziali sy := Zﬁle T,
ammesso naturalmente che tale limite esista. Quando si ha a che fare con una famiglia di
numeri reali {x;};cs indicizzata da un insieme arbitrario I, per definire la somma infinita
> icr Ti conviene procedere in modo differente.

Nel caso speciale di una famiglia a termini positivi (x; > 0 per ogni i € I) si pone

in = sup ij € [0,40o0],

icl ACI, |A[<oo e g

dove >, 4 xj ¢ un’ordinaria somma finita, dal momento che |4| < co. Chiaramente si ha
> icrTi € [0,4+00] e inoltre ), ;2 = 0 seesolose x; = 0Vie I. Se ) .,z < +oo, la
famiglia {x;}icr & detta sommabile: in questo caso i termini non nulli (z; > 0) sono al piu
un’infinitd numerabile (infatti [{i € I : 2; > 1}| < oo per ogni n € N).

Una famiglia {x;};c; generica (non necessariamente a termini positivi) si dice sommabile
se Y ier|wi| < oo, cioe se 3 i <ooe Y. x; < oo. In questo caso si pone

in = ij - Zm;, (0.1)

i€l i€l el

esiha ), ;x; € (—o0,+00). Pill in generale, se si fa I'ipotesi pitt debole che almeno una
delle due somme ), ; zl, Y icr T; sia finita, si puo ancora definire ) . ; x; mediante ,
tenendo presente che in questo caso ), ; x; € [—00, +00].

Ricordiamo alcune proprieta delle somme infinite. Se {x;}ier € {yi}ier sono due famiglie
sommabili, anche la famiglia {z; + y; }ics 1o & e vale che

S @ity) =D @i+ Y v
icl icl icl

Supponiamo ora di avere una famiglia {l’i’j}(i,j)e Ixg 1 cui elementi sono indicizzati da uno
spazio prodotto. Se la famiglia ¢ a termini positivi (x; ; > 0 per ogni i € I, j € J), oppure se
¢ sommabile, vale la seguente versione del teorema di Fubini:

> a = X (Te) - £ (T)
(4,5)EIxJ i€l \jeJ jed \iel

La dimostrazione di queste proprieta non ¢é difficile ma i dettagli sono piuttosto noiosi: il
lettore interessato li puo trovare nell’appendice [A]



Capitolo 1

Spazi di probabilita discreti

1.1 Generalita

Nel corso di questo libro con la dicitura esperimento aleatorio indicheremo un’osservazione
relativa ad un qualunque fenomeno (fisico, economico, sociale, ...) per il quale il risultato di
tale osservazione non sia determinabile con certezza a priori. Il nostro obiettivo & di fornire
una descrizione matematica di un esperimento aleatorio, definendo un modello probabilistico.

Il primo passo consiste nell’identificare un insieme 2, detto spazio campionario, che
contiene tutti gli esiti possibili dell’esperimento.

Esempio 1.1. (i) Per il lancio di un dado ordinario a sei facce, lo spazio campionario
naturale ¢ Q = {1,2,3,4,5,6}

(ii) Per la rilevazione del numero di accessi giornalieri a un sito web, scelte possibili per lo
spazio campionario sono Q = Ny oppure = {0, 1,...,1000},

(iii) Per la misurazione del tempo di attesa per I'accesso ad uno sportello di un ufficio postale,
una scelta naturale di spazio campionario ¢ data da = [0, +00).

Il secondo ingrediente di un modello probabilistico é ’assegnazione di un “grado di fiducia”,
o probabilita, ai sottoinsiemi dello spazio campionario. Con riferimento all’Esempio [1.1] si
vuol dare significato ad espressioni quali “probabilita che il numero ottenuto col dado sia
pari”, o “probabilita che il numero di accessi al sito web sia minore di 1007, o “probabilita che
il tempo di attesa sia compreso tra 3 e 10 minuti”.

Vedremo piti avanti in alcuni casi concreti come, sulla base di considerazioni sulla natura
dell’esperimento aleatorio in esame, la scelta della probabilita risulti talvolta “naturale”. Molto
spesso, perd, non € cosi. In ogni caso, la probabilita scelta va sottoposta a verifica sulla base
di dati sperimentali, ottenuti da ripetizioni successive dell’esperimento. Tale problema di
verifica ¢ uno degli obbiettivi principali della Statistica, a cui accenneremo nel capitolo [7}

Comunque essa venga assegnata, una probabilita dovra soddisfare ad alcune proprieta
naturali. Tali proprieta risultano semplici da enunciare nel caso in cui lo spazio campionario
) sia finito o numerabile. Rimuovendo tale ipotesi, la definizione di probabilita diviene piu
delicata. Per questa ragione, ci concentreremo innanzitutto sul caso di spazi di probabilita
finiti o numerabili, rimandando 'analisi del caso generale al capitolo



Definizione 1.2. Sia 2 un insieme finito o numerabile, e indichiamo con P(2) la famiglia dei
sottoinsiemi di Q. Una funzione P : P(2) — [0, 1] si dice probabilita se soddisfa alle seguenti
proprieta:

(P1) P(Q) = 1.

(P2) (o-additivita) Per ogni successione (Ay)nen di sottoinsiemi di © a due a due disgiunti,
tale cioe che A, N A, = 0 se n # m, si ha

+oo +oo
P( U An> = Y P(A).

La coppia (€, P) é detta spazio di probabilita discreto, 2 & chiamato spazio campionario e
i suoi sottoinsiemi sono detti eventi. Diremo che le proprieta (Pfl)) e (Pf2) costituiscono il
sistema di assiomi che definisce uno spazio di probabilita discreto.

L’interpretazione di uno spazio di probabilita discreto (£2, P) & dunque la seguente:
I'insieme () contiene tutti i possibili esiti di un esperimento aleatorio e, per ogni sottoinsieme
A C Q, il numero P(A) € [0, 1] esprime il “grado di fiducia” che si attribuisce all’eventualita
che l'esito dell’esperimento sia un elemento di A. Un modo concreto di visualizzare questo
“orado di fiducia” consiste nell'immaginare di ripetere I’esperimento aleatorio un numero
elevato N di volte: indicando con M il numero di volte in cui I’esito ottenuto appartiene al
sottoinsieme A, si ha che P(A) ~ M /N. Come vedremo nel capitolo @ questa interpretazione
frequentista della probabilita, introdotta in modo informale, riceve una giustificazione rigorosa
a posteriori dalla legge dei grandi numeri.

Ritornando alla Definizione la proprieta (P|l]) esprime il fatto che 'intero spazio
campionario é un evento certo, ossia ha probabilita uno. La proprieta (P_2)) richiede una
discussione piu accurata. Iniziamo col dedurre due conseguenze degli assiomi ( e (P2)).

Lemma 1.3. Sia (2, P) uno spazio di probabilita discreto. Allora wvalgono le sequenti
proprieta:

(i) P(®) =0.
(ii) Se Ay, Asg, ..., Ay sono eventi a due a due disgiunti (con k > 2), allora
k
P(A{UAyU---UA) = > P(4)). (1.1)
j=1

Dimostrazione. (i) Sia x = P(()) € [0,1] e si definisca A,, = () per ogni n € N. Chiaramente
(Ap)nen ¢ una successione di sottoinsiemi disgiunti di Q. Allora, per 'assioma (P2) e il
fatto che | J 25 A, = 0, si ha

“+o0o +oo “+o0o
r = P()) = P< U An> =Y P4,) = > z.
n=1 n=1 n=1
Tale identita é possibile se e solo se x = 0.

4



(ii) Prolunghiamo la famiglia di eventi disgiunti A, A, ..., A ad una successione infinita
di eventi a due a due disgiunti, ponendo A, = () per n > k. Allora, per 'assioma (P_2))

+oo +o0
P(A1UA2U-"UAk):P<UAj> :ZP(AJ):ZP(A]) O]
e j=1

7j=1
Osservazione 1.4. Riscriviamo 'equazione (|1.1)) nel caso speciale k = 2:
P(AUB) = P(A)+ P(B), VA, BCQ, AnB=10. (1.2)

E interessante notare che la relazione (I.1]) nel caso generale (k > 2) segue da (1.2)) attraverso
una semplice dimostrazione per induzione (esercizio!).

La proprieta ([1.1)) (o equivalentemente (1.2])), detta anche additivita finita, ¢ una condizione
“naturale”, che corrisponde ad un’idea intuitiva di probabilita (si pensi all’interpretazione
frequentista). E pertanto significativo domandarsi se le coppie di assiomi {(,(} e
{(P1),(L.1))} siano equivalenti, cio¢ se da ciascuna coppia si possa dedurre l’altra. La risposta
é affermativa nel caso in cui {2 sia un insieme finito, dal momento che non esistono successioni
infinite di eventi disgiunti e non vuoti (P(£2) ha un numero finito di elementi). Se invece Q2
¢ infinito, gli assiomi {(Pfl)),(P2)} sono strettamente piu forti di {(PfI]),(L.1)}, cioe esistono
funzioni P : Q — [0, 1] che soddisfano (I.1)) ma non (P{I)). Un esempio di una tale funzione per
Q = N, costruito usando ’assioma della scelta, ¢ descritto nell’Appendice [B| (la cui lettura
puo essere omessa, essendo piuttosto sofisticati gli argomenti usati).

Dunque, la ¢ additivitd non é una conseguenza dell’additivita finita. Benché la teoria della
probabilita finitamente additiva sia sviluppata in una parte della letteratura matematica,
motivata da diverse applicazioni, in questo testo considereremo soltanto la teoria della
probabilita o-additiva, che si adatta assai bene alla maggior parte delle applicazioni e che
viene adottata nella grande maggioranza della letteratura. Le ragioni per cui ’assioma di
o-additivita é rilevante rispetto al pitt debole sono diverse, in parte non comprensibili in
questa fase iniziale della presentazione della teoria. Tuttavia, una implicazione rilevante della
o-additivita é gia descritta nel prossimo paragrafo.

1.1.1 Probabilita e densita

Data una probabilita P su uno spazio finito o numerabile €2, possiamo associare a P una
funzione p, detta densita, definita su 2 a valori in [0, 1], mediante la relazione

pw) = P({w}). (1.3)

Si noti che p ¢ definita su , mentre P ¢ definita su P(£2). Usando l'assioma (P2, ¢ facile
verificare che

P(A) = ) plw), vACQ. (1.4)
In particolare, prendendo A = 2 si ottiene

> plw) = 1. (1.5)

we



E anche possibile percorrere il cammino inverso. Supponiamo cioé che sia assegnata una
funzione p : Q — [0, 1] per cui valga la relazione (1.5)). Possiamo allora definire una funzione
P :P(Q) — [0,1] mediante ed ¢ facile (anche se piuttosto noioso) mostrare che tale P
¢ effettivamente una probabilita, cioé gli assiomi ( e ( sono soddisfatti. C’¢ dunque
una corrispondenza biunivoca tra 'insieme delle probabilita P su €) e 'insieme delle funzioni
p:Q — [0,1] che soddisfano (L.5): tale corrispondenza ¢ data dalle relazioni e (L.4).

Questo argomento mostra che in uno spazio di probabilita discreto la probabilita é
determinata dal suo valore sui singoletti, ossia sugli eventi costituiti da un solo elemento di 2.
Per gli spazi di probabilita piu generali che vedremo piu avanti, quest’ultima affermazione in
generale é falsa.

1.1.2 Esempi
Concludiamo questo paragrafo con alcuni esempi di spazi di probabilita discreti.

Esempio 1.5. Sia 2 un insieme finito. Per A C (), definiamo

_ 4

P(A) = oIk

ove | - | indica il numero di elementi di un insieme. Si vede facilmente che P ¢ una probabilita,
la cui densita, grazie alla definizione (1.4]), ¢ data da p(w) = 1/|Q|. Lo spazio (€2, P) cosi
definito si dice spazio di probabilita uniforme. Esso é il modello probabilistico adeguato a
descrivere gli esperimenti aleatori in cui tutti gli esiti si possono ritenere equiprobabili. Ad
esempio: il lancio di un dado regolare, I'estrazione di un numero dalla ruota del lotto, la
successione delle carte in un mazzo accuratamente mescolato. . .

Esempio 1.6. Sia () un insieme finito, e sia H : ) — R una funzione arbitraria. Fissato un
parametro reale § > 0, definiamo

1

p(w> = Z(ﬂ)eiﬁH(u})v
dove
Z(B) = Ze_ﬂH(‘“).
we

Si noti che la relazione é verificata, di conseguenza la funzione p determina, mediante
, una probabilita che, per evidenziare la dipendenza da (3, indicheremo con Pg. Prendendo
a prestito la terminologia della meccanica statistica, la probabilita Pg viene detta misura
di Gibbs relativa alla funzione Hamiltoniana (o energia) H e alla temperatura inversa 3.
L’interpretazione é la seguente: gli elementi w € {2 rappresentano gli stati di un sistema fisico,
a cui ¢ associata una energia H(w); quando il sistema ¢ in equilibrio termico alla temperatura
assoluta T', ponendo 8 = k'BLT (dove kp ¢ la costante di Boltzmann) si ha che la probabilita
di osservare il sistema in uno stato w & data da p(w) = P3({w}).

Si noti che, nel caso # = 0 (temperatura infinita), p(-) non dipende da w, pertanto P
non ¢ altro che la probabilita uniforme su 2. Consideriamo invece il limite § — —+oo di
temperatura zero (assoluto). Indichiamo con m := min{H (w) : w € Q} il minimo assoluto
della Hamiltoniana, e introduciamo l'insieme (non vuoto)

A= {weQ: Hw)=m},



costituito dagli elementi di {2 con energia minima. Mostriamo ora che

lim Ps(A) = 1. 1.6
sim  Ps(4) (1.6)

In altre parole, nel limite 8 — +o00, Pg “si concentra” sugli elementi di minima energia. Per
dimostrare (|1.6)) ¢ sufficiente (perché?) mostrare che, per ogni w ¢ A,

lim Ps({w}) = 0.

B—+o0
Si noti che 1
Ps({w}) = mefﬁmw),
e che
Z(8) = e .
Pertanto
Ps({w}) < 6;;5:) = e PlHE)m] (1.7)

Essendo w ¢ A, si ha H(w) > m, e (1.6) segue immediatamente da (1.7)).
Esempio 1.7. Sia Q@ =Ny ={0,1,2,...} e poniamo

A"
o

p(n) = ol

dove A > 0 ¢ un parametro reale fissato. Ricordando che e* = "7 %}:, Vz € R, la relazione
(1.5 é verificata e dunque € possibile definire una probabilita P tramite (|1.4]). Come vedremo
in seguito, tale probabilita é particolarmente utile nella descrizione delle file di attesa.

1.2 Proprieta fondamentali

Iniziamo con I'esporre alcune conseguenze quasi immediate degli assiomi ( e ( Qui e
nel seguito, indichiamo con (£2, P) un generico spazio di probabilita discreto.

Proposizione 1.8. Siano A, B C Q. Allora valgono le sequenti proprieta:
(i)
P(A°) = 1-P(A).
(ii) Se A C B allora
In particolare
(iii)

In particolare



Dimostrazione. (i) Per la proprieta di additivita si ha
1 = P(Q) = PLAUA®) = P(A)+ P(A°),
da cui la conclusione é immediata.

(ii) Basta osservare che, di nuovo per l'additivita,

P(B) = PJAU(B\ A)] = P(A)+ P(B\ A).

(iii) Scriviamo
AUB = [A\(ANB)U[B\ (ANB)]U(ANB).

I tre eventi nella precedente unione sono disgiunti. Dunque, usando ’additivita e la
relazione , si ottiene

P(AUB) = P[A\(ANB)|+P[B\(ANB)]+ P(ANB)
= P(A)— P(ANB)+ P(B)— P(ANB)+ P(ANB)
= P(A)+P(B)—-P(ANB). O

L’identita della parte della Proposizione puo essere generalizzata all’'unione di
pit di due eventi. Ad esempio, supponiamo di voler calcolare P(AU B U () per tre eventi
A, B,C. Usando due volte I'identita appena citata

P(AUBUC) = P((AUB)UC) = P(AUB)+ P(C)—P((AUB)NC)
= P(A)+ P(B)— P(ANB)+ P(C)—P((ANC)U(BNC(C))
= P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC).

Non ¢ difficile, a questo punto, “indovinare” la formula generale per 'unione di un numero
finito arbitrario di eventi. Il seguente risultato é chiamato formula di inclusione-esclusione.

Proposizione 1.9. Si considerino n eventi Ay, Ao, ..., A, di Q. Allora

P(AjUAyU---UA,) = Zn: > (—1)’f+1p<ﬂ Ai> : (1.8)

k=1 JC{12,...n} icJ
tali che |J|=k

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su n che la relazione ¢ vera per ogni n-pla
di eventi Ay, As, ..., A,. Per n = 1 la formula si riduce a P(A;) = P(A4;), e dunque
non c’é nulla da dimostrare. Supponiamo allora che 'asserto sia vero per ogni k < n, e
mostriamo che & vero per n + 1. Siano Ay, As, ..., Ay, Apy1 eventi. Usando il fatto che, per
ipotesi induttiva, vale per n = 2 otteniamo

P(A]_UAQU"‘UATLUATL+]_)
= P(AUAU---UA,) + P(Apy1) — P((ALU AU -~ UA,) N Apyr) (1.9)
= P(A1UA2U"'UAn)+P(An+1)—P(B1UBQU"'UBn),



dove abbiamo posto per comodita B; = A; N A1, per i = 1,2, ..., n. Usando nuovamente
I'ipotesi induttiva, questa volta per n eventi, otteniamo

P(AiUAU---UA,) = zn: > (-nFtp (ﬂ Ai)

k=1 JC{12,..n} ieJ
tale che |J|=k
(1.10)
n
Sy Y (g (mAz-) |
k=1 JC{1,2,...n+1} ieJ

tale che |[J|=ken+1¢J

e analogamente

P(BiUByU---UB,) = zn: > (—1)k+ip (ﬂ Bi)

k=1 JC{1,2,..n} icd
tale che |J| =k

_ > (=t (An+1 N (ﬂ Ai)) (1.11)

k=1 JC{12,..n} ieJ
tale che |J| =k

n+1

-5y (e
k=2 JC{1,2,...,n+1} i€
tale che |[J|=ken+1€J

Sostituendo ((1.10) e (1.11]) nell’ultimo membro di ([1.9)), si ottiene

3

n+1

P(AjUAy U UAUdpr) = > > (DM (ﬂ Ai> ,

k=1 JC{1,2,....n+1} icd
tale che |J| =k

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Va notato come le dimostrazioni dei risultati delle Proposizioni e usino solo
I’additivita finita e non la o-additivita, che invece gioca un ruolo fondamentale nella seguente.

Proposizione 1.10. Sia P : P(Q) — [0,1] una funzione che soddisfa (K1) e Uadditivita in
(1.1)). Allora le sequenti proprieta sono equivalenti:

(a) P ¢ o-additiva.

(b) Se (An)nen € una successione crescente di eventi, cioé A, C Ani1 per ogni n € N,

allora
P (nL:Jl An) = lim P(4,).

(c) Se (Ap)nen € una successione decrescente di eventi, cioé An11 C Ay, per ognin € N,

allora
P A, = 1 P(A,).
(ﬂ ) Jim P(4r)



Dimostrazione. (ja]) = (]ED Per una data successione crescente (A, )nen di eventi, definiamo
un’altra successione (By,)nen tramite By := Ay, e B, := A, \ A,—1 per n > 2. Per costruzione,
gli eventi B, sono a due a due disgiunti e, per ogni n € N,

n
U By = A,
k=1
Inoltre
[o¢] o0
U= Ua
n=1 n=1

Allora, per la g-additivita,

P<©A") ) P( y B”) - P HETOOZPBIC
n=1 1

(]ED @ Sia (A;,) una successione di eventi a due a due disgiunti. Notando che la successione
(Bn)nen deﬁnlta da By, :=Jj_; Ak & crescente e usando I'additivita finita e la (b)), si ha:

P(QAﬂ) = P<6Bn> = nErEOOP(Bn) = lim Y P(Ap) ZP

n=1 k=1

= (d). Sia (A;)nen una successione decrescente di eventi. Posto By, := AS, (By)nen €
una successione crescente di eventi. Allora, usando , si ha

A0x) - A(G) ) - ++(U2)

=1-— lim P(B, = lim P(4,).

n—-4o00 n—-4o00

= . Del tutto simile all’implicazione precedente. Si lasciano i dettagli al lettore. [

Le proprieta in (]ED e nella Proposizione vengono dette rispettivamente continuitda
dal basso e continuita dall’alto (della probabilita). Un utile corollario ¢ il seguente.

Corollario 1.11 (Subadditivita). Sia (An)nen una successione di eventi. Allora

P (f] An) <Y Py
n=1 n=1

Dimostrazione. Sia By, := UZ:1 Aj. Evidentemente (B),)nen € una successione crescente di
eventi. Inoltre (J,,cry Bn = U, ey An- Per la parte della Proposizione sappiamo che
P(A; U As) < P(Ay) 4+ P(A3). Con una facile dimostrazione per induzione, la precedente
disuguaglianza si estende a:



Ma allora, usando anche la Proposizione [I.10] si ha

() - (39) - e - e (0
n=1

n=1 k=1

A

n “+00
< lim ) P(Ay) = ) P(A). O
k=1 n=1

n—-+o00

1.3 1l calcolo combinatorio

Ricordiamo dall’Esempio che uno spazio di probabilita discreto (£2, P) si dice uniforme se
2 ¢ un insieme finito e si ha P(A) = %, per ogni A C . Pertanto, il calcolo della probabilita
di un evento in uno spazio uniforme si riduce a contarne il numero di elementi. I problemi
di conteggio, anche in insiemi abbastanza semplici, sono tipicamente non banali e vanno
affrontati con attenzione. Lo strumento matematico fondamentale in questo contesto € il

calcolo combinatorio, che ora descriviamo.

1.3.1 Principi basilari

Dati due insiemi A, B, si dice che A é in corrispondenza biunivoca con B se esiste un’applica-
zione f : A — B biunivoca, cioé iniettiva e suriettiva. Chiaramente A é in corrispondenza
biunivoca con B se e soltanto se B ¢ in corrispondenza biunivoca con A: si scrive talvolta
“A e B sono in corrispondenza biunivoca”, che rende palese la simmetria della relazione (si
tratta in effetti di una relazione di equivalenza). Dato n € N, si dice che un insieme A ha
cardinalita n e si scrive |A| = n se A & in corrispondenza biunivoca con Uinsieme {1,2,...,n}.
Si noti che la proprieta “ A ha cardinalita n” & la formalizzazione matematica dell’affermazione
intuitiva “A ha n elementi”. In questo paragrafo considereremo solo insiemi finiti, cioé insiemi
che hanno cardinalita n per un opportuno n € N.

Per determinare la cardinalita di un insieme, la strategia tipica consiste nel ricondurre
il calcolo all’applicazione combinata (talvolta non banale) di alcuni principi o osservazioni
basilari. Una prima osservazione, elementare ma molto utile, ¢ che se un insieme A ¢ in
corrispondenza biunivoca con un insieme B, allora |A| = |B|. Un’altra osservazione, anch’essa
molto intuitiva, é la seguente: se A, B sono due sottoinsiemi (di uno stesso spazio) disgiunti, cioé
tali che AN B = (), allora |[AU B| = |A|+ |B|. Piu in generale, se Ay, ..., A} sono sottoinsiemi
a due a due disgiunti, tali cioé che 4; N A; = 0 per i # j, allora | Ule Al = Zle |A;|]. La
dimostrazione di queste osservazioni ¢ semplice ed ¢ lasciata per esercizio.

Un principio leggermente meno elementare riguarda la cardinalita degli insiemi prodotto.
Ricordiamo che, dati due insiemi A, B, il loro prodotto cartesiano A x B & definito come
I'insieme delle coppie ordinate (a,b), con a € A e b € B. Vale allora la relazione |A x B| =
|A||B]|. Il modo piu semplice per convincersi della validita di questa formula consiste nel
disporre gli elementi di A x B in una tabella rettangolare, dopo aver numerato gli elementi
dei due insiemi. Piu precisamente, se A = {ay,aq9,...,an}, B = {b1,ba,...,b;}, possiamo
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elencare gli elementi dell’insieme A x B nel modo seguente:

(a1,b1) (a1,b2) -+ (a1,bp-1) (a1,bz)
(az,b1) (a2,b2) - (ag,bp—1) (a2,br)
(amobr) (@mebs) - (amibyos) (am.by)

da cui é chiaro che |[A x Bl =m -k = |A|-|B|.

Diamo ora una dimostrazione pit formale. Per z € A indichiamo con {z} x B il sottoinsieme
di A x B costituito dagli elementi che hanno x come prima componente, cioé¢ {z} x B :=
{(z,b) : b € B}. Possiamo quindi scrivere A x B = Uzeca({x} x B), e si noti che questa unione
¢ disgiunta, poiché ({1} x B)N({z2} x B) = () se x1 # x5. Per 'osservazione enunciata sopra
si ha dunque [A x B| =) 4 [{z} x B|. Si noti ora che I'insieme {x} x B ¢ in corrispondenza
biunivoca con B, per qualunque = € A: la corrispondenza ¢ data semplicemente da (x, b) — b.
Di conseguenza [{x} x B| = |B] e si ottiene la formula [A x B| =} ., |B| = |A||B].

Per induzione si estende facilmente la formula al caso di piu di due fattori: pitl precisamente,

se A1, ..., A sono insiemi finiti, I'insieme prodotto Ay X --- x A, definito come 'insieme
delle k-uple (ai,...,ax), con a; € A;, ha cardinalita data dalla formula |A4; x -+ x Ag| =
|A1] -+ | Ak = Hi?:l |A;|. Un’ulteriore estensione di questa formula, elementare ma non banale,

conduce a quello che ¢ noto come il principio fondamentale del calcolo combinatorio. Prima
di vedere di che cosa si tratta, discutiamo qualche applicazione delle formule appena viste.

1.3.2 Disposizioni con ripetizione

Dato un insieme A = {ay,...,a,} di cardinalitd n € N e dato k € N, le funzioni definite su
{1,...,k} avalori in A sono dette disposizioni con ripetizione di k elementi estratti da A. 1)
facile vedere che le disposizioni con ripetizione sono in corrispondenza biunivoca naturale
con gli elementi dell’insieme AF := A x --- x A (k volte): la corrispondenza ¢ quella che a
(z1,...,2x) € A¥ associa la funzione f : {1,...,k} — A definita da f(i) := z;. La formula
sulla cardinalita degli insiemi prodotto da |A¥| = |A|¥ = n*: ci sono dunque n* possibili
disposizioni con ripetizione di k elementi estratti da un insieme di n elementi.

Una disposizione con ripetizione pud dunque essere vista come una sequenza ordinata
(x1,...,2k) di elementi z; € A, non necessariamente distinti: si puod cioé avere x; = x; per
1 # j. Sottolineiamo che I'ordine in cui compaiono gli elementi ¢ importante: per esempio,
(a1,a2) e (ag,ay) sono due disposizioni differenti.

Esempio 1.12. (1) I compleanni di un gruppo ordinato di 4 persone costituiscono una
disposizione con ripetizione di 4 elementi estratti dall’insieme dei giorni dell’anno, che
ha cardinalita 366 (contando il 29 febbraio). Sono dunque possibili 366* ~ 1.8 - 1010
sequenze distinte di compleanni.

(2) Per compilare una colonna di una schedina del Totocalcio occorre scegliere, per ciascuna
delle 13 partite in esame, tra la vittoria della squadra di casa (1), il pareggio (x) o la
vittoria della squadra in trasferta (2). Una colonna compilata ¢ dunque una disposizione
con ripetizione di 13 elementi estratti dall’insieme {1, z,2} e di conseguenza ci sono
313 2 1.6 - 10 modi possibili di compilare una colonna.

(3) Le possibili “parole” (anche prive di significato) costituite da 10 lettere dell’alfabeto
inglese coincidono con le disposizioni con ripetizione di 10 elementi estratti da un insieme
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che ne continene 26: il loro numero ¢ dunque pari a 26 ~ 1.4 - 10'. Le parole che
effettivamente hanno un significato (per esempio nella lingua inglese) sono naturalmente
molte meno: anche includendo i termini tecnici, il numero totale di parole di qualunque
lunghezza della lingua inglese non supera il milione. Di conseguenza, la probabilita che
digitando una sequenza di dieci lettere a caso si ottenga una parola di senso compiuto €&
certamente minore di 10°/(1.4 - 10*) < 1078.

Osservazione 1.13. Se B = {b1,...,b;} ¢ un insieme di cardinalitd k£ € N, si indica con
AB Pinsieme di tutte le funzioni da B in A. L’insieme AP ¢ in corrispondenza biunivoca
con A*: una corrispondenza ¢ per esempio quella che a (21, ..., x;) € A* associa la funzione
f € AB definita da f(b;) := ;. Come conseguenza della formula sulla cardinalita degli insiemi
prodotto, otteniamo dunque che |AZ| = |A|F = n¥, cioe |AB| = |A|Bl.

1.3.3 1l principio fondamentale del calcolo combinatorio

Un esempio molto ricorrente nelle applicazioni ¢ quello in cui gli elementi di un insieme
possano essere determinati attraverso scelte successive. Per esempio, sia F l'insieme delle
funzioni iniettive da {1,...,k} in A (si noti che necessariamente k < n). Possiamo determinare
ogni funzione f € E scegliendo innanzitutto la prima componente f(1) come un elemento
qualunque di A, quindi scegliendo la seconda componente f(2) come un elemento qualunque
di A\ {f(1)}, e cosi via. Abbiamo 7 esiti possibili per la scelta di f(1), (n — 1) per la scelta
di f(2), ..., (n—k+1) per la scelta di f(k). Per analogia con gli insiemi prodotto, dovrebbe
essere intuitivamente chiaro che |E| =n-(n—1)---(n—k+1). Si noti che 'insieme dei valori
ammissibili per f(i) dipende dagli esiti delle scelte precedenti, tuttavia il numero di valori
ammissibili € sempre lo stesso, pari a n — i + 1. Generalizzando questo esempio, giungiamo al
principio fondamentale del calcolo combinatorio, che possiamo formulare come segue.

Teorema 1.14 (Principio fondamentale del calcolo combinatorio). Supponiamo che gli
elementi di un insieme E possano essere determinati mediante k scelte successive, in cui ogni
scelta abbia un numero fissato di esiti possibili: la prima scelta ha ny esiti possibili, la seconda
scelta ne ha no, ..., la k-esima scelta ne ha ny, dove ny,...,n; € N. Supponiamo inoltre che
sequenze distinte di esiti determinino elementi distinti di E. Allora |E| =ny -ng -« ny.

Cosl enunciato, questo principio pud apparire un po’ vago (per esempio, il concetto di
“scelta” non ¢ stato definito precisamente). Una riformulazione matematicamente precisa del
Teorema[I.14] con la relativa dimostrazione, ¢ data dal Teoremal[I.16|pit in basso, che comporta
tuttavia notazioni abbastanza pesanti e risulta di poco aiuto per ’applicazione del principio a
casi concreti. Nella pratica, si fa tipicamente riferimento all’enunciato del Teorema[I.14] L’idea
cruciale ¢é che gli elementi dell’insieme F possono essere messi in corrispondenza biunivoca
con le sequenze di esiti delle scelte, che hanno una struttura di spazio prodotto, da cui segue
la formula per la cardinalita. La condizione che sequenze distinte di esiti determinino elementi
distinti di £ serve proprio a garantire che la corrispondenza sia biunivoca: la mancata verifica
di questa condizione é la principale fonte di errori nell’applicazione del principio. Qualche
esempio chiarira la situazione.

Esempio 1.15. (a) Un mazzo di carte da poker & costituito da 52 carte, identificate dal

seme (cuori Q, quadri <, fiori &, picche #) e dal tipo (un numero da 1 a 10 oppure J,
Q, K). Indichiamo con E l'insieme delle carte di numero pari (figure escluse) e di colore
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rosso (cioé di cuori o di quadri). Ogni elemento di E pud essere determinato attraverso
due scelte successive: la scelta del seme, che ha 2 esiti possibili (cuori e quadri), e la
scelta del tipo, che ne ha 5 (cioé 2,4,6,8,10). Segue dunque che |E| =25 = 10.

(b) Dato un mazzo di carte da poker, si chiama full un sottoinsieme di 5 carte costituito
dall’'unione di un ¢ris (un sottoinsieme di 3 carte dello stesso tipo) e di una coppia (un
sottoinsieme di 2 carte dello stesso tipo). Indichiamo con E l'insieme dei possibili full.
Sottolineiamo che gli elementi di E sono sottoinsiemi di 5 carte, non disposizioni: in
particolare, le carte non sono ordinate.

Gli elementi di F possono essere determinati univocamente attraverso 4 scelte successive:
1) il tipo del tris; 2) il tipo della coppia; 3) i semi delle carte che compaiono nel tris; 4) i
semi delle carte che compaiono nella coppia. Per la prima scelta ci sono 13 esiti possibili,
per la seconda scelta, qualunque sia 'esito della prima scelta, ci sono 12 esiti possibili
(chiaramente i due tipi devono essere differenti, perché non esistono cinque carte dello
stesso tipo). Per la terza scelta, occorre scegliere tre semi nell’insieme {cuori, quadri,
fiori, picche}: per enumerazione diretta, ¢ facile vedere che ci sono 4 esiti possibili;
analogamente, per la quarta scelta occorre scegliere due semi e per questo ci sono 6 esiti
possibili (ritorneremo nell’Esempio sul modo di contare i sottoinsiemi). Applicando
il Teorema si ottiene dunque che |E| =13-12-4-6 = 3744.

(c¢) Dato un mazzo di carte da poker, indichiamo con F l'insieme delle doppie coppie, cioé i
sottoinsiemi di 5 carte costituiti dall’'unione di due coppie di tipi diversi, piti una quinta
carta di tipo diverso dai tipi delle due coppie.

Per determinare |E| si potrebbe essere tentati di procedere analogamente al caso dei
full, attraverso sei scelte successive: 1) il tipo della prima coppia; 2) il tipo della seconda
coppia; 3) il tipo della “quinta carta”; 4) i semi delle carte che compaiono nella prima
coppia; 5) i semi delle carte che compaiono nella seconda coppia; 6) il seme della
“quinta carta”. Ci sono 13 esiti possibili per la prima scelta, 12 per la seconda scelta,
11 per la terza, 6 per la quarta, 6 per la quinta, 4 per la sesta: si otterrebbe dunque
|E| =13-12-11-62 - 4 = 247104. Tuttavia questo risultato ¢ errato.

)

La ragione ¢ che le scelte 1) e 2) sono ambigue, dal momento che non esiste una “prima’
e una “seconda” coppia. In effetti, sequenze distinte di esiti delle sei scelte sopra elencate
non conducono a elementi distinti di E: ciascun elemento di F, cioé ciascuna doppia
coppia, viene infatti selezionata esattamente due volte. Per esempio, la doppia coppia
{590, 50,60, 6, 7T} viene determinata sia con l'esito “5” della scelta 1) e I'esito “6” della
scelta 2), sia viceversa. Per tale ragione, il risultato corretto ¢ |E| = 247104/2 = 123552,
cioé la meta di quanto ottenuto in precedenza.

Un modo alternativo di ottenere il risultato corretto & di riunire le scelte 1) e 2) nell’unica
scelta 1bis) “i tipi delle due coppie”, che ha 13-12/2 = 78 esiti possibili (anche su questo
torneremo nell’Esempio [1.18)). Le scelte 1bis), 3), 4), 5) e 6) permettono di applicare
correttamente il Teorema ottenendo |E| = 78 - 11 - 6% - 4 = 123552.

Passiamo ora a riformulare il principio fondamentale del calcolo combinatorio in modo matematicamente
piu preciso. Occorre innanzitutto esprimere astrattamente il concetto di “scelta”, in modo che possa essere
applicato a insiemi arbitrari, che non abbiano necessariamente una struttura di spazio prodotto. Dato un
insieme FE, definiamo una scelta su E' come una partizione di E, vale a dire una famiglia di sottoinsiemi

Ei,....E Ytaliche E=|J". E;e E;NE; =0 peri i. 11 “numero di esiti della scelta” & per definizione il

) ) 1=1 J
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numero m di elementi della partizione. Intuitivamente, I'indice ¢ numera gli “esiti” della scelta mentre I'insieme
FE; corrisponde agli elementi di £ compatibili con I'esito i della scelta. Per esempio, riconsideriamo l’insieme
E delle funzioni iniettive da {1,...,k} in A ={a1,...,an}: la scelta della prima componente corrisponde alla
partizione {E1,..., E,} definita da E; := {f € E: f(1) = a;} e ha dunque n esiti possibili.

Estendiamo ora la definizione: fissato un insieme E, due scelte successive su E sono il dato di una partizione
{E1,...,En} di E (che rappresenta la prima scelta) e, per ogni elemento FE; di tale partizione, una partizione
{Ein,...,Eir} di E; (che rappresenta la seconda scelta). Si noti che la seconda scelta non ¢ “una scelta su E”,
come definita sopra, ma piuttosto una scelta su E;, per ogni ¢ = 1,...,m. In particolare, il numero k; di esiti
della seconda scelta puo in generale dipendere dall’esito ¢ della prima scelta. Nel caso in cui cio accada, cioé se
k; = k per ogni ¢ = 1,...,m, diremo che la seconda scelta ha un numero fissato k di esiti possibili. Ritornando
all’esempio delle funzioni iniettive da {1,...,k} in A = {a1,...,an}, la scelta delle prime due componenti & un
esempio di due scelte successive su E: infatti, per ogni elemento F; = {f € E: f(1) = a;} della prima scelta,
la seconda scelta & data dalla partizione {E; ;};cq1,... n1\{s} definitada E; ; :={f € E: f(1) = as, f(2) = a;}.
In particolare, la seconda scelta ha un numero fissato n — 1 di esiti possibili

Il passaggio da due a k scelte successive & solo notazionalmente pit complicato. Per definizione, dato un
insieme F, k scelte successive su E sono il dato di una famiglia di partizioni, definite nel modo seguente:

e la prima scelta é una partizione {Ey,..., E,, } di Ej;
e per ogni 2 < j < k e per ogni elemento F;,, . ;;_, della (j — 1)-esima scelta, la j-esima scelta & una
partizione {Eil,A.A,ij,l,e}ee{ly,_,,n;} di Eyy,....i;_,, dove il numero nj di elementi della partizione (cio&
il numero di esiti della j-esima scelta) pud in generale dipendere dagli esiti delle scelte precedenti:
1’L;< = n;(ih e ,i]'71).
Nel caso in cui nj(i1,...,4;-1) = n; non dipenda da i1, ...,4;_1, diremo che la j-esima scelta ha un numero
fissato n; di esiti possibili.
Alla luce delle notazioni appena introdotte, possiamo riformulare il Teorema [[.14] nel modo seguente.

Teorema 1.16. Siano definite k scelte successive su un insieme E, tali che ogni scelta abbia un numero
fissato di esiti possibili: la prima scelta ha n1 esiti possibili, la seconda scelta ne ha na, ..., la k-esima scelta
ne ha ny, dove ni,...,n, € N. Supponiamo che gli elementi di E siano determinati univocamente dalle k
scelte, cioé |Ey, ... q,| =1 per ogni scelta di i1, ...,ix. Allora la cardinalita di E & part a ny -na - - - ny.

Dimostrazione. Per definizione di scelte successive, E = (J;2, Fi; a sua volta F; = U?L FE; ;, eccetera: di

conseguenza vale la relazione
= U B (112

Mostriamo che questa unione & disgiunta, cioé Ei,,.i, N By o = 0 se (i1,...,ik) # (i1,...,13). Se
(i1,...,ik) # (i1,..., %) significa che i; # i} per qualche 1 < j < k: prendendo il piu piccolo di tali valori
di j, possiamo supporre che i1 = i, ..., i;_1 = i;_; mentre i; # ij. Per definizione di scelte successive,
Ei, .. i © Eiy,. . i;_,,i; e analogamente Ei,l""’i;c - Ei’l,-n,i;-,l,i;- = Ei1,m,ij_1,i;v per cui basta mostrare che
Eiy,oij_,i; N Eilruﬂ‘j—lvi; = (). Ma per ipotesi gli insiemi {Eil,m’ijil,g}ge{lv_‘,nj} formano una partizione di

Eiy....i;_,, in particolare sono a due a due disgiunti: quindi E;,,.. N Ez‘l,...,ijfl,i; = () poiché i; # ;.

Essendo l'unione in (|1.12) disgiunta e ricordando che per ipotesi |E;,,....i, | = 1, si ottiene

i1,

ni Mg
Bl = 33 Bl = maomaeom,
i1=1 =1
che ¢é la relazione voluta. O
Ritornando per un’ultima volta all’insieme E delle funzioni iniettive da {1,...,k} in A = {a1,...,an}, &

facile verificare che valgono le ipotesi del Teorema le scelte di f(1), f(2), ..., f(k) costituiscono k scelte
successive su F e gli elementi di E sono univocamente determinati da queste scelte. Dato che la scelta di f(7)
ha n — i+ 1 esiti possibili, segue dal Teorema che vale la formula |E| =n(n —1)---(n — k + 1) ottenuta
in precedenza.

TSi noti che ¢ risultato conveniente indicizzare gli esiti della seconda scelta usando l'insieme {1,...,n}\ {i}
piuttosto che {1,...,n — 1}.
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1.3.4 Disposizioni semplici e permutazioni

Dato un insieme A = {ay,...,a,} di cardinalitd n € N e dato k € N, abbiamo visto che
le funzioni da {1,...,k} a valori in A sono dette disposizioni con ripetizione di k elementi
estratti da A, e hanno cardinalita n*. Se k < n, le funzioni niettive da {1,...,k} in A

sono dette disposizioni semplici (o senza ripetizione) di k elementi estratti da A. Abbiamo
gia incontrato questo insieme di funzioni nello scorso paragrafo e abbiamo visto che la sua
cardinalita ¢ data dalla formula n(n —1)---(n — k + 1).

Nel caso speciale in cui k = n, le disposizioni semplici di n elementi estratti da A sono
dette permutazioni di A. Si osservi che una permutazione f: A — A puo essere vista come
una elencazione ordinata di tutti gli elementi di A, cioé (f(1), f(2),..., f(n)). E interessante
notare che 'insieme delle permutazioni di un insieme fissato A costituisce un gruppo rispetto
alla composizione di applicazioni, che é non commutativo per n > 3. A meno di corrispondenze
biunivoche, non costa niente considerare il caso “speciale” A = {1,...,n}: in questo caso, il
gruppo delle permutazioni ¢ indicato con .S,,. Munito della probabilita uniforme, lo spazio S,
ha proprieta interessanti e per certi versi sorprendenti, alcune delle quali verranno discusse

nel paragrafo 2.1}
Introduciamo il simbolo n!, detto “n fattoriale”, definito da

n! = n(n—l)--'lzni pern € N, o :==1. (1.13)
i=1

Per quanto abbiamo visto, la cardinalita del gruppo delle permutazioni di un insieme di
n elementi & pari a n! (in particolare |S,| = n!). Analogamente, possiamo riscrivere la
cardinalita delle disposizioni semplici di k£ elementi estratti da un insieme che ne contiene n
come n!/(n — k)!.

Esempio 1.17. Supponiamo di mischiare un mazzo di carte da poker. La sequenza ordinata
delle carte che ne risulta é una permutazione delle carte del mazzo. Il numero delle possibili
sequenze ottenute in questo modo ¢ dunque pari 52! ~ 8 - 1097,

1.3.5 Combinazioni

Sia A = {ai1,...,a,} un insieme di cardinalita n € Nesia k € Ny con 0 < k < n. I
sottoinsiemi di A di cardinalitd k sono detti combinazioni di k elementi estratti da A. Se una
disposizione semplice corrisponde a una sequenza ordinata, una combinazione puod essere vista
come una collezione non ordinata di elementi. Indichiamo con C,, ;, I'insieme delle combinazioni
e con D,, ;, I'insieme delle disposizioni semplici di k elementi estratti da A.

Per k =0 si ha Cp 9 = {0} e dunque |Cy 0| = 1. Per determinare |C, x| per k € {1,...,n},
ricordiamo che ci sono |D,, x| = n!/(n — k)! disposizioni (cioé sequenze ordinate) di k elementi
distinti estratti da A. Dato che nelle combinazioni I'ordine degli elementi non conta, dobbiamo
identificare le disposizioni che danno origine alla stessa combinazione, cioé che selezionano lo
stesso sottoinsieme di A: dato che ci sono k! riordinamenti possibili (cioé¢ permutazioni) di
k elementi fissati, si ottiene |Cy, x| = |Dy i|/k! = (}), dove abbiamo introdotto il coefficiente
binomiale, definito da

n n!
<k> :m7 pernENo,kE{O,,n}
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Si noti che la formula |Cp, x| = (}) vale anche per k = 0.

Questo argomento pud essere formalizzato in modo piu preciso (e piul tecnico). Cominciamo con un piccolo
risultato preparatorio. Siano D, E due insiemi finiti e sia g : D — E un’applicazione suriettiva. Per ogni
y € E, introduciamo il sottoinsieme g~ (y) := {x € D : g(x) = y} costituito dagli elementi di D che vengono
mandati da ¢ in y. Supponiamo che valga la seguente proprieta: esiste k € N tale che, per ogni y € E, si
ha |g7(y)| = k (cioé per ogni y € E esistono esattamente k elementi z € D che vengono mandati da g in
y). Segue allora che |D| = k |E|. La dimostrazione ¢ semplice: possiamo sempre scrivere £ = J, ., g y) e
inoltre I'unione ¢ disgiunta (esercizio). Quindi |E| = 3" 5 g™ (y)| = >yep k=k|[D|.

Fissiamo ora k € {1,...,n} e definiamo una applicazione g : Dy — Cpn nel modo seguente: data
f € Dyk, definiamo g(f) := Im(f), dove Im(f) indica 'immagine di f (ricordiamo che f & una funzione
iniettiva da {1,...,k} in A). E immediato verificare che g & ben definita, cio¢ effettivamente g(f) € Cp.x
per ogni f € Dy, e che g & suriettiva. Se mostriamo che |¢g~*(B)| = k!, per ogni B € Cy, si ottiene
|Dn,k| = k!'[Cn k| € quindi la formula |Cn x| = (}) € dimostrata.

Indichiamo con Sg l'insieme delle permutazioni di B, cio¢ le applicazioni 7w : B — B biunivoche, e fissiamo
un elemento arbitrario fy € gfl(B). E molto facile convincersi che, per ogni w € Sp, si ha mo fo € gfl(B):
infatti I'applicazione 7 o fo & iniettiva, perché lo sono sia fo sia 7, e Im(w o fo) = Im(fo) = B, perché 7 é una
permutazione di B. Risulta dunque ben posta I’applicazione H : Sg — g~ '(B) definita da H(7) := 7o fo.
Supponiamo che H(m) = H(m2): per ogni b € B, se i € {1,...,k} ¢é tale che fo(i) = b (tale i esiste perché
Im(fo) = B), otteniamo (w1 o fo)(2) = (72 o fo)(i), cioé m1(b) = m2(b); dato che b € B ¢é arbitrario, segue che
m = ma, dunque I'applicazione H ¢ iniettiva. Se ora consideriamo un arbitrario f € g~ !(B), ¢ facile costruire
m € Sp tale che o fo = f, cioé H(w) = f, quindi applicazione H ¢ suriettiva. Avendo mostrato che H &
biunivoca, segue che gli insiemi Sp e g~ (B) sono in corrispondenza biunivoca e dunque |g~*(B)| = |Sg| = k!
se B € Cp i, che é quanto restava da dimostrare.

Elenchiamo alcune semplici proprieta dei coefficienti binomiali:

(g) - (Z) =L <Z> = (nﬁk) Vn € No, Vk € {0,...,n}.

Vale inoltre la relazione

<Z>:<Z:1>+<n;1> ¥neN, Vk e {0,...,n}, (1.14)

come si verifica facilmentem Ricordiamo infine la formula nota come binomio di Newton:

(a4b)" = Z <Z>ak pynk Vn e Ny, Va,b e R, (1.15)
k=0

che si dimostra per induzione usando ([1.14)).

Esempio 1.18. Ritornando brevemente all’Esempio [I.15] il numero di modi di scegliere 3
“semi” tra i quattro possibili {Q, <>, d, #} ¢ pari al numero di combinazioni di 3 elementi
estratti da un insieme che ne contiene 4 ed ¢ dunque dato da (g) = 4 (come avevamo concluso
per enumerazione diretta). Analogamente, il numero di modi di scegliere 2 semi é pari a
(;1) =6 e il numero di modi di scegliere due “tipi” tra i 13 possibili é pari a (123) =T8.

Una “mano” a Poker é un sottoinsieme di 5 carte distinte estratte da un mazzo che ne
contiene 52. Il numero di possibili mani é dato dunque da (552) = 2598960. Ricordando
I’Esempio le probabilita di fare full oppure doppia coppia valgono rispettivamente
3744/2598 960 ~ 0.14% e 123552/2 598 960 =~ 4, 8%.

Esiste anche una dimostrazione combinatoria della relazione (I.14)). Le combinazioni di k elementi estratte
da {1,...,n}, che sono (:), possono essere infatti divise in due sottoinsiemi: quelle che contengono 1 e quelle
che non lo contengono; le prime sono in corrispondenza biunivoca con le combinazioni di (k — 1) elementi

estratti da {2,...,n}, e sono dunque (Z:i), mentre le seconde sono in corrispondenza biunivoca con le
combinazioni di k elementi estratti da {2,...,n}, che sono (";1)

17



Esempio 1.19. Si consideri un’urna contenente N palline, di cui m rosse e N —m verdi
(con m < N). Supponiamo di eseguire n estrazioni successive, secondo uno dei seguenti due
schemi di estrazione:

o Fstrazioni con reimmissione. Dopo ogni estrazione, la pallina estratta viene reinserita
nell’urna.

e FEstrazioni senza reimmissione. Le palline estratte non vengono reinserite. In questo
caso dev’essere n < N.

Calcoliamo, per ciascuno dei due schemi, la probabilita che esattamente k delle n palline
stratte siano rosse.

Caso di estrazioni con reimmissione. Supponiamo di numerare le palline da 1 a N e, per
fissare le idee, assumiamo che le palline rosse siano quelle numerate da 1 a m. L’esito di
n estrazioni successive puo essere interpretato come una disposizione con ripetizione di n
elementi presi dall’insieme {1,2,..., N}. Sia dunque 2 l'insieme di tali disposizioni, e P la
probabilita uniforme su Q. Sappiamo che |2| = N™. Denotiamo infine con A 'insieme delle
disposizioni contenenti esattamente k palline rosse. Si tratta di calcolare

P(4) = :g:

Per determinare | A|, utilizziamo il principio fondamentale. Un elemento di A ¢ determinato
dalle seguenti scelte successive.

e Si scelgono le k posizioni (su n possibili) in cui mettere le palline rosse: per questa scelta
ci sono (}) esiti possibili.
e Si dispongono k palline rosse (prese dalle m presenti nell’'urna) nelle posizioni prescelte:
ci sono mF tali disposizioni.
e Si dispongono (n — k) palline verdi (prese dalle (N — m) presenti nell’'urna) nelle
rimanenti posizioni: ci sono (N — m)™* tali disposizioni.
Si ottiene pertanto

Al = ()5 =y,

da cui segue facilmente che

o= () ) -3

Questo risultato verra reinterpretato piu avanti, nell’Esempio [1.37]

Caso di estrazioni senza reimmissione. Enumeriamo le palline come nel caso precedente. Un
naturale spazio campionario, in cui la probabilita uniforme esprime la casualita dell’estrazione,
é quello delle disposizioni senza ripetizione. Poiché, tuttavia, ’evento “il numero di palline
rosse estratte € k” non dipende dall’ordine di estrazione, é forse ancora pitt naturale scegliere
come spazio campionario 'insieme delle combinazioni. Sia dunque € I'insieme dei sottoinsiemi
di n elementi dellinsieme {1,2,..., N}, e P la probabilita uniforme su di esso. L’evento di
cui vogliamo calcolare la probabilita e

A={we: |wn{l,2,....m}| =k} = {weQ:|jwn{m+1,... , N}|=n—k}.
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Chiaramente A = () se k > m oppure se (n—k) > (N—m). Se invece k < me (n—k) < (N—m),
ogni elemento di A & determinato da due scelte successive: occorre scegliere k elementi da
{1,2,...,m} e (n—k)da{m+1,...,N}. Diconseguenza possiamo scrivere

- @0

dove usiamo la convenzione secondo cui (;) =0se j <0oj>i. Ricordando che |Q| = (]T\Lf ),
possiamo dunque concludere che

1.3.6 Coefficienti multinomiali*

Dato un insieme A, ricordiamo che una partizione di A ¢ una famiglia {A;,..., A, } di
sottoinsiemi di A tali che A; N A; = 0, per ogni i # j, e J;_; Ai = A. Sottolineiamo
che T'ordine dei sottoinsiemi che compaiono nella partizione é importante: {Aq, Az, A3} e
{43, A1, A3} sono due partizioni distinte. Supponiamo ora che |A| = n € Ny e siano assegnati
re€Neky,...,k € Ngtali che k1 + ... 4+ k. = n: ci proponiamo di calcolare il numero di
partizioni {Ay, ..., A, } di A tali che |41 =k1, ..., |4 = k;.

Il caso » = 1 & banale: esiste infatti un’unica partizione di A in un solo sottoinsieme, che ¢
naturalmente A stesso. Il caso r = 2 é strettamente connesso con le combinazioni: infatti una
partizione in due sottoinsiemi {A;, A2} ¢ identificata da Ay, poiché Ag = A§; dovendo essere
|A1| = k1, il numero di tali partizioni coincide con il numero di combinazioni di k; elementi

estratti da A, pari a (]?1 ) = (,?', = kl?]!cgl. A questo punto non ¢ difficile indovinare la

formula nel caso generale: il numero di partizioni {A;, ..., A,} di A tali che |A;| =k, ...,
|Ar| = ky (dove k1 + ...+ k, =n) é dato da

n!

—_— 1.16
kilko! -+ k! ( )
La dimostrazione ¢ una applicazione del principio fondamentale del calcolo combinato-
rio. Una partizione {41,..., A, } puo essere infatti determinata mediante le seguenti scelte
successive:

e si sceglie A; come sottoinsieme di A di cardinalita k1, in (,?1 ) modi possibili;
e si sceglie Ay come sottoinsieme di A\ A; di cardinalita ks, in (";2]“) modi possibili;

n—(k1+k2+...+krfz))

e si procede analogamente fino alla scelta di A,_1, per cui ci sono ( ks

possibilita;

e una volta scelto A,_1, 'ultimo elemento della partizione ¢ automaticamente determinato
dalla relazione A, = A\ (A1 U...UA,_1).

Applicando il Teorema [I.14] il numero di partizioni cercato ¢ dato dunque da

() () () ()
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che non ¢ altro che una riscrittura di ((1.16)), come si verifica dopo qualche semplificazione.

La quantita in (1.16), per » € N e n,ky,...,k € Ng con k1 + ... + k., = n, é detta
coefficiente multinomiale: puo essere infatti vista come un’estensione del coefficiente binomiale,
a cui si riduce per r = 2. I coefficienti multinomiali ricorrono frequentemente nei cosiddetti
problemi di occupazione. Un caso molto importante é descritto nell’esempio seguente.

Esempio 1.20. Supponiamo di disporre casualmente n palline numerate in r urne, dove
n € Np, r € N (ogni urna puo contenere un numero qualunque di palline). Chiediamoci qual
é la probabilita che la prima urna contenga ki palline, la seconda ne contenga ko, ..., la
r-esima ne contenga k,, dove naturalmente ki,...,k, € Ny sono tali che k1 + ...+ k, = n.

Lo spazio di probabilita naturale per questo esperimento aleatorio é I'insieme €2 delle
disposizioni con ripetizione di n elementi presi dall’insieme {1,...,7} (che rappresenta le
urne), vale a dire

Qpp = {f:{l,...,n}—>{1,...,r}}, (1.17)

munito della probabilita P uniforme, visto che la disposizione delle palline nelle urne avviene
in modo completamente casuale. L’evento che ci interessa (che la prima urna contenga ki
palline, la seconda ne contenga ko, ..., la r-esima ne contenga k,) é rappresentato da

Oty e = Af € Qo [T W =k, IF7H0) = K}

Essendo lo spazio di probabilita uniforme, dobbiamo calcolare la cardinalita di O, . ., cio¢
il numero di disposizioni di palline nelle urne tali che la prima urna ne contenga ki, la seconda
ne contenga ko, ..., la r-esima ne contenga k.. Un momento di riflessione mostra che la
risposta ¢ data proprio dal coefficiente multinomiale E| Di conseguenza, per ogni scelta
di k1,..., k. € Ngcon ki +...+ k. =n, siha

_ ‘Ok17~“7k7‘| _ 1 n‘

P(Opy,...k,) = | Rl Rl (1.18)

poiché sappiamo che [, .| = r".

1.3.7 Le statistiche di Maxwell-Boltzmann, Bose-Einstein e Fermi-Dirac*

Nell’esempio [T1.20] abbiamo parlato di n palline disposte in 7 urne, ma lo stesso schema si puo
applicare a contesti completamente diversi, come ad esempio:

(1) gli esiti del lancio di n dadi regolari (o di n lanci di uno stesso dado regolare) a r facce;
(2) la disposizione di n passeggeri su un treno composto da r vagoni;

(3) la distribuzione di n incidenti in un certo periodo di r giorni;
(4)

4) le configurazioni di un sistema di n particelle, ciascuna delle quali pud assumere r stati

distinti.
tInfatti, indicando con A := {1,...,n} linsieme delle palline e con A; C A le palline contenute nell’'urna
i-esima, le disposizioni cercate sono in corrispondenza biunivoca con le partizioni {A1,..., A} di A tali che
|A1] = k1, ..., |Ar| = Er.
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In tutti questi casi, spesso non si & interessati a conoscere quali, ma soltanto quante “palline’
ci siano in ciascuna “urna’. Se indichiamo con k; il numero di “palline” nell*‘urna’” i-esima,
ci si concentra cioé sui numeri ki, ..., k. € Ng, che sono detti numert di occupazione. Per
descrivere esperimenti aleatori che coinvolgono tali numeri, risulta dunque naturale introdurre
lo spazio campionario

Uy = {(k1y e k) € (N) ki 4.+ ko =n). (1.19)

Per quanto visto nell’esempio una probabilita Pysp “naturale” sullo spazio @n,r é
quella corrispondente alla densita pysp definita da

pMB((kl,‘--,kr)) = PMB({(kl,...,kT)}) = ’I“lnkl'n'k‘r" (1.20)

in accordo con . Per ragioni storiche legate alla meccanica statistica, la probabilitd Py/p
é detta statistica di Mazxwell-Boltzmann ed é efficacemente utilizzata in svariate situazioni,
quali ad esempio quelle descritte nei punti , , in alto. L’applicazione della probabilita
Py alla situazione ¢ invece delicata e merita una discussione pitl approfondita.

Supponiamo che un sistema fisico sia composto da n particelle, dove ogni particella puo
assumere r stati distinti. Facciamo inoltre l'ipotesi che, qualunque siano gli stati delle n
particelle, ’energia totale del sistema sia sempre la stessa. Allora, quando il sistema € in
equilibrio termico, secondo i principi della meccanica statistica tutte le configurazioni del
sistema sono equiprobabili.

Il punto fondamentale é decidere che cosa si debba intendere con configurazione del
sistema. A priori sembra naturale identificare la configurazione del sistema con la n-upla
degli stati assunti dalle particelle che lo compongono. In questa ottica, affermare che tutte le
configurazioni sono equiprobabili significa considerare la probabilitd uniforme sullo spazio
1, definito in , cioé sulle disposizioni con ripetizione di n elementi estratti dall’insieme
{1,...,7} (che rappresenta i possibili stati). Di conseguenza, se siamo interessati ai numeri di
occupazione, cioé a quante (e non quali) particelle assumano un certo stato, la probabilita
“giusta’ sullo spazio ﬁn,r dei numeri di occupazione, definito in , sembrerebbe proprio
essere la statistica di Maxwell-Boltzmann Py, g, introdotta in .

Tuttavia, se le n particelle che compongono il sistema sono indistinguibili, la statistica
di Maxwell-Boltzmann conduce a predizioni errate. La ragione é che, in base ai principi
della meccanica quantistica, la scelta dello spazio €2, , definito in per descrivere
le configurazioni del sistema & fondamentalmente sbagliata: infatti, essendo le particelle
indistinguibili, non esiste alcun esperimento che permetta di distinguere due elementi di €2, ,
con gli stessi numeri di occupazione. Di conseguenza, le configurazioni del sistema devono
essere tdentificate con le r-uple dei numeri di occupazione, cio¢ con gli elementi di €2, ,: in
altri termini, non ha fisicamente senso chiedersi quali, ma soltanto quante particelle assumano
un certo stato. L’affermazione che tutte le configurazioni sono equiprobabili conduce dunque
a munire @n,r della probabilita uniforme. Tale probabilita, che indicheremo con Pgg, é detta
statistica di Bose-Finstein ed ¢ dunque definita dalla densita

1

pee((k1, .. k) = Pee({(ki,....k)}) = Bl

(1.21)

Gli esperimenti hanno effettivamente mostrato che la statistica di Bose-Einstein si applica
con successo a sistemi composti da particelle (o atomi) indistinguibili a spin intero, che
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vengono dette bosoni (un esempio ¢ costituito dai fotoni). Per sistemi composti da particelle a
spin semi-intero, dette fermioni (ne sono un esempio protoni, neutroni, elettroni, neutrini, . .. ),
il principio di esclusione di Pauli impone 'ulteriore restrizione che due particelle non possono
assumere lo stesso stato. Questo significa che i numeri di occupazione possono assumere
soltanto i valori 0 e 1: in particolare, si deve avere n < r. Di conseguenza, le configurazioni
del sistema sono descritte dall’insieme ristretto

Qo= (ko k) €0, B+ ke =0} (1.22)

Dovendo essere tutte le configurazioni equiprobabili, la probabilita “corretta” su SA);” é quella
uniforme, detta statistica di Fermi-Dirac e indicata con Prp:

pep (s k) = Pep({(kr,... k)}) = @1| (1.23)

Anche in questo caso, gli esperimenti hanno mostrato che la probabilitd Prp descrive
correttamente il comportamento di sistemi composti da fermioni.

Osserviamo che i valori di \(Alnr| e |f\2’nrl, che compaiono nelle definizioni ((1.21]) e (1.23)),
possono essere esplicitati:
r
= . 1.24
() (129

~ n+r—1 ~,
’Qn7T| = < n ) ) |Qn,r
La seconda relazione segue immediatamente dal fatto che ﬁ’nr é in corrispondenza biunivoca
naturale con I'insieme delle combinazioni di n elementi estratti da {1, ..., r}: la corrispondenza
é quella che a (ki,...,k,) € Q;W associa il sottoinsieme degli indici ¢ € {1,...,r} per cui

k; =1 (si ricordi che k; € {0,1}). Per dimostrare la prima relazione in ([1.24]), procediamo
in modo analogo, mostrando che (2, , ¢ in corrispondenza biunivoca con l'insieme delle

combinazioni di (r — 1) elementi estratti da {1,...,n 47— 1}, che sappiamo avere cardinalita

pari a ("jﬁ;l) = ("+:L_1). Un sottoinsieme di (r — 1) elementi di {1,...,n+7— 1} puo essere

indicato con {t1,...,t,—1}, con 1 <t] <t9 <...<t,—1 <n+r—1. Se ora definiamo
k1=t —1, ki=t;—t;_1—1, perl<i<r, kri=(mn+r—1)—t,_1,

si ha per costruzione k; € Ng e k1 + ...+ k, = n, cioé (k1,...,k,) € @n,r. E facile vedere

che la corrispondenza ora descritta ¢ biunivoca: la corrispondenza inversa é quella che a
(ki1,...,kyr) associa il sottoinsieme {t1,...,t,—1} di {1,...,n +r — 1} definito da

ty:=k1+1, ti=t;1+k+1, per2<i<r-—1.

Una rappresentazione grafica di questa corrispondenza si ottiene disegnando i numeri di

occupazione mediante palline separate da sbarrette: per esempio, per n = 7 e r = 4,
all’elemento (1,4,0,2) € Q74 corrisponde la stringa “o|oooo| |00” composta da n+r—1 = 10
simboli. Le sbarrette identificano allora un sottoinsieme di {1,...,10} di cardinalita r — 1 = 4.

Le statistiche di Bose-Einstein e Fermi-Dirac, definite dalle relazioni (1.21]) e ((1.23)), sono
dette statistiche quantistiche, mentre la statistica di Maxwell-Boltzmann, definita in ([1.20)), &
talvolta indicata come statistica classica.
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Esempio 1.21. L’analisi che ha portato all’introduzione delle statistiche di Bose-Einstein
(1.21)) e Fermi-Dirac é basata sull’ipotesi che I'energia totale del sistema sia indipendente
dagli stati delle particelle che lo compongono. Nel caso piti realistico in cui I’energia del sistema
non sia costante, si procede in modo del tutto analogo a quanto visto nell’Esempio se
¢ lo spazio delle configurazioni del sistema, H : 2 — R & la funzione energia e 5 € [0,00) &
I'inverso della temperatura assoluta, quando il sistema € in equilibrio termico alla temperatura
[ la probabilita di osservare il sistema in una configurazione w € €2 é data da

—_— Y = e PHW)
70 dove Z(B) Z

we

Pg({w}) =

Il punto cruciale qui é la scelta dello spazio delle configurazioni §2. Se il sistema é composto
da n particelle indistinguibili, ciascuna delle quali puo assumere r stati, si dovra scegliere
Q= ﬁmr come in se le particelle sono bosoni e ) = ﬁ;” come in se le particelle
sono fermioni. Se invece le particelle sono distinguibili (per esempio se sono diverse tra loro)
si scegliera Q2 = €, , come in ((1.17)).

Come abbiamo gia osservato nell’Esempio per 8 = 0 (limite di temperatura infinita) la
probabilita Pg({w}) non dipende piu da w, dunque Py non ¢ altro che la probabilitad uniforme
su Q. Ritroviamo in questo modo le statistiche di Bose-Einstein (Py = Pppg se Q = Qn,r, cf.
(1.21)) e di Fermi-Dirac (Py = Prp se Q = Q;w”’ cf. . Sempre dall’Esempio m sappiamo
che per 8 — oo (limite di temperatura nulla) la probabilita Pg si concentra sull’insieme dei
minimi assoluti della funzione H. Vedremo pitt avanti (cf. Esempio ?7?) che in questo regime
un sistema di bosoni indistinguibili d& origine a un fenomeno molto interessante, noto come
condensazione di Bose-Finstein, in cui gli effetti quantistici diventano visibili su grande scala.

Esempio 1.22. Si consideri un sistema di n particelle non interagenti, ciascuna delle quali
puo assumere r stati differenti, tutti con la stessa energia. Qual ¢ la probabilita p, , che
gli stati assunti dalle particelle siano tutti diversi? Per ipotesi ’energia totale del sistema
¢ indipendente dagli stati delle singole particelle, per cui si puo applicare ’analisi svolta
in questo paragrafo. Osserviamo inoltre che se n > r si ha ovviamente p,, = 0, per cui
supporremo d’ora in avanti che n < r.

In termini di numeri di occupazione (k1, ..., k), dire che gli stati assunti dalle particelle
siano tutti diversi significa imporre k; € {0,1} per ogni 1 < i < r. In altri termini, p,, &
la probabilita dell’insieme (AZ;” definito in (1.22)). 11 valore di p,, dipende naturalmente dal
tipo di particelle considerate. Se le particelle sono fermioni indistinguibili, sappiamo che (AZ;”
é l'intero spazio di configurazioni ammissibili, per cui ovviamente pfi’,? =1, in accordo col
principio di esclusione di Pauli. Se invece le n particelle sono bosoni indistinguibili, occorre
usare la statistica di Bose-Einstein definita in , da cui si ottiene

BE ~ 1, () H_ ﬁl_i
Pny = PBE(Q’/L,T) === +n_1 = . = —, (125)
’Qnﬂ“ (n 77; ) 1=0 r + t =0 ]' + %

avendo usato le relazioni in ((1.24)). Infine, se le particelle sono distinguibili, usando la statistica
di Maxwell-Boltzmann ((1.20)) si ottiene

n—1 .
~ n! ~ 1
py'P = Pup(,,) = Z puB((k1,. .. k) = r7|Q;z,r| = H <1 - r) . (1.26)
(k1) €Y, . i=0
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dove si é usata la seconda relazione in ((1.24)) e il fatto che pMB((kzl, e k’r)) = n!/r" per

ogni (k1,...,k,) € @;wa, poiché k; € {0,1} per ogni 1 < i < r. Dalle relazioni e
segue in particolare che pﬁg < p%TB per ogni n > 1.

Per avere un’idea pitt precisa dei risultati ottenuti, supponiamo che r sia grande e che
n = o(r?/3). Pin precisamente, fissiamo un’arbitraria successione positiva (€,) ey tale che
lim, . €, = 0 e studiamo il comportamento asintotico di p%f e pfﬁ nel limite » — oo,

assumendo che n < ¢,72/3. Dato che (1 +z) = exp(z + O(z?)) per z — 0, da (T.26) si ottiene

i S s SRR 1 n?
MB
= -N 2 o(=)]= ——Z 4ot 1.27
it exp( >y ()) o (3L +om). e
dove abbiamo usato il fatto che Z?:_()l i=3n(n—1)e Z?:_ol i2 = O(n?). Analogamente, da

(1.25) si ottiene:
2
n
pff = exp <_7“ + 0(1)> . (1.28)

Le due relazioni e da un lato ci dicono che, sia per la statistica di Maxwell-
Boltzmann sia per quella di Bose-Einstein, il regime “critico” per la probabilita p, , ¢ n ~ /1
in altri termini, p,, ~ 1 se n < /r mentre p,, ~ 0 se n > 4/r. Dall’altro lato, se gia
sapevamo che pﬁf < p%f per ogni n > 1, le relazioni e mostrano che nel regime
n ~ cy/r, con ¢ € (0,00), la differenza tra p%f e pﬁf resta positiva anche nel limite di r
grande: si ha in effetti pfif —e ‘e p%f — e ¢/,

Ricordiamo infine che la statistica di Maxwell-Boltzmann, adottata per descrivere un
sistema di “particelle distinguibili”, si puo applicare anche a sistemi “macroscopici” come quelli
descritti nei punti , e all’inizio del paragrafo. In particolare, p%f coincide con la
probabilita che, se n passeggeri salgono su un treno composto da r vagoni e si dispongono a
caso, nessun vagone contenga pitt di un passeggero.

1.4 Probabilita condizionata

Nello studio di un modello probabilistico, risulta interessante studiare I'influenza che ’occorrere
di un dato evento B ha sulla probabilita di occorrenza di un altro evento A.

Esempio 1.23. Nelle estrazioni per una ruota del Lotto, vengono estratte “a caso” 5 palline
da un’urna contenente palline numerate da 1 a 90. Supponiamo di giocare due numeri su
quella ruota, e precisamente 1’1 e il 3. Una persona presente all’estrazione, mi avvisa che dei
5 numeri estratti 3 sono dispari. Qual ¢ la probabilita di fare “ambo” sulla base di questa
informazione? E qual ¢é la probabilita in assenza di tale informazione?

E chiaro che la soluzione di tale problema richiede che si definisca il significato di calcolare
una probabilita sulla base di una data informazione. Prima di proporre una definizione formale,
cerchiamo una soluzione ‘“ragionevole”. Lo spazio campionario in questione é ) = “insieme di
tutte le cinquine di numeri tra 1 e 90”. Assumendo I'equita dell’estrazione, scegliamo come
probabilita P quella uniforme. Due eventi compaiono nell’enunciato del problema: A = “i
cinque numeri estratti contengono 1’1 e il 3", B = “dei cinque numeri estratti 3 sono dispari”.
In assenza dell’informazione sull’occorrenza di B, scriveremmo semplicemente

_ Al

P(A) = 1op
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Poiché la scelta di un elemento di A corrisponde alla scelta di tre numeri diversi da 1 e 3, si
ha che |A]| = (838), e quindi

P(A)—®——~00025

B U TU—
Assumere 'occorrenza di B significa escludere la possibilita che la cinquina estratta non sia in
B. Inoltre, anche sapendo che la cinquina estratta ¢ in B, non vi é alcun motivo per rimuovere
I'ipotesi di equiprobabilita degli elementi di B. Dunque, la procedura “naturale” consiste nel
rimpiazzare lo spazio campionario ) con B, e calcolare le probabilita dei sottoinsiemi di B
secondo la probabilitd uniforme su B. Poiché A non é un sottoinsieme di B, si trattera di
calcolare la probabilita di AN B secondo la probabilita uniforme su B. Concludiamo allora
che 'oggetto piu ragionevole per esprimere la probabilita di A condizionata all’occorrenza di
Beé

|AN B
|B|

Come esercizio, calcoliamo tale probabilita. Gli elementi di AN B sono costituiti dalle cinquine
contenenti 1,3, un altro numero dispari diversi da 1 e 3, e due numeri pari. Dunque

4
]Amﬂ:@%j)

Inoltre, poiché gli elementi di B contengono 3 numeri dispari e 2 pari,

o= ()(2)

Infine |AN B 43 6
N
= = ~ (0.003
45 )
| B| (3) 1980

che ¢ maggiore della probabilita in assenza di informazioni.

L’esempio appena trattato assieme all’osservazione che, se P & la probabilita uniforme
)

|IANB| _P(ANB)
Bl P(B)

motiva la definizione che segue.

Definizione 1.24. Sia (2, P) uno spazio di probabilita discreto, A e B due eventi per cui
P(B) > 0. La probabilita di A condizionata a B si denota con P(A|B) ed é definita da

P(ANB)

PAIB) = =55

Alcune proprieta formali della probabilita condizionata sono sintetizzate nella seguente
proposizione.
Proposizione 1.25. Sia B un evento fissato, con P(B) > 0, e consideriamo la funzione

PQ) — [0, 1]
A — P(A|B).

Tale funzione é una probabilita su €.
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La dimostrazione, che consiste nella verifica della validita degli assiomi (F1f) e (P2),
¢ lasciata per esercizio. Vale la pena sottolineare che, fissato un evento A, la funzione
B — P(A|B) non ¢ una probabilita.

La seguente proposizione fornisce una caratterizzazione della probabilita condizionata che
ne motiva ulteriormente la definizione.

Proposizione 1.26. Sia B un evento fissato, con P(B) > 0. Allora P(-|B) ¢é l'unica
probabilita Q) su ) con le sequenti proprieta:

(1) Q(B) =1;
Q(E) _ P(E)

(2) per ogni coppia di eventi E; F con P(F) >0 si ha OF) = PF)-

Dimostrazione. E immediato verificare che P(-|B) soddisfa le proprieta elencate. Viceversa,
sia @ una probabilita che soddisfa le proprieta[I] 2] e sia A un evento arbitrario. Applicando
la proprieta agli eventi ¥ = ANB e F = B, visto che Q(B) = 1 per la proprieta si ottiene
la relazione

QANB)  P(ANB)
QB) P(B)

Osserviamo ora che possiamo scrivere

Q(ANB) =

—: P(A|B). (1.29)

A= AN(BUB°) = (ANB)U(ANB°).

Dato che ANB C Be AN B¢ C B¢ gli eventi AN B e AN B¢ sono disgiunti, quindi Q(A) =
Q(AN B) + Q(AN B°). Per la proprieta [I] si ha Q(B) =1, quindi QAN B®) < Q(B°) =0e
di conseguenza Q(A) = Q(AN B). Ricordando I'equazione ([1.29)), abbiamo dimostrato che
Q(A) = P(A|B), cio¢ @ coincide con la probabilita condizionata a B. O

In molte situazioni, la nozione di probabilita condizionata ¢ utile nella costruzione stessa
di un modello probabilistico: talvolta é “naturale” assegnare il valore di alcune probabilita
condizionate, e da esse dedurre il valore di probabilitd non condizionate.

Esempio 1.27. Due urne contengono, rispettivamente, 3 palline rosse e 1 verde e 1 pallina
rossa e 1 verde. Si sceglie, con ugual probabilita, una delle due urne e poi, dall’urna scelta, si
estrae una pallina. Qual ¢ la probabilita di estrarre una pallina rossa?

Denotiamo con a e b le due urne. Come spazio campionario, si puod scegliere 'insieme
costituito dalle coppie (a,r), (a,v), (b,r), (b,v), dove la prima componente indica I'urna scelta
e la seconda il colore della pallina estratta. L’evento A = {(a,r), (a,v)} corrisponde a “I'urna
scelta ¢ la a”, 'evento R = {(a,r), (b,7)} corrisponde a “la pallina estratta ¢ rossa”. Dev’essere
senz’altro P(A) = 1/2, visto che le urne vengono scelte con uguale probabilita. Inoltre,
supponendo di aver scelto I'urna a, la probabilita di estrarre una pallina rossa ¢ 3/4. Percio
porremo P(R|A) = 3/4. Analogamente P(R|A°) = 1/2. Il procedimento per dedurre P(R)
dai dati a disposizione é indicato dal risultato che segue.

Proposizione 1.28. Sia (B,)N_; una sequenza di eventi finita (N < +oc) o infinita (N =
+00) tali che

(a) Per ognin
P(B,) > 0.
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(b) Gli eventi sono a due a due disgiunti, cioé
ByN By =10

sen #m.

(c)

N
B, =Q.

n=1

Allora, per ogni evento A,
N
n=1

Tale identita prende il nome di formula delle probabilita totali.

Dimostrazione. Si osservi che
N

A= U(AmBn)7

n=1
e gli eventi di quest’ultima unione sono disgiunti. Usando I'additivita di P e la definizione di
probabilita condizionata, si ha

N N
P(A)=> P(ANB,) =Y P(A|B,)P(B,). O
n=1 n=1

Supponiamo ora che A e B siano due eventi tali che P(A) > 0, P(B) > 0, sicché entrambe
le probabilita condizionate P(A|B) e P(B|A) sono definite. E pressoché immediato verificare
la seguente relazione.

Teorema 1.29. (Formula di Bayes) Se P(A) >0 e P(B) > 0, allora

P(B|4) = W (1.30)
Dimostrazione. La formula di Bayes é equivalente a
P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B),
che ¢ vera in quanto entrambi i membri sono uguali a P(AN B). O

Nell'ipotesi che 0 < P(B) < 1, usando la formula delle probabilita totali, la formula di
Bayes puo essere riscritta nella forma
P(A[B)P(B)
(A|B)P(B) + P(A|B)P(B¢)’

P(B|4) = - (1.31)

N

Analogamente, se (By,),_;

ne [I.28] si ha

¢ una sequenza di eventi soddisfacenti alle ipotesi della Proposizio-

P(A|B,)P(B,)  P(A|Bn)P(By)
P(A) SN P(A|BL)P(By)

P(B,|A) = (1.32)
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Le versioni e della formula di Bayes sono quelle che piu spesso capita di usare
negli esercizi.

La formula di Bayes, a dispetto della sua semplicita, ¢ una delle formule fondamentali
della Probabilita, ed ¢ all’origine di un’intera area della Statistica, la Statistica Bayesiana.
La rilevanza della formula di Bayes nelle applicazioni, si pud gia apprezzare in applicazioni
semplici, come quella che segue.

Esempio 1.30. Per determinare la presenza di un certo virus viene elaborato un test clinico
avente la seguente efficacia: se il virus ¢ presente allora il test risulta positivo il 99% dei casi;
se il virus é assente il test risulta positivo il 2% dei casi. E noto che 2 persone su 10.000
hanno il virus. Supponiamo che un individuo scelto a caso risulti positivo al test. Con quale
sicurezza possiamo affermare che sia malato?

Come accade sovente negli esercizi in cui si applica la formula di Bayes, non é rilevante
descrivere nel dettaglio lo spazio campionario. Si considerino gli eventi, cosi descritti in modo
informale: A = “I'individuo ¢ malato”; B = “il test & risultato positivo”. I dati del problema
sono:

P(A) = 0.0002
P(BJA) = 0.99 (1.33)
P(BJA°) = 0.02.

Calcoliamo P(A|B). Utilizzando la formula di Bayes e la formula delle probabilita totali, si

ha

P(A) P(A)
P(A|B) = P(B|A)—— = P(B|A

(A1) (B] )P(B) (B] )P(B\A)P(A) + P(B|A°)P(A°)
che é estremamente bassa. Quindi, anche se un individuo risulta positivo al test, & molto
improbabile che sia malato. Questo test dunque dara una grande percentuale di falsi positivi.
E se avessimo voluto specificare per bene lo spazio campionario? Si sarebbe potuto

procedere cosi. Definiamo

Q= {(mvp)v (man)v (5,]9), (San)} = {ma S} X {pv n}

dove m e s indicano la presenza (m) o l'assenza del virus, p e n il risultato del test: p =
positivo, n = negativo. Qual & la probabilita P su 7 Per individuare P dobbiamo usare
i dati del problema. Si noti che gli eventi A e B definiti sopra, corrispondono ai seguenti
sottoinsiemi di €:

~ (.01

A= {(m,p), (m7n)}
B = {(map)v (Sap)}
Usando i dati in ((1.33)), ¢ effettivamente possibile calcolare la probabilita di tutti i sottoinsiemi

di © (provarci!), da cui si puo dedurre il valore di P(A|B). Tuttavia, per rispondere al quesito
posto, questi dettagli sono poco rilevanti.

1.5 Indipendenza di eventi

Si & visto come la probabilita condizionata P(A|B) rappresenti la probabilita dell’evento A
sotto la condizione del verificarsi dell’evento B. E‘ possibile che tale condizione non modifichi
la probabilita di A, ossia

P(A|B) = P(A). (1.34)
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Usando la definizione di probabilita condizionata, si vede che l'identita ((1.34]) equivale a:
P(ANnB)=P(A)P(B). (1.35)

L’identita in (1.35)), rispetto a quella in (1.34) ha il vantaggio di essere esplicitamente
simmetrica in A e B, e di essere definita (e banalmente vera) anche quando P(B) = 0. Essa
viene dunque scelta per caratterizzare la nozione di indipendenza.

Definizione 1.31. In uno spazio di probabilita discreto (€2, P), due eventi A e B si dicono
indipendenti se

P(ANB) = P(A)P(B).

Esempio 1.32. Da due mazzi di carte da Poker si estraggono due carte, una per mazzo. Lo
spazio campionario naturale ¢ I'insieme delle coppie (i, 7) nel prodotto cartesiano Q = X x X,
dove X é l'insieme delle carte di un mazzo. Possiamo assumere che la scelta sia “casuale”, cioé
descritta dalla probabilita P uniforme su ). Consideriamo due eventi A e B, di cui ’evento
A dipende solo dall’estrazione dal primo mazzo, I’evento B solo dall’estrazione dal secondo
mazzo. In altre parole, se F,G C X, A e B sono della forma:

A={(i,j) eQ:ie€F}
B={(i,j) € Q:j e G}

Si noti che || = 522, |A| = 52|F|, |B| = 52|G|, |A N B| = |F||G|. Ne segue facilmente che

lAnBl RG] 1AllBl
PANBE) =706 = 52 ~ ol ~

P(A)P(B).

Dunque A e B sono indipendenti. Notare che gli eventi A e B si riferiscono a due ripetizionsi
dello stesso esperimento aleatorio. L’indipendenza esprime il fatto che ’esito di un esperimento
non “influenza” 'esito dell’altro esperimento. Questo contesto di prove indipendenti ripetute,
rilevante in molti aspetti della, Probabilita e della Statistica, ¢ quello in cui la nozione di
indipendenza appare in modo naturale.

L’esempio [1.32] si puo facilmente generalizzare al caso di 3 o pitt mazzi di carte. In questo
caso, P é la probabilitd uniforme si Q = X", Fi, F5,...,F, C X e, peri = 1,2,...,n,
A ={w = (w1,wa,...,wp) € X™: w; € F;}. Una semplice generalizzazione dell’argomento
visto sopra, mostra che

=1

Naturalmente se avessimo considerato solo alcuni degli A;, per esempio la coppia A;, A; con
1 # 7, lo stesso facile calcolo sulle cardinalita avrebbe mostrato che

Tutto cio suggerisce che, nell’estendere la nozione di indipendenza a tre o piu eventi, dobbiamo
richiedere la proprieta “moltiplicativa” , ma anche il fatto che se una famiglia di eventi
& costituita da eventi indipendenti, anche ogni sua sottofamiglia é costituita da eventi
indipendenti. Queste due richieste, non sono implicate 'una dall’altra, come mostrano i
seguenti esempi.
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Esempio 1.33. Sia Q = {1,2,3,4}, P = Probabilita uniforme, A = {1,2}, B = {2,3},
C = {1,3}. Si vede immediatemente che le coppie (A, B), (B,C) e (A, C) sono formate da
eventi indipendenti. Tuttavia:

P(AnBNC)=PM)=0+# P(A)P(B)P(C)=1/8.
Esempio 1.34. Sia Q = {1,2,...,6}2, con la probabilita uniforme. Siano

A={@G,7):7=1,2, 05}
B={(i,5) : j =4,5, o0 6}
C={(i,5):i+j=9})

Si ha
P(ANB) = é + i — P(A)P(B)
PANC) = % £ % — P(A)P(C)
P(BNC) = % y % — P(B)P(C)
P(ANBNC) = % — P(A)P(B)P(C)

Definizione 1.35. Sia I un qualunque insieme di indici, e sia {A; : i € I} una famiglia di
eventi in uno spazio di probabilita discreto (€2, P). Diremo che tali eventi sono indipendenti
se per ogni sottoinsieme finito J di I, si ha

P4, | =]]PAy.
JjeJ jeJ

La proposizione che segue afferma che se in una famiglia di eventi indipendenti si rim-
piazzano alcuni eventi con i loro complementari, si ottiene ancora una famiglia di eventi
indipendenti.

Proposizione 1.36. Sia {A; : i € I}una famiglia di eventi indipendenti, I' C I, e definiamo

B — A seiel
Yl A seiel\T.

Allora {B; : i € I} ¢ una famiglia di eventi indipendenti.
Dimostrazione. Sia J C I finito, e sia J' = J N I’. Dobbiamo mostrare che
P( N Bj> =[] P(B)). (1.37)
JjeJ jedJ
Possiamo supporre che

J = {jl)jQu"' 7jm}7 J/ = {jla"’ 7jk}7
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dove k < m. Se k = 0, la (1.37) segue immediatamente dall’indipendenza di {A; : i € I}.
Supponiamo k = 1. Usando U'indipendenza di {A4; : i € I}, si ha

P(Bj,NBj,N---NBj,) =P (A5, NAj,N---NAj)
=P([A N NAIN\[4) NA;, NN A
= P(Aj,) - P(A;,) — P(A;,)P(4),) - -- P(4;,)
[ P(Aj,)]P(4; ) - P(4;,)
P(AF)P(A,) - P(4;,)
P(B;,)P(By,) -+ P(Bj,).

A questo punto si procede per induzione su k, per trattare tutti i casi 0 < k < m. Si lasciano
i semplici dettagli al lettore. O

Nel prossimo esempio vedremo un calcolo classico basato sull’indipendenza.

Esempio 1.37. Si eseguono N prove ripetute di un gioco in cui la probabilita di vincere &
p € [0, 1]. Si assuma che i risultati di prove distinte siano indipendenti.

a. Qual ¢ la probabilita di vincere n < N volte sugli N tentativi?

b. Qual é la probabilita di vincere per la prima volta all’'n-esimo tentativo?

Come spazio campionario possiamo scegliere

0= {:17 = (xl,xg,...,xN) X € {0,1}} = {Oal}Na

dove z; = 1 significa che 'i-esima prova del gioco ¢ stata vinta. Definiamo per ¢t € {0, 1}
I’evento

Az(t) :{.%' €Ny :t}.

L’indipendenza delle prove effettuate si traduce nel fatto che gli eventi Aj(t1), As(t2), ...,
An(tn) sono indipendenti, per ogni scelta di ¢y, ...,tx. Inoltre & chiaro che per ogni y €

N
{y} =) Ai(v)-
=1

Per I'indipendenza, allora,
N
P({y}) = [T P(Ai(w:)).
i=1
Inoltre, poiché per ogni tentativo la probabilita di vincere € p,

set=1
P(Ai(t)):{zljp set=20

o, equivalentemente, P(A;(t)) = p*(1 — p)'~t. Ne segue allora che

N
P({y}) =[] —-p)'¥ = pliti¥i(] — p)N-Zlavi,

i=1
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Gli eventi di cui vogliamo calcolare la probabilita sono

N
A:{yGQ:Zyi:n}
=1

B=A4,(0)Nn---NA,-1(0) N A,(1).

Da quanto visto sopra,

P(A)=)_ P({y})

yeA

=) pra-ph
yeA

= |A]p"(1—-p)N "

= (V)ra-pr

n

dove abbiamo usato il fatto che scegliere un elemento di A equivale a scegliere gli n tentativi
vincenti sugli N a disposizione. Si noti che ’espressione ottenuta per la probabilita di A &
analoga a quella trovata nell’esempio [I.19 per lo schema di estrazioni con reimmissione, con
p := % . Infatti lo schema di estrazioni con reimmissione ¢ un esempio di prove ripetute e
indipendenti.

Piu facile é calcolare la probabilita di B:

P(B) = P(A1(0)) -+ P(A4n-1(0) P(An(1)) = (1 = p)"~'p.

I due esempi che seguono, liberamente tratti da casi giudiziari reali, mostrano quanto la
non comprensione della nozione di condizionamento possa condurre a conclusioni errate.
Esempio 1.38. Le indagini relative ad un omicidio hanno condotto alle seguenti conclusioni:

e il colpevole possiede un determinato set di caratteristiche (individuate da un testimone,
per es. capelli rossi, zoppicante, automobile verde, ecc.) che lo rendono piuttosto raro:
si stima che una frazione p < 1 di popolazione possegga tali caratteristiche;

e il colpevole risiede in una citta di n abitanti; inoltre np ~ 0.05.

Una ricerca su un database di individui schedati ha identificato un (unico) individuo che
possiede i due requisiti sopra citati. Per affermarne la colpevolezza, I’accusa argomenta come
segue.

(1) La probabilita che nella cittd vi siano almeno due individui con le caratteristiche
individuate dal testimone ¢ circa (np)? = 0.0025.

(2) Pertanto con probabilita 1 — (np)? = 0.9975 quello trovato é I'unico individuo con tali
caratteristiche: la sua colpevolezza ¢ dunque accertata con probabilita 0.9975.

Questo argomento é sbagliato, in particolare la conclusione. Vediamo perché. Una ragionevole
assunzione é che ogni individuo possegga la caratteristica individuata con probabilita p,
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indipendentemente dagli altri. Pertanto, per quanto visto nell’Esempio [I.37] se Ay denota
I’evento “in citta ci sono k individui con quella caratteristica, si ha

P(Ay) = (Z)p’“(l —p)" "

In particolare

P(Ag) = (1-p)" P(Ay) = np(1—p)"~".
Quindi la probabilita che vi siano almeno due individui con i requisiti richiesti
_ n(n—1 1
Pl(AgUA)]=1~(1—p)" —np(l —p)" " = (2)p2 ~ 5 (mp)?,

dove la prima approssimazione si ottiene con uno sviluppo di Taylor al secondo ordine della
funzione f(p) = 1 — (1 — p)” — np(1 — p)"~! attorno a p = 0. Il punto 1. dell’argomento
dell’accusa va dunque corretto di un fattore 1/2. Ma non ¢ certo questo I'errore piu rilevante,
anche perché la correzione rende ’argomento ancor piu stringente. L’accusa infatti non
ha tenuto conto del fatto che un individuo con le caratteristiche individuate é gia stato
trovato. La quantitd probante non ‘e dunque la “probabilita che vi siano almeno due individui
con i requisiti richiesti”, bensi la “probabilita che ve ne siano almeno due condizionata alla
conoscenza che la ricerca ha identificato un individuo che li possiede. Consideriamo quindi
gli eventi B = “vi sono almeno due individui con i requisiti richiesti” e C' = “ la ricerca ha
identificato esattamente un individuo che li possiede”. Se k ¢ il numero di residenti della citta
inseriti nel database, e assumiamo che la frequenza delle caratteristiche in questione tra gli
schedati sia la stessa che nel resto della popolazione. Allora

P(C) = kp(1 - p)* 1.

Inoltre, BN C = B' N C dove B’ = “tra gli individui non schedati almeno uno ha le
caratteristiche richieste”. Inoltre gli eventi B’ e C, riferendosi a gruppi distinti di individui,
sono indipendenti. Pertanto

P(BNC)=P(B'NC)=P(B)P(C)=|1-(1-p)" % P),

da cui
PB|IC)=1—(1—-p)"*~(n—k)p~np=0.05

almeno nel caso, verosimile, che k& < n. Dunque, sulla base delle conoscenze acquisite, la
probabilita che I'individuo trovato sia I'unico con le caratteristiche date, e quindi che sia
colpevole, é

P(B¢|C) = 0.95,

probabilmente non sufficiente a fugare “ogni ragionevole dubbio”.

Per apprezzare la sottigliezza della questione, consideriamo il seguente quesito. Immaginia-
mo di avere 'informazione del testimone, ma di non aver condotto alcuna ricerca su database.
Qual ¢ la probabilita che il colpevole sia 'unico individuo con le caratteristiche richieste?
In questo caso, 'unica informazione disponibile & che “esiste almeno un individuo con le
caratteristiche richieste”, che corrisponde all’evento Af. Osservando che B = (Ag U A;)¢,

P [(AO U A1)c]
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Usando la precedente stima per P [(Ao U A1)¢] e analoga stima
P (A5 =1—(1—p)" ~np,

otteniamo 1
P1(4g U A)7]4F] =~ 5np

che differisce di un fattore % dal risultato trovato primal

Esempio 1.39. Una donna venne assassinata, il marito era il principale sospettato. Nel corso
delle indagini si scopri che il marito aveva pitt volte picchiato la moglie. L’accusa affermo
che questo rappresentasse un importante indizio per la colpevolezza. La difesa ribatté che,
secondo i dati forniti dalla Polizia di Stato, tra gli uomini che picchiano le loro mogli, solo
1 su 10000 finisce poi per assassinarla. Pertanto tale dato contribuisce solo in modo molto
marginale alla tesi di colpevolezza. In primo grado il giudice accolse la tesi della difesa.

In secondo grado 'accusa (ci piace pensare con 'aiuto di un matematico) rilevo il seguente
errore nell’argomento della difesa. La frazione ﬁ fornisce una stima della probabilita che
una donna venga ammazzata dal marito condizionata al fatto che il marito la picchiasse. Ma
noi non solo sappiamo che il marito la picchiava, ma anche che la donna é stata effettivamente
assassinata. Quindi la probabilita che utilizza l'intera informazione disponibile é: probabilita
che “una donna venga ammazzata dal marito” condizionata a “la donna veniva picchiata dal
marito ed € stata ammazzata”.

Per formalizzare il problema, consideriamo una popolazione numerosa e sufficientemen-
te omogenea di donne sposate, e consideriamo i seguenti eventi, relativi ad un individuo
casualmente scelto in questa popolazione:

A = “la donna viene assassinata”
B = “la donna é stata picchiata dal marito”
C = “la donna viene assassinata dal marito”.

Possiamo assumere che P(C|B) = 15555- Inoltre i dati dell Polizia indicano che, nella totalita
della popolazione, circa una donna su 100000 viene assassinata, cioé possiamo assumere
P(A) = j0505- La probabilita che desideriamo calcolare ¢ P(C|A N B). Usando il fatto che
C C A otteniamo
P(CIANB) = P(ANnBNO) _ P(BNC) _ P(C\B).
P(ANB) P(AnB) P(A|B)

I dati a disposizione non ci consentono di calcolare P(A|B). Si noti che la conoscenza che
una donna viene picchiata dal marito, rende assai pitt probabile il suo assassinio da parte del
marito. E quanto meno plausibile assumere che tutte le donne, vengano o meno picchiate dal
marito, hanno grosso modo la stessa probabilita di essere assassinate da una persona diversa
dal marito, cioé

P(A\C|B) = P(A\ C);
in altre parole, A\ C' e B sono indipendenti. Abbiamo allora
P(C|B) P(C|B) P(C|B)
(@] ) P(A|B) P(C|B)+P(A\C|B) P(C|B)+ P(A\C)
PCIB)  _  mmw  _10

=~ P(C|B)+ P(A) T

1 1
10000 + 100000
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Quindi, la sola informazione che avesse picchiato la moglie, rende la probabilita che I'imputato

sia colpevole almeno %! L’imputato é stato poi condannato...
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Capitolo 2

Esempi rilevanti di probabilita
discrete

In questo capitolo vedremo all’opera le nozioni di probabilita viste nel capitolo [1| applicate
ad alcuni esempi rilevanti e non banali. Con ’eccezione di un’osservazione non essenziale
nel sottoparagrafo la nozione di indipendenza (paragrafo non & necessaria per
i paragrafi 2.1] e [2.3] mentre viene usata nel paragrafo Infine, il contenuto del
paragrafo [2.5 incluso in questo capitolo per omogeneita di argomento, ¢ di carattere piu
avanzato e richiede il concetto di variabile casuale, sviluppato nel capitolo

2.1 Permutazioni aleatorie

Come gia visto nel capitolo [I], denotiamo con S, I'insieme delle funzioni biiettive dall’insieme
{1,2,...,n} in sé. S,, & un gruppo non commutativo (per n > 3) se dotato dell’operazione di
composizione. In tutti gli esempi che vedremo, assumeremo che la probabilta P su S, sia
quella uniforme. Naturalmente anche P dipende da n, ma non c’é ragione di appesantire le
notazioni chiamandola, ad esempio, P,,. Lo spazio di probabilita (.S,,, P) ¢ un buon modello per
I’esperimento aleatorio che consiste nel mescolare accuratamente n oggetti, e quindi osservare
I'ordinamento ottenuto. In questo paragrafo esaminiamo alcune proprieta interessanti dello
spazio (Sp, P), prendendo spunto da alcuni problemi.

2.1.1 Cicli

Problema 2.1. Un gruppo di n amici affitta una casa per una vacanza. Dopo alcuni giorni
tutti convengono che sia il caso di fare delle pulizie, ma si stenta a trovare dei volontari.
Laura, che & volonterosa e bizzarra, avanza la seguente proposta. Ognuno scrive il proprio
nome su una carta. Quindi le n carte vengono accuratamente mescolate e distribuite. Laura
allora leggera ad alta voce il nome sulla sua carta. Quindi la persona il cui nome ¢ stato letto
leggera a sua volta il nome sulla sua carta; si prosegue cosi finché non viene letto il nome di
Laura. A questo punto, le persone il cui nome é stato chiamato formeranno la squadra per le
pulizie.

(i) Qual ¢ la probabilita che Laura si trovi a dover fare le pulizie da sola?

(ii) Qual ¢ la probabilita che tutti debbano fare le pulizie?
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(iii) Pin in generale, qual ¢ la probabilita che la squadra delle pulizie sia composta da m
persone?

Soluzione. E conveniente riformulare il problema con un linguaggio piti formale. Etichettiamo
gli n amici con i numeri 1, 2,...,n, assumendo che il numero 1 corrisponda a Laura. L’esito
del mescolamento delle n carte puo essere descritto da un elemento o € S,,: la carta in mano
alla persona i ha il nome della persona o(i).

La squadra per le pulizie si ottiene applicando ripetutamente o a 1:

o(1), coo(l) = o(1), ..., o*11), 1,
dove k > 1 ¢ il pil piccolo numero intero tale che ¢*(1) = 1. La sequenza
(1,0(1),0%(1),..., 0" (1))

viene detta ciclo di lunghezza k. La costruzione fatta a partire dall’elemento 1 pud essere
ripetuta a partire da un elemento arbitrario. EE chiaro che ogni elemento i € {1,2,...,n}
appartiene ad uno ed un solo ciclo: in altre parole una permutazione individua una partizione
in cicli di {1,2,...,n}. Il quesito del problema in esame, che contiene gli altri due come
casi particolari, puo essere pertanto riformulato come segue: qual é la probabilita che il ciclo
contenente 1 abbia lunghezza m?

Definiamo

Cp :={0 € S, : il ciclo contenente 1 ha lunghezza m}.

Si noti che Cy = {0 € S, : 0(1) = 1}, e che ¢’¢ una naturale corrispondenza biunivoca tra C;
e 'insieme delle permutazioni di {2,3,...,n}, da cui si deduce che

Oy = (n—1)! = P(Cy) = %

In altre parole, la probabilita che Laura si trovi da sola a fare le pulizie é pari a % Questo
risponde alla domanda .

Consideriamo ora la domanda , cio¢ calcoliamo P(Cy,). Per contare gli elementi di C),
osserviamo che se o € C), essa ha un unico ciclo, che si puod rappresentare nella forma

(1,0(1),0%(1),...,0"1(1)).

Ma la scrittura precedente si puod interpretare come una permutazione di {1,2,...,n} con
1 al primo posto. Abbiamo appena notato che ci sono (n — 1)! tali permutazioni, per cui
|Cp| = (n — 1)!. Segue in particolare che P(Cy,) = £, che risponde alla domanda. (fi).

In modo piu rigoroso, mostriamo che 'applicazione ¢ definita da

(p(0))(k) = o"1(1),

dove si intende che ¢° sia la funzione identica, € una biiezione tra C,, e C. E evidente che (o) € C1 per ogni
o € C, e che l'applicazione ¢ ¢é iniettiva. Per mostrare che ¢ é suriettiva, e dunque biiettiva, basta mostrare
che ammette inversa destra, cioé che esiste un’applicazione 9 : C1 — (), tale che ¢ o1 = identita su C;.
Mostriamo che tale ¢ é data da

(p(1)) (k) = T(Tfl(k)+1), doven+1:=1,
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cioé si ha ¢(¢(7)) = 7 per ogni 7 € Cy. Per verificare quest’ultimo fatto, per definizione

e(m)1) = @B()°(1) =1 = 7(1),

(M) (k+1) = (1) (1) = () (r) " (1)]
= W)@ (1) (k)] = () (r(k)) = 7(r 7" (r(k)) + 1) = 7(k + 1).
Abbiamo dunque mostrato per induzione che ¢(¢(7))(k) = 7(k) per ogni k € {1,2,...,n}.

A questo punto abbiamo gli strumenti per calcolare |C,,| per ogni valore di m, cioé per
rispondere alla domanda . Infatti, gli elementi o € C),, possono essere determinati dalle
seguenti tre scelte successive:

e si scelgono gli m elementi del ciclo contenente 1, per cui ci sono (:{_11) esiti possibili

(uno degli m elementi dev’essere 1);

e si sceglie uno dei cicli formati da questi m elementi: come abbiamo appena visto nella
risposta alla domanda , ci sono (m — 1)! tali cicli;

e si scelgono i valori di ¢ sui rimanenti n — m elementi: dato che ¢ permuta in modo
arbitrario tali elementi, per questa scelta ci sono (n — m)! esiti possibili.
Per il principio fondamentale del calcolo combinatorio, si ottiene
Gl = ("7 ) m = Din—m) = (0= 1)1 > P(C) =
= m—Dl(n—m)! =(n-—1) = —.
" m—1 " n
Concludendo, la probabilita che la squadra per le pulizie sia composta da m elementi é %, in

particolare non dipende da m. O

Avendo acquistato un po’ di familiarita con le permutazioni, consideriamo il problema
seguente.

Problema 2.2. Lo stesso gruppo di n amici decide di usare il metodo proposto da Laura
per suddividersi in sottogruppi, corrispondenti alla partizione in cicli determinata della
permutazione.

e (Qual ¢é la probabilita che si formi un sottogruppo, necessariamente unico, con pitu di
n/2 persone?
Soluzione. Sia m > 3, e sia

Dy, := {0 € S, : 0 ha un ciclo di lunghezza m}.

In realta Dy, ¢ ben definito anche per m < n/2. Tuttavia in questo caso un ciclo di lunghezza
m non € necessariamente unico, e 'argomento che vedremo ora per determinare il numero dei
suoi elementi non si pud applicare. Assumiamo percio m > n/2. Gli elementi di D,, possono
essere determinati attraverso le seguenti scelte successive:

e si scelgono gli m elementi che compaiono nel ciclo “grande”, per cui ci sono (:}1) esiti
possibili;

e si sceglie il ciclo sugli m elementi fissati: per questa scelta ci sono (m — 1)! esiti possibili;
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e si permutano in modo arbitrario i rimanenti n — m elementi, per cui ci sono (n —m)!
esiti possibili.
Pertanto
n! 1

Dy = (:) (m=Dln—m)! =" = P(Dy)=—.

Si osservi che se fosse m < g, la possibile non unicita dei cicli di lunghezza m conduce a
“contare piu di una volta” la stessa permutazione, e quindi il precedente conteggio risulta non
corretto: questo si evince anche dal fatto che Y % > 1 per ogni n € N.

Per rispondere al quesito del problema, dobbiamo calcolare

Pl U Du)= > PDn= %

n n n
5 <m<n 5 <m<n 5 <m<n

Denotiamo con p,, quest’ultima probabilita, e sia [ %] la parte intera di §. Intuitivamente,
sostituendo la somma con un integrale si ottiene p, ~ fﬁl/% % dz =~ logn —log(n/2) = log 2.
Precisiamo ora questa relazione in modo rigoroso. Usando le disuguaglianze (da verificare per

esercizio!), valide per ogni z > 0
0<z—log(l+x) < 22,

abbiamo che, se m > | §]

Percio

5<m<n 2<m<n
da cui, essendo
= o ,

F<m<n LQJ +1

si deduce che ) ) )
n + n +
lo — | < <lo - 4+ =.

g(v;J +1> == g(tsm) n

In particolare
lim p, =log2.
n—-+o0o

In altre parole, per grandi valori di n, la probabilita che si formi un sottogruppo con piu di
n/2 persone & approssimativamente log 2 ~ 0,693147181 e dunque (approssimativamente)
non dipende da n, un risultato non evidente a priori. Per n > 50, |p, — log 2| < 0.01. O

Il risultato appena ottenuto permette di trovare una soluzione al seguente difficile problema.

Problema 2.3. Il docente di un corso di Probabilita frequentato da 100 studenti propone
al suoi allievi quanto segue. Si preparano 100 buste, numerate da 1 a 100, e 100 carte, su
ciascuna delle quali ¢ scritto il nome di uno studente del corso (senza ripetizioni, si escludano
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omonimie). Quindi le carte vengono inserite, casualmente, una per ogni busta. Le buste,
chiuse ma non sigillate, vengono quindi disposte sulla cattedra di un aula. Gli studenti entrano
nell’aula uno per volta. Ogni studente apre a suo piacimento 50 buste, e comunica al docente
se, tra le buste aperte, c¢’é quella con il proprio nome. Quindi le richiude ed esce dall’aula, e
da quel momento non pud piit comunicare con i colleghi che ancora devono entrare in aula. Il
docente alzera il voto dell’esame di tre punti a tutti, solo nel caso in cui ciascuno studente
trovi la busta contenente la carta con il proprio nome. Gli studenti non possono comunicare
dopo l'inizio delle aperture, ma possono concordare una strategia a priori. Si determini una
strategia che conduca al successo (cioé all’aumento di tre punti per tutti) con probabilita
almeno 0.3.

Soluzione. E assolutamente non ovvio che questo problema abbia soluzione. Le strategie
“banali” falliscono miseramente. Supponiamo, ad esempio, che gli studenti non si accordino
per nulla, ad esempio che ognuno di essi scelga a caso, indipendentemente dagli altri, le 50
buste da aprire. In questo caso é facile mostrare che ognuno avrebbe probabilita % di trovare
il proprio nome e, vista l'indipendenza delle scelte, la probabilita che tutt: trovino il proprio
nome sarebbe 21%: irrisoria! Si puo fare naturalmente di peggio: se fossero cosi sciocchi da
accordarsi di aprire tutti le stesse 50 buste, la probabilita di successo sarebbe nulla. Quello
che non é ovvio ¢é se sia possibile fare meglio.

Per semplificare le notazioni, poniamo n := 100 ed etichettiamo i cento nomi con i numeri
1,2,...,n. Denotiamo inoltre con (k) il numero (nome) all’interno della busta numero k.
Tale o € evidentemente un elemento di S,,, e la probabilitd uniforme su 5,, corrisponde al
fatto che i nomi nelle buste vengono inseriti a caso. Lo scopo di ogni studente k & di aprire
la busta numero j con o(j) = k. Supponiamo che gli studenti si accordino per seguire la
seguente strategia. Ogni studente k apre per prima la busta k, e ne legge il contenuto o (k).
Quindi apre la busta o(k) leggendone il contenuto o?(k), e cosi via. Se, nella permutazione o,
I'elemento k appartiene ad un ciclo di lunghezza m < 5, la m-sima busta aperta ¢ la busta
o™~ 1(k), il cui contenuto & ¢ (k) = k: questo significa che lo studente trova la carta col
proprio nome! Segue pertanto che se non ci sono in o cicli di lunghezza maggiore di n/2, ogni
studente troverda sicuramente la busta contenente il proprio nome. Percid

probabilita di successo della strategia > 1 — p,,

dove p,, é la probabilita calcolata nel problema precedente. Avendo visto che p, ~ log 2 ~ 0.69,
abbiamo ottenuto quanto richiesto (per scrupolo, per n = 100, si calcola p, ~ 0.688).
Sottolineiamo che il limite inferiore ottenuto alla probabilita di successo ¢ approssimativamente
indipendente da n, se n é abbastanza grande.

Per capire meglio la strategia, definiamo per m =1,...,n levento By, := {lo studente numero m trova la
carta col proprio nome}, e poniamo B := {tutti gli studenti trovano la carta col proprio nome} = (" _, By,.
Non é difficile convincersi del fatto che P(B,,) = 0.5 per ogni m = 1,...,n, qualunque sia la strategia sequita!
Di conseguenza P(B) < 0.5. Con la strategia proposta abbiamo mostrato che P(B) = P((,_, Bm) > 0.3.
In particolare, gli eventi {Bm }1<m<n sono “molto sovrapposti’ (quindi tutt’altro che indipendenti). Il cuore
della soluzione consiste proprio nel determinare una strategia tale che, se si verifica il primo evento A;, con

grande probabilita si verificano tutti gli altri eventi A,, con m > 1. O
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2.1.2 Punti fissi

Problema 2.4. Una comitiva di n turisti si sta imbarcando per un viaggio aereo. La loro guida
ha tutte le carte d’imbarco (nominative), che deve distribuire ai turisti prima dell’imbarco.
Per la fretta e la confusione le distribuisce a caso. Qual & la probabilita che qualcuno dei
turisti riceva effettivamente la propria carta d’imbarco? Qual ¢ la probabilta che esattamente
m turisti ricevano la propria carta d’imbarco?

Soluzione. Al solito, etichettiamo con {1,2,...,n} gli n turisti e sia o(7) il numero (nome)
sulla carta d’imbarco ricevuta dal turista 7. Chiaramente o € S,,. L’i-esimo turista riceve
la propria carta d’imbarco se o(i) = i, cioé se i & un punto fisso della permutazione o.
Dunque, i quesiti del problema si possono riformulare come segue: qual & la probabilita che
una permutazione abbia almeno un punto fisso? E qual é la probabilita che abbia esattamente
m punti fissi?

Perm=0,1,...,nei=1,2,...,n, introduciamo gli eventi
Ay, = {0 €S, : o ha esattamente m punti fissi}, Ci == {o€8,:0()=1i}.
Chiaramente

822 CruCyU---UC,.
Per la formula di inclusione-esclusione (Proposizione [1.9))

P(A§) = f: > (-nFttp (ﬂ cl-> . (2.1)

k=1 Jc{1,2,....,n} i€J
tale che |J|:k;

Fissiamo dunque k € {1,2,...,n}, esia J C {1,2,...,n} tale che |J| = k. Si ha

ﬂC’i:{JESn:U(i):iperogniiGJ}.
i€J

Le permutazioni che lasciano fissi gli elementi di J sono in naturale corrispondenza biunivoca

con le permutazioni di {1,2,...,n}\ J, e quindi
—k)!
NCil=m—k)! = P(ﬂ@) :u.
ieJ ieJ v
Poiché i sottoinsiemi J di {1,2,...,n} con k elementi sono (Z’), si ha
n\(n—-Fk! 1
P = ()R 2
Z (m CZ) (k) n! k!
JC{1,2,...,n} ieJ

tale che |J‘:k’
Inserendo quest’ultima uguaglianza in (2.1)) otteniamo
n (_1)k+1

Py =3 12
k=1 k=0
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E inoltre ben noto che
1

p— 71 —
¢ (n+ 1)

<

Quindi ’approssimazione
P(AS) ~1—e 1 ~0.632

¢ eccellente per valori non troppo piccoli di n (gia per n = 6 i due numeri hanno le prime tre
cifre decimali uguali). Dunque, la probabilita che almeno un passeggero riceva la sua carta di
imbarco & “quasi” indipendente dal numero di passeggeri!

Resta da determinare P(A,,) per m > 1. Nel seguito usiamo la notazione

e (D
qn -:Z L
k=0

che, come appena visto, ¢ la probabilitad che dell’insieme delle permutazioni di un insieme di
n elementi che non hanno alcun punto fisso, cio¢ P(Ay) = gn.
Per J C {1,2,...,n}, |J| =m, sia

By :={c€S,: o(j)=jperognijecJ o(i)#iperognii¢g.dJ}.

Ogni elemento di B puo essere identificato con una permutazione degli elementi di J¢ che
non ha alcun punto fisso. Per quanto appena visto, ¢i sono ¢,—_m,,(n —m)! tali permutazioni.

Pertanto ( )
n—m)!
|BJ’ = qn,m(n - m)' = P(BJ) = anmT.
Infine essendo
Am = U BJ7
J:|J|=m

ed essendo la precedente 'unione di insiemi disgiunti,

P(Ay) = (”)Qnm (n=m)! _ o

m n! m!

Se m non ¢é troppo vicino a n

2.2 La passeggiata aleatoria semplice

Consideriamo un moto discreto sull’insieme dei numeri interi Z che avvenga con le seguenti
regole:

e la posizione iniziale, cioé all’istante k = 0, & 0;

e se x € 7 é la posizione all’istante k, allora le posizioni possibili all’istante k + 1 sono
r+lex—1;
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e fissato l'istante finale n, tutti i cammini possibili che terminano all’istante n sono
equiprobabili.

Un cammino possibile ¢ dunque identificabile con un vettore (sg, s1, ..., sy), dove sg =0 e,
per k=0,1,...,n — 1, |sg11 — sx| = 1. E facile vedere che I'applicazione (s, 51, ..., 5,)
(x1,x9,...,2,) data da z) := s —sk_1 fornisce un biiezione tra 'insieme dei cammini possibili
e l'insieme {—1,1}", la cui inversa & data, per k > 1, da s = Z?Zl 2. In particolare, ci sono
2™ cammini possibili che terminano all’istante n. Le variabili x; rappresentano gli incrementi
del cammino, mentre le variabili s; rappresentano le posizioni del cammino nei diversi istanti.

Data la biiezione appena citata, ¢ indifferente lavorare con le posizioni o con gli incrementi:
per semplicita, scegliamo come spazio campionario §2,, del nostro modello lo spazio degli
incrementi, cioé Q, := {—1,1}". Come suggerito dalle regole citate sopra, muniamo €2,
della probabilita uniforme, che indichiamo con P. Lo spazio di probabilita (€2,, P) viene
chiamato passeggiata aleatoria semplice e simmetrica (di n passi). L’aggettivo semplice sta ad
indicare che gli incrementi possono assumere solo i valori =1, mentre simmetrica indica che
le sequenze di incrementi sono tutte equiprobabili. Si tratta del pitt semplice modello per un
moto aleatorio, tuttavia di rilevanza teorica e applicativa fondamentale. La seguente & una
lista di domande “classiche” relative al nostro modello.

e Con quale probabilita e con quale frequenza la passeggiata raggiunge un determinato
valore?

e Quanto tempo trascorre la passeggiata aleatoria al di sopra di un determinato valore?

e Quali sono i valori “tipici” di s, per n grande? (Il senso concreto dell’aggettivo “tipici”
sara chiarito in seguito.)

Prima di analizzare in dettaglio alcune di queste domande, c¢’é una questione che merita
di essere approfondita. Consideriamo un evento che dipende solo dai primi n incrementi
della passeggiata aleatoria, come ad esempio “la posizione s, al tempo n ¢ uguale a 0”. Per
descrivere questo evento, é naturale considerare il sottoinsieme di €2,, dato da

Ap = {(z1,...,2n) €Qy : z1+ 22+ -+ 25 =0} (2.2)

La scelta di €2, non é tuttavia obbligata: é altrettanto legittimo adottare come spazio
campionario 2n, per un qualunque valore di N > n, e definire I’analogo sottoinsieme di 2y
in termini delle prime n variabili 1, ..., xy:

Ay = {(xl,...,xN)EQN : .%'1+£L'2+"'—|—$n:0}.

Questa “ambiguitd” non crea problemi, perché le probabilita degli eventi A, e Ax é la
stessa. Piu precisamente, indicando per chiarezza con P, e Py le probabilita su €2, e Qn
rispettivamente, si ha P, (A,) = Py(Ax) per ogni n > N. La dimostrazione ¢ semplice: dato
che Ay = A, x {—1,1}¥" si puo scrivere

N—n

PN(AN) - ’QN| - oN on

Si noti che non si é usata in alcun modo la forma esplicita dell’evento A,,, data dall’equazione
[2.2), ma solo il fatto che 4, C Q, e che Ay = A, x {—1,1}~". Abbiamo ottenuto
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un’importante conclusione: per calcolare la probabilita di un evento che dipende solo dai
primi n incrementi (equivalentemente, dalle prime n posizioni) della passeggiata aleatoria, si
puo scegliere come spazio campionario 5, per un qualunque valore di N > n.

Data questa arbitrarieta nella scelta dello spazio 2, risulta naturale (almeno per un
matematico. .. ) considerare lo spazio campionario dato dai cammini di lunghezza infinita
Qoo := {—1,1}N, che contiene in modo canonico Q2 per ogni N € N. Il problema ¢ di definire
la “giusta” probabilita su 2o, che estenda (in un senso da precisare) la probabilita uniforme
su €. Infatti lo spazio Q2o ¢ infinito (dunque la probabilita uniforme non ha senso) e non
& neppure numerabile, dunque la nozione stessa di probabilita che abbiamo introdotto nel
capitolo [T non si puo applicare. Questo problema ammette una soluzione positiva, che pero
richiede una nozione piu generale di spazio di probabilita, e sara affrontato nel capitolo [4]

2.2.1 Considerazioni preliminari

Indichiamo con x := (z1,z2,...,2,) l'elemento generico di ,. Per n € N e m € Z,
introduciamo ’evento

{sp=m} = {xe€Q: z1+z2+ - +x, =m}. (2.3)

Sottolineiamo che “{s, = m}” ¢ semplicemente una notazione (che riprenderemo e genera-
lizzeremo nel capitolo [3)) per indicare I’evento definito dal membro destro in . Per la
probabilita dell’evento {s, = m} scriveremo semplicemente P(s, = m). B facile vedere che
se n & pari, necessariamente s, € pari e, analogamente, se n é dispari, necessariamente s,
¢ dispari, cioé¢ P(s, = m) = 0 se n e m non hanno la stessa parita. Pertanto ¢ sufficiente
considerare probabilita del tipo

P(s3, =2m), P(sons1 = 2m + 1),

dove n € N e m € Z. Inoltre, essendo gli incrementi di modulo 1, P(sg, = 2m) > 0 se e solo
se |m| < mn, mentre P(sap+1 =2m+1) >0seesolose —-n—1<m <n.

Consideriamo ora un elemento x = (z1, T2, ..., x2,) € Qa,. Sia k il numero di incrementi
positivi di x, cioé k := |[{i : z; = 1}|. Essendo 2n — k gli incrementi negativi, segue che la
posizione finale del cammino corrispondente € so, = 21+ -+ xo, =k — (2n— k) = 2(k — n).
Pertanto x € {3, ¢ un elemento dell’evento {sa, = 2m} se e solo se il numero di incrementi
positivi di x & kK = n + m. Da questo segue facilmente che

=2 = (7).

n-+m

e quindi

[{s2n, = 2m}| 1 2n

Lasciamo al lettore verificare, in modo del tutto analogo, che se si considera lo spazio Q9,41
dei cammini di lunghezza dispari 2n + 1, si ha

1 2n+1
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2.2.2 1l problema della ricorrenza

Ci interessiamo ora alla probabilita che la passeggiata aleatoria ritorni al punto di partenza:
per n € N poniamo

R, = P(sy =0 per qualche k =1,2,...,n). (2.6)

L’obiettivo é di capire il comportamento di R,, per n — oo.

Ricordando che s; = 0 é possibile solo per k pari, definiamo
Ugp = P(s2,=0),
f2n = P(52 7& Oa < 82(n—1) 7é 078211 = O) .

Si noti che us9, & la probabilita che la passeggiata aleatoria valga 0 al passo 2n, mentre fo,
é la probabilita che la passeggiata aleatoria ritorni a 0 per la prima volta al passo 2n. Dire
che la passeggiata aleatoria visita zero in un qualche passo k < 2n é equivalente a dire che il
primo ritorno a zero avviene prima di 2n passi: vale cioé I'uguaglianza di eventi

n
{sr = 0 per qualche k =1,...,2n} = U {s2#0,...,5m-1) # 0, 52m = 0},
m=1

e inoltre gli eventi che appaiono nell’'unione sono a due a due disgiunti. Si ha pertanto
I'uguaglianza

n
Ron = > for- (2.7)
k=1
Si noti che, grazie a ([2.4)), si ha

1 (2n
U2n:ﬁ n .

Nel prossimo paragrafo determineremo una formula esplicita per fo,:

1 1

o = SoUgn—2 = S U2

che tuttavia non é particolarmente utile per determinare il comportamento asintotico, per
n grande, delle somme parziali Y ,_; for (e dunque di Ry, grazie a (2.7). Sara invece
fondamentale il seguente Lemma.

Lemma 2.5. Per ognin > 0
n
Ugn = Y fokla(n-r) -
k=1

Dimostrazione. Sia A := {sg2, = 0}, per cui ug, = P(A). L’evento A si puo scrivere come
unione dei seguenti n eventi disgiunti:

Ap = {s2#0,...,505-2 # 0,59, =0, 59, = 0},

A= LnJAk.
k=1
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Contiamo i cammini in Ag. La cardinalita di Ax € uguale al numero di cammini di lunghezza
2k che ritornano a 0 la prima volta dopo 2k passi (22% fa;,) moltiplicato il numero di cammini
di lunghezza 2n — 2k che terminano in 0 (22(”’k)u2(n,k)). Pertanto

P(Ag) = |Ax| = 72%]0 R 220 o gy = for g -

2271 22n
Essendo P(A) = >}, P(Ax), la conclusione segue facilmente. O

Lemma 2.6. Siano (an)n>0 € (bp)n>1 due successioni di numeri reali positivi tali che ag > 0

e, per ognim > 1,
n
= Z bkan_k .

Supponiamo che a, <1 per ognin > 1. Allora E+°° b,y<1le

+oo +0o0
Z b,=1 <+— Z an = —+o00.
n=1

n=1

Dimostrazione. Usando il fatto che, per somme infinite ad addendi positivi é lecito permutare
+oo

l'ordine degli addendi, abbiamo, posto s :=} ' ay,
+00 +oo n oo oo
= Zan = Zzbkan k= Zbkzan k= Zbk Zam = (ao+3)zbk-
n=1 n=1k=1 k=1

Cio implica immediatamente che, se s < +oo, allora

Zbk_om—ks <1

k=1

Resta da dimostrare che, se s = 400, si ha Z:ZO? br = 1. Possiamo scrivere

N N—k
Zan = ZZbkan P = Zkaan_k = Zkaan. (2.8)
k=1 n=0

n=1k=1 k=1 n=k

Trattandosi di somme a termini positivi, valgono le seguenti disuguaglianze:

N—k N N N N
Zbkz = Zkaan:Zbk (aoJrZan) (2.9)
k=1 =0 k=1 n=0 k=1 n=1

e, perm < N,

N N—k m N—k m N—m m N
Do an =D k> an =Y bp > an = Y b <a0+2an—m> . (2.10)
k=1 n=0 k=1 n=0 k=1 n=0 k=1 n=1

dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo usato il fatto che a, <1 per ogni n > 1. Supponiamo

ora Y12 a, = +00. Da (2.3) e (2.9) segue che
N N
Zbk > D n=1 n
k_

ag + Zn:l (079 ’
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da cui, passando al limite per N — 400, si ottiene
“+o00
> b > 1. (2.11)
k=1

Usando ([2.8)) e (2.10]) otteniamo

m N
Sonos e

= N
k=1 a0 + > p—y n — M

da cui, passando prima al limite per N — +o0c e poi per m — 400, otteniamo

+00
d b <1, (2.12)
k=1

che, assieme a (2.11)) conclude la dimostrazione. O

Usando il Lemma [2.6| con a,, = us,, € by, = fon, segue che

+oo
nETOOR2n = nz:lan =1 < zn:u%z = +o00.
L’affermazione lim,,_, o, Ro, = 1 si puo esprimere dicendo che la probabilita che la passeggiata
aleatoria torni al punto di partenza entro i primi n passi tende a 1 per n — 400, e viene
chiamata proprieta di ricorrenza. Per stabilire se tale affermazione sia vera o falsa, dobbiamo
dunque studiare la convergenza della serie ), ugy,. A tale scopo usiamo la seguente celebre
formula di approssimazione.

Proposizione 2.7. (Formula di Stirling) Per ognin > 1

n\”" 6(n)
n! = (—) V2mneim |

(&

dove 0 < f(n) < 1.

Dimostrazione. Diamo ora una dimostrazione, piuttosto elementare, dell’esistenza di una

costante C' > 0 tale che
n o(n)

nl = C(E)n\/ﬁeﬁ. (2.13)

Questo sara sufficiente per i risultati di questo paragrafo. Nel prossimo paragrafo dimostreremo
che in realta C = /2.

Notiamo anzitutto che ¢ equivalente a dimostrare che esiste una costante ¢ (= log C')
tale che per ogni n > 1

1 1
<1 I— — 1 —c < —. 2.14
0 < logn <n+2> ogn+n—c < on (2.14)

Poniamo d, := logn! — (n + %) logn + n. E semplice (esercizio!) mostrare che (2.14) segue
dai seguenti due fatti, con ¢ = lim,, .o dy:

(i) La successione d,, ¢ decrescente.
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(i) La successione d,, — ﬁ ‘e crescente.

Quindi, non ci rimane che dimostrare le affermazioni e .
Con semplici calcoli si ottiene:

1 1 41, 1+ 5+
dpn —dpy1 = <n—|—2> logn+ -1 = n; log 2"“ —1.
1= 2n+1
A questo punto si usa la serie di Taylor log(1+¢) = > (—1)*+12 convergente per [t| < 1
q p y g k=1 k> g p )
per ottenere
1+t o 1 t >tk X g2kt
1 = log(1 +1t) —log(1 —t) o — = —
og 1 = log(l+1)—log( =2 (-1 T2 F T2 g
k=1 k=1 k=0
che converge anch’essa per [t| < 1. Usando tale serie per t = 5 +1 si trova
=1 1 =1 1

dp —dpyy = (2n+1 —1 = >0, (21
1= (@nt );02k+1(2n+1)2k+1 ;2k+1(2n+1)2k 0, (2.15)

essendo quest’ultima una serie a termini positivi. Cio dimostra ({i).
Usando di nuovo (2.15)) e il fatto che 2k +1 > 3 per k > 1, si ottiene

“+oo “+oo

1 1 1 1 1 (2n+1)72
dp — dpy1 = <3 ~ 3
m T~ Ontl ;2k+1(2n+1)2k - 3;(2714—1)2’“ 31— (2n+1)72

1 1 1
T 3(2n+1)2-1]  12n(n+1)  12n 12(n+1)°

—_

dove abbiamo usato la somma della serie geometrica

+oo 1
Z:c” =1 per |z| < 1.
n=1 -

In altri termini, abbiamo dimostrato che

1 1
dy, — — <d Ton 1)’
12n = " 12(n+1)
cioé la relazione . O
Dimostriamo finalmente la ricorrenza della passeggiata aleatoria semplice e simmetrica su
Z.
Teorema 2.8.
lim Ry, = 1.
n—-+0o00

Dimostrazione. Come osservato prima, la tesi é equivalente a

Zuzn = +00. (2.16)
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Usando la formula di Stirling, abbiamo

. 1 <2n> 1 @20 1 C(Z)"VaneE 2 e p[9(2n) e(n)}
om = 5= = —_— = —_— p = X - 7 ,
22n \ n 22n (nl)? 22 (%)271 ne o) Cyn 24n 6n

da cui segue

U2n V2

lim —.
n—+oo 1 / \/> C
Da cio, per il criterio del confronto asintotico tra serie, si ricava (2.16[), e questo conclude la
dimostrazione. O

Concludiamo questo paragrafo con la nozione di passeggiata aleatoria semplice e simmetrica
multi-dimensionale. Per d > 1, consideriamo i cammini di lunghezza n “generati” dallo spazio
di incrementi

Q?L: {X: ($1,$2,...,33n)233i S {_1,1}d peri: 1,2,...,7’1}.

Cio significa che consideriamo cammini uscenti dall’origine di Z? e la cui posizione al tempo
keésy,:=x1+axo+ - +ap € Z% dove z; € {-1, l}d. Tutti questi cammini si assumono
equiprobabili, cioé la probabilita P su Q% & quella uniforme. Si noti che se A C Q,, = {—1,1}"
allora A=A x Ax---x AC Q% e vale la formula

|Ad] = |Al].

Consideriamo allora I’evento Sé := {59, = 0} (in Q4¢;, con N > 2n), dove 0 denota l'origine
(d)

di Z%, e denotiamo con Uy, la sua probabilita. In particolare, ugl) = U9y,. Poiché so, =0 see
solo se tutte le d componenti sono uguali a zero, si ha

Sin = (S3)"

Pertanto
S5l 1SS
[

In modo analogo al caso unidimensionale, possiamo definire

ush = p(ssy = = (u2,)*. (2.17)

d
Q(k) = P(82 7&07"'782(’671) 7&078216 :0>

Allora la quantita R definita da

2n >

sz’

é la probabilita che la passeggiata aleatoria torni all’origine entro 2n passi. La relazione

u2n Zka 2(n k)
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si dimostra esattamente come nel caso d = 1. Dunque, applicando il Lemma [2.6] abbiamo

. L. ST d d
che la passeggiata aleatoria € ricorrente, cioé lim,_ o Rén) =1, se e solo se ), ugn) = 400.
d . . . .
D’altra parte, essendo ugn) = (uzn)d e avendo visto che uog, é asintoticamente equivalente a

(d)

n~1/2, deduciamo che Uy, € asintoticamente equivalente a n
generale n~ converge se e solo se a > 1, possiamo concludere quanto segue.

=d/2 Poiche la serie di termine

Teorema 2.9. La passeggiata aleatoria semplice e simmetrica in dimensione d € ricorrente
per d = 1,2 e non é ricorrente per d > 3.

Un modo suggestivo per esprimere la non ricorrenza della passeggiata aleatoria in dimen-
sione > 3, consiste nell’affermare che “la passeggiata aleatoria in dimensione > 3 ha una
probabilita strettamente positiva di non ritornare mai all’origine”. Per dare un significato a
questa affermazione sarebbe perd necessario introdurre lo spazio campionario delle passeggiate
aleatorie di lunghezza infinita. Quindi, per il momento, la descrizione rigorosa della non
ricorrenza é: “se d > 3, esiste una costante ¢ > 0 tale che per ogni n € N la probabilita che la
passeggiata in dimensione > 3 non sia mai tornata all’origine nei primi n passi &€ maggiore di

7

€

2.2.3 La legge dell’arcoseno

Consideriamo il seguente evento:
Agpon ={|{i:0<i<2n, s; >0} =2k}.

In altre parole, Ay 9, ¢ I'insieme delle traiettorie di lunghezza 2n che assumono valore
positivo 2k volte (e quindi valore negativo 2n — 2k volte; non ¢é difficile convincersi che
[{i:0<i<2n, s; >0} ¢ necessariamente un numero pari). Definiamo

Pojon = P (Ao 2n) -

Quanto vale questa probabilita? E per quali valori di k essa assume il valore massimo? Data
la simmetria della passeggiata aleatoria, si potrebbe pensare che la cosa pit probabile sia
che essa trascorra circa meta del tempo sul semiasse positivo; cioé che Py, 2, sia massimo
per k ~ n/2, almeno quando n ¢ grande. Niente di piu falso! E vero esattamente il contrario:
Py}, 2, assume il valore massimo per k = 0 e k = n. Inoltre, come vedremo, ¢ assai probabile
che la passeggiata aleatoria trascorra “gran parte” del tempo sullo stesso semiasse. Per dare
un’immagine suggestiva di questo fenomeno, supponiamo di giocare ripetutamente al seguente
gioco: viene lanciata una moneta, se esce testa vinciamo un Euro, altrimenti perdiamo un
Euro. E molto probabile che noi si sia gran parte del tempo in attivo (cioé il denaro vinto
supera quello perso) e poco tempo in passivo, oppure gran parte del tempo in passivo e poco
tempo in attivo, mentre € molto meno probabile che il tempo trascorso in attivo sia grosso
modo uguale a quello trascorso in passivo.

Cominciamo col calcolare la probabilita che la passeggiata aleatoria resti sempre sul
semiasse positivo (che, per simmetria, sara uguale alla probabilita che la passeggiata aleatoria
resti sempre sul semiasse negativo).

Proposizione 2.10. Per ognin > 1

P2n72n = U2n-
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La dimostrazione della Proposizione [2.10] richiede il seguente Lemma, di natura tecnica
ma che contiene uno degli argomenti pitt importanti della teoria delle passeggiate aleatorie: il
principio di riflessione.

Lemma 2.11. Per ognin > 1
(i)

1
P >0 >0,... 1 >0 =0)= —— .
(s1>0,820>0,...,52,-1 > 0,52, =0) ot

1

P(51 >0,52>0,...,52n,1>O,52n:0):E

U2n—2-

1
f2n = 7 U2pn—2 = U2n—2 — U2n,
2n

dove, per n =1, si pone ug = 1.
Dimostrazione. (i) Consideriamo gli eventi
A:={s1>0,52>0,...,52,-1 > 0,59, =0},
e Ap := {s2, = 0}. Si noti che
B:= Ao\ A = {s2, =0, sgp+1 = —1 per qualche k =0,1,...,n—1}. (2.18)

Infine, sia

AQ = {Sgn = —2}.

Mostriamo ora che |B| = |Asg|, e pertanto P(B) = P(A3). Per far cio esibiamo una
corrispondenza biunivoca tra B e As. L’argomento usato per costruire tale biiezione
viene chiamato principio di riflessione.

Sia x € B. Per definizione di B, s; = —1 per qualche i =1,...,2n — 1. Indichiamo con
i(x) il minimo indice ¢ per cui s; = —1 (ovviamente tale indice dipende dal particolare
X. Sia y € g, cosi definito

x;  sei <i(x)
Yi = C s
—x; sel>i(x).

Per rendere piut chiaro il senso di questa costruzione, basti dire che la passeggiata
relativa agli incrementi y coincide con quella relativa agli incrementi x fino a i = i(x),
e da quel punto in poi & ottenuta per riflessione rispetto all’asse ¢ = —1, come illustrato
nella figura seguente.

Si vede subito che y € As. Questa costruzione definisce allora una mappa ¢ : B — Ag,
in cui si pone p(x) = y. Non ¢é sorprendente il fatto che, essendo questa mappa ottenuta
da una riflessione, si tratti di una funzione invertibile. Non ¢ difficile convincersi che la
funzione inversa ¢ data, per y € Ag

1oy Sy osei<i(y):=min{i:y1 +...+y; = —1}
(" y)i= T ltrs .
y;  altrimentl.
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Abbiamo dunque dimostrato che |B| = |As|. La probabilita di As é facile da calcolare.
Infatti x € As se e solo se il numero di incrementi negativi di x ¢ n + 1. Pertanto

2n
[Az] = <n+ 1).

Ne segue che

Usando ([2.18)

== () ()] ) gt -

(i) Sia C :={s1 > 0,82 > 0,..., 82,1 > 0, s2, = 0}. Notare che

C={s1=1,s0>1,...,50m-2>1,s0_1=1,5, =0}
Se x € C, si ha che z1 =1 e z9,, = —1. Ne segue che
ICl = [{(z1,...,220—2) 151 > 0,...,52,-3 > 0, 52,2 = 0}].

Percio, per quanto visto al punto ,
o1
IC| = 22""% Zug, o,
n

e quindi
_ 1
P(C) =2 271|C’| = %’LLanz.

(iii) Per simmetria

Jon=P(s1 #0,...,50-1 # 0,52, = 0)
=P(s1>0,...,520-1 > 0,52, = 0) + P51 <0,..., 52,1 <0, 52, =0)

1
= 2P(81 >0,...,89,-1 > 0,89, = 0) = %UQTL_Q,

dove abbiamo usato il risultato al punto . Infine, I'uguaglianza

1

5 U2p—2 = U2n—2 — U2n
2n

si verifica con un banale calcolo algebrico.

Dimostrazione della Proposizione[2.10. Sia
A= {81 20,82 > O,...,Szn 20},

per cui Py, 9, = P(A). Notare che x € A® se e solo se s; = —1 per qualche i = 1,...,2n — 1.
Quindi, per x € A¢, é ben definito

i(x) := min{i : 5; = —1}.
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Posto, per k =1,2,...,n, By = {x € A°:i(x) = 2k — 1}, & chiaro che i By sono disgiunti e

v {)n
k=1

Contiamo ora gli elementi di By. Osserviamo che

By ={512>0,522>0,...,80%-3>0,50_2=0,59,_1 = —1}.
Gli incrementi (x1,...,22,) di un elemento di By devono dunque avere le seguenti proprieta:
e i primi 2k — 2 incrementi sono tali che {s; > 0,52 > 0,...,s9;_3 > 0, Sox_2 = 0}. Per il

Lemma tali incrementi possono essere scelti in 2%_2%16%72 modi.
e L’incremento x9p_1 vale necessariamente —1.

e [ rimanenti 2(n — k) + 1 incrementi xog, Togt1, - - . , T2, SO0 arbitrari, e quindi possono
essere scelti in 227~ F)+1 modi.

Percio ) ]
‘Bk| _ 22k72%u2k_222(n7k)+1 _ 22”71Eu2k—27

da cul si ottiene

_ 1
P(By) =272"|By| = 7 U2k—2 = for = uzp—2 — Uz,
dove abbiamo usato la parte del Lemma Ma allora

n

PUAY = 3 PB) = D luar = wan] = 1= an,
k=1 k=1

da cui si conclude immediatamente la dimostrazione. O

Teorema 2.12. Per ognin>1e¢0<k<n

Py, 9y, = UggUan—2k.

Dimostrazione. Per la Proposizione la tesi é vera per kK = n e quindi, per simmetria, per
k = 0. In particolare, la tesi ¢ sempre vera per n = 1. Procediamo per induzione su n. Sian > 1.
Poiché, come abbiamo appena detto, gid sappiamo che la tesi é vera per k = 0,n, possiamo
assumere 1 < k < n — 1. Si ricordi I'evento Agj o, = {|{i : 0 < i < 2n, s; > 0}| = 2k}, per
cuil P(Agy 2,) = Paj 2n. Siano

A;_k,Qn ={x € Ay oy 1 21 =1} A;k’% ={x € Ay, 1 21 = —1}.
Denotiamo con
E, ={x:59, =0, s; #0 per ogni i = 1,2,...,2k — 1}
I'insieme delle traiettorie che tornano all’origine per la prima volta dopo 2r passi, e
Ef, = A3 on NE:.
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Notare che una traiettoria in A;“k 9, deve necessariamente tornare a zero entro 2k passi,
altrimenti trascorrerebbe pitu di 2k istanti nel semiasse positivo. Pertanto

+
A2k,2n U Ek: 7

dove la precedente unione é evidentemente disgiunta. Contiamo ora gli elementi di Ek o 1cul
incrementi sono caratterizzati dalle seguenti proprieta:

e gli incrementi (x1,x2,...,x9,) sono tali che z; = 1 e il primo ritorno a 0 avviane dopo
2r passi. Questi incrementi si possono scegliere in % f2,2%" modi possibili.

e [ successivi incrementi (2,41, ...,Z2,) devono essere tali che la traiettoria corrispon-
dente trascorre 2k — 2r istanti nel semiasse positivo (la traiettoria complessiva ha gia
trascorso 2r istanti nel semiasse positivo prima del primo ritorno all’origine). Quindi

questi incrementi si possono scegliere in ng_gr,gn_27022n_2r modi.

Ne segue che

1 _ 1
‘E]j,r = §f2r22TP2k—2r,2(n—r)22n = §f2rp2k—2r,2(n—r)22nv

e pertanto

P(E,) = f27~P2k 2r2(n—r)-
Essendo 7 > 1 e quindi n —r < n, possiamo usare l'ipotesi induttiva Poy_o.9(,—r) =
Ug(k—r)U2(n—k)- Ma allora

k k
1 1
P(A;rk,zn) = Z P(EZ;T) = 5“2(n—k) Z erU2(k—T) = 5“2(n—k)u2k7

r=1 r=1

dove, in quest’ultima uguaglianza, abbiamo usato il Lemma In modo del tutto analogo
(esercizio!), partendo da

2k2n U Ekr’

si mostra che anche P(A3, ) = 1u2(n Uk e quindi, essendo P(Agg2,) = P(A% 2n) +
P(A;; 5,), si conclude. O

Una facile conseguenza ¢ la seguente.
Corollario 2.13. La probabilita Py, o, assume il valore massimo per k =0 e k = n.

Dimostrazione. Usando il Teorema [2.12] facendo le dovute semplificazioni si trova, per
0<k<n-1
P2k,2n _]€—|-1 2n — 2k —1

Pogiyon  2k+1 n—k

da cui ¢é facile ricavare

P. -1
ﬂ<1 = k>n

Pyi1),2n 2

Segue che la funzione k +— Py, 2, decresce per k < 5 e cresce per k > 4. Pertanto il massimo
¢ assunto in k = 0 o in k = n. Tuttavia, per simmetria, Py 2, = Pon 2n. O
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Per x € Qg,, sia t(x) il tempo trascorso nel semiasse positivo dalla corrispondente
traiettoria. Pertanto

P2k,2n = P({X . t(X) = 2]{})

Ci occupiamo ora di determinare il comportamento asintotico, per n — 400, di probabilita
della forma
P({x: 26n < t(x) < 2an}),

dove 0 < B < a < 1, cio¢ la probabilita che la frazione di tempo che la traiettoria trascorre
nel semiasse positivo sia compresa tra 8 e §. Cominciamo con una semplice considerazione.
Assumendo che esista il limite

lim P({x:20n <t(x) < 2an}), (2.19)

n——+0o00
esso é uguale al limite

lim P({x:20n < t(x) < 2an}).

n—-+o0o

Infatti, per il Corollario [2.13

P({x:20n <t(x) <2an}) — P({x:20n < t(x) < 2an})
= P({x:t(x) = 20n}) < Popon = uap A,
Definiamo ora
pn(a) == P({x : t(x) < 2an}).

Si noti che

P({x:20n <t(x) <2an}) = P({x:20n < t(x) < 2an})
= P({x:t(x) < 2an}\ {x: t(x) <26n})
= P({x: t(x) < 2an}) — P({x: t(x) < 28n}) = pul@) — pu(9).
Dunque, per calcolare il limite di (2.19) & sufficiente determinare, per a € [0, 1], il limite
limy,— 400 pr(@).
Teorema 2.14. (Legge dell’arcoseno) Per ogni o € [0,1] si ha
2
lim pa(a) = = arcsin(y/a).
Jm p (@) - arcsin(v/a)

Dimostrazione. In questa dimostrazione useremo il fatto, dimostrato nel paragrafo precedente,

. U2n \/§
= o)

dove C' ¢ la costante che appare nella dimostrazione della Formula di Stirling. In realta, come
fatto collaterale, dimostreremo qui che C' = /27, completando cosi la dimostrazione della
Formula di Stirling.

Sia, per il momento, % < a < 1. Abbiamo

pn(@) —pn(1/2) = DY Pupn= Y  Uplizn ok

n<2k<2an n<2k<2an
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Per (2.20)), per ogni € > 0 esiste ng tale che per ogni m > ny

V2 V2
1l—€)——=< < (1 —.
-G m SumstdE0
Si osservi che se n < 2k < 2an, allora k > § en—k > (1 —a)n. Essendo a < 1, se n &
sufficientemente grande abbiamo k > ng, n — k > ng. Pertanto, per ogni n < 2k < 2an

2 2
l—e)————— <ugugyop < (14 € —n—.
=5 Kn—k) oo e k(n — k)
Sommando su k e osservando che NG (1 5 = % \/k (1 k), abbiamo
n— Ly .1
21 1 21 1
1-e’S= > < pa(@) = pa(1/2) < (1 +€)* S5
O e JE - 1) Oy JE (- )
(2.21)
Si osservi che ) )
n K k
5<k<an \/ (1 B n)
é una somma di Riemann per l'integrale
@ 1 T
/ ———dr =2 [arcsin(\/a) — —} .
Loyl —x) 4

Pertanto, da (2.21))

lim [pn(a) 4 [arcsin(\/a)—z . (2.22)

2 a 1
i —pn(1/2)] = 02/é \/mdx = o2 4

Facciamo ora alcune considerazioni. Usando la semplice relazione di simmetria Poy 9, =
Py(n_k),2n € il fatto che Y71 Pog o, = 1, si ha

Pn(Oé) = Z P2k72n = Z P2(n—k),2n

k<an k<an

I—pn(l-a se an non é intero
=1- Z Pyn—k)2n = 1- Z Pogon = {1 "(1 ) b .
k>an k<(1—a)n — pn(1 = ) + Paan2n se an ¢ intero.

(2.23)

Inoltre, come abbiamo gia osservato in precedenza, Poqn 2, tende a 0 se n tende all’infinito.
Percio, segue da ([2.23)) che

lim [pn(a) + pn(l - O‘)] =1 (2'24)

n——4oo

Posto o = 1/2, ([2.24]) implica che

Jim p,(1/2) =1/2. (2.25)
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Segue da (2.22) e (2.25)) che il limite lim,,—, 4~ pn () esiste, e

1

ngrfoo pn(a) = = + % [arcsin(\/&) - g] . (2.26)

Ci e rimasto il problema di identificare il valore di ¢. Osserviamo che la funzione o — py, ()
¢ nondecrescente. Quindi anche la funzione a +— lim,, o pp (@) ¢ nondecrescente, e percio
ammette limite per « T 1. Inoltre, per ogni a < 1, p, () < 1. Ne segue che

lim lim p,(a) <1. (2.27)

all n—+o0o

Vogliamo mostrare che tale limite & proprio uguale a 1. Procediamo come segue. Notare che

L=pu(a)= > Pouon= Y, Usklizn ok (2.28)

an<k<n an<k<n

Abbiamo gia osservato che, per la formula di Stirling,

V2
u n ~ ~N
T ovn
\/ﬁu2n

cioé che la successione = tende a 1. Poiché le successioni convergenti sono limitate,

deduciamo che esiste una costante ¢ > 0 tale che y/nug, < ¢, cioé

Usm < % (2.29)

per ogni n. Sostituendo (2.29) in (2.28)) e tenendo conto del fatto che ug = 1, otteniamo

1_pn <C Z
an<k<n V TL—

Facciamo ora tendere n all’infinito in ([2.30)). Ripetendo l’argomento usato per mostrare ([2.22))
e tenuto conto che wug, — 0, otteniamo

1
1
1— 1 < E—; 2.31
i pr(a )_C/Q x(l_x)da? (2.31)
Poiché
L |
lim [ ——dz =0,

all Jo (1 —2x)

otteniamo da ([2.31)

1—1lim lim py(a) <0,

all n—+o0
cioe
lim lim p,(a) > 1. (2.32)

all n—+o0o
Mettendo assieme (2.32)) e (2.27]) otteniamo

lim lim p,(a) =1,

all n—+o0
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come desiderato. A questo punto prendiamo il limite o T 1 in ([2.26]); poiché arcsin(y/a)) —
arcsin(1) = 7/2, otteniamo
1 1 4 7

BERREES
da cui C' = /2. Sostituendo in ([2.26]), otteniamo, per % <a<l1
2

lim p,(a) = = arcsin(v/a). (2.33)
n—-—+00 T
Per estendere ([2.33]) anche per o < 1/2, basta usare ([2.24)). O

2.2.4 1 teoremi limite di De Moivre

I risultati di questo paragrafo hanno lo scopo di determinare i valori pit probabili per s, e il
comportamento asintotico per n — +oo della probabilita che tali valori vengano assunti.

I due seguenti risultati sono quelli che vengono oggi chiamati i Teoremi Limite di De Moivre.
Una parte consistente della moderna Teoria della Probabilita ha lo scopo di generalizzare
questi risultati e di analizzare le numerose conseguenze teoriche e applicative.

Teorema 2.15. (Teorema limite locale di De Moivre) Sia A > 0, n > 1 e m un numero intero
tale che Im| < Ay/n. Sia p(x) := \/%76*“2/2. Allora esiste una costante C' > 0, dipendente

solo da A (e non da m e n), tale che

P(ssn=2m) | _ C (2.34)
\/%p@m/ van) | Vm
‘ P =2m+1) | _ C (2.35)

\/;Tp((Qm—l-l)/\/Qn—l—l) - n’

Dimostrazione. Dimostriamo solo (2.34)), poiché (2.35)) si mostra in modo del tutto analogo.
Useremo ancora la Formula di Stirling vista in 2.7}

N 1 (N)
| = _ — 7
log N! = N log . + 5 log(27N) + ON (2.36)

dove 0 < §(N) < 1 Osserviamo ora che ¢ sufficiente dimostrare (2.34) solo per valori di
n abbastanza grandi (perché?). In particolare, non & restrittivo supporre che Ay/n < n/2.
Scriviamo ora, usando ([2.4])

log P(s2, = 2m) = —2nlog2 + log((2n)!) — log((n + m)!) — log((n — m)!).

L’idea & ora di applicare la formula di Stirling ([2.36)) a tutti i fattoriali nella formula precedente:

2n 1 6(2n)
log P(s2, = 2m) = —2nlog 2 + 2nlog - + 3 log(4mn) + dn
n+m 1 O(n+m)
- 1 ~ Zlog(2 _AnTm
(n+m)log . 5 og(2m(n +m)) 12(n 1 m)
n—m 1 O(n —m)
—(n—m)l — Zlog(2n(n —m)) — ")
(n —m)log . 5 og(2m(n —m)) 12(n = m)
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Con facili semplificazioni si ha pertanto

log P(s2, = 2m) = (n+m)log + (n—m)log

n
L - :
n+m n—m —m2)+ i(n,m)

+ ! 1
—lo
9 8 7(n?

(2.37)
92(1212) — 192((7; Jf:% — 192(& _j;?)' Poiché, come osservato prima, non € restrittivo
assumere m < n/2, abbiamo che, per un’opportuna costante c¢; > 0,

dove Ry(n,m) =

[Ra(n,m)| < . (2.38)

Ora dobbiamo trattare i vari termini di (2.37). Anzitutto

1 n 1 11 m? 1 2
0<log— "l b o lig (1 Yl mT e2 5g
_20g7r(n2—m2) 2 % 20g< T >_2n2 s (239

per un’opportuna costante ¢y, dove abbiamo usato il fatto che, per ogni z > 0, log(1+z) < x.
Dunque, per (2.37)), (2.38) e (2.39)), possiamo scrivere

+ (n —m)log

log P =2m) = 1
og P(s2n, =2m) = (n+m) g —— ——

1 1
+ —log — + Ra(n,m), (2.40)
2 ™

con c
|Ro(n,m)| < i’ (2.41)

per qualche c3 > 0. Per trattare i primi due addendi del membro destro di (2.40)), consideriamo
la funzione, definita per z € (0, 1)

g(x) =zlog2z + (1 — x)log2(1 — z).
Si noti che ¢g(1/2) = ¢’(1/2) =0, e ¢"(1/2) = 4. Quindi, usando la formula di Taylor con, ad
esempio, resto di Lagrange, si ha che per x € [1/4,3/4]

o(@) = (1: _ ;)2 +r(a), (2.42)

dove

(2.43)

Ora abbiamo

1
(n+m) ogn+m p——

Come si ¢ visto prima, possiamo assumere |m| < n/2, cioé ";‘—nm € [1/4,3/4]. Percio, da (2.42)),

= —4n (E)z + R3(n,m),

+ (n —m)log o

I
(n+m) Ogn+m n—m

dove, da (223),

|R3(n,m)| = 2n

3
T ntm §204n<ﬂ> SC—S.
2n 2n n
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Sostituendo in (2.40f), otteniamo

1/2m\> 1, 1
log P =2m)=—| — —log— + R 2.44
o8 Plsan =2m) =~ (222} 4 Jlog -+ () (244)
con |Ry(n,m)| < % per un opportuno ¢g > 0. Usando il fatto che allora (perché?)
‘€R4(n7m) _ 1‘ < ﬁ,
esponenziando ambo i membri di (2.44) si ricava (2.34)) immediatamente. O

Il teorema limite locale di De Moivre fornisce pertanto il comportamento asintotico di
P(s2, = 2m) per m € [—Ay/n, Ay/n]. Si noti che da segue che per tutti gli m in un
tale intervallo la probabilita P(s2, = 2m) ha lo stesso ordine di infinitesimo O(1/+/n).

Il seguente teorema ¢é la prima versione di quello che ¢ probabilmente il pitt importante
teorema del calcolo delle probabilitd, e per questo viene chiamato centrale. Si tratta di
un corollario abbastanza semplice del teorema limite locale e implica, tra laltro (vedi
Osservazione che la probabilita che sq,, & [—Ay/n, A\/n] é piccola uniformemente in n
se A é sufficientemente grande. Questo si pud esprimere dicendo che gli scostamenti tipici
da 0 di sg, sono di ordine y/n, mentre scostamenti di ordine maggiore sono estremamente
improbabili.

Teorema 2.16. (Teorema limite centrale di De Moivre) Siano a,b € R con a < b. Allora
b
lir_sr_l (sn € [av/n, by/n]) :/ p(x)dx. (2.45)

Dimostrazione. Come per il Teorema [2.15] si distingue i casi di n pari e n dispari. Trattiamo
nel dettaglio il caso di n pari, lasciando al lettore 1’altro caso, peraltro del tutto analogo.
Mostriamo dunque ([2.45)) con 2n in luogo di n. Iniziamo con l'osservare che 1’espressione

2
S eemvm
m:av2n<2m<bv2n

¢ una somma di Riemann per I'integrale f; p(x)dx rispetto ad una suddivisione dell’'intervallo

[a, b] in intervalli di ampiezza \/g . Pertanto

b
lim Z \/3/)(2771/\/%):/ p(x)dz. (2.46)

n—-4o0o

m:aV2n<2m<bv/2n

Inoltre, & evidente che I'evento {s, € [ay/n,by/n]} si puo decomporre come unione di eventi
disgiunti come segue

{5, € [av/n,b\/n]} = U {son = 2m},
m:av2n<2m<bv2n

e quindi
P(s,, € [ay/n,by/n]) = > P (s, = 2m). (2.47)
m:av2n<2m<b\/2n
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Per (2.46|) e (2.47)), la dimostrazione é completa se mostriamo che

lim Z
n—-4o0o

m:av2n<2m<bv/2n

P(s3, = 2m) — \/3,0(21%/\/%) =0. (2.48)

Da ([2.34]) segue che esiste una costante C' > 0 tale che per ogni m per cui av/2n < 2m < by/2n

si ha
P(s9, =2m) — \/gp@m/\/%) < jﬁ\/gp@m/\/%)

Notando che il numero di addendi della somma in (2.48) ¢ minore o uguale a /% (b —a) e
che p(x) < 1/v/27 per ogni z € R, si ha

2 _
) -m@nz%wvrmmw¢%>s0“@,
n 2mn
m:a\/%§2m§b\/%
da cui segue ([2.48)). O

Osservazione 2.17. E ben noto che

Fissiamo € > 0. Esiste a > 0 tale che

/_a p(x)dx >1— % (2.49)

Inoltre, per il Teorema [2.16| esiste N > 0 tale che per n > N

a

Pllsi < avi) - [ plajas

<

—a

Usando ([2.49) deduciamo che, per n > N,
P(|sp| > av/n) <e.

D’altra parte ¢ ovvio che per ogni n < N si ha che P(|s,| > v/ Ny/n) = 0. Quindi, posto
A = max(a, v/N), abbiamo
P(|sp| > Av/n) <.

per ogni n > 1, cioé la probabilita di avere uno scostamento dalla posizione iniziale maggiore
di Ay/n & piccola uniformemente rispetto a n.

2.3 1l modello di Ising in meccanica statistica

Descriviamo ora un celebre modello in meccanica statistica, il modello di Ising per un materiale
ferromagnetico. Sia A un sottoinsieme finito di Z?. I punti di A vanno interpretati come i
nodi (detti anche siti) di un cristallo regolare. Ogni nodo ¢ occupato da un atomo, il moto dei
cui elettroni produce un campo magnetico. In questo modello semplificato, si assume che tale
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campo magnetico, che chiameremo spin, assuma solo due valori, +1 e —1. Una configurazione
per tale sistema ¢

g = (Ux)z6A7

dove o, = +1 ¢ lo spin nel nodo 2 € A. In altre parole Q = {—1,1}* ¢ l'insieme di tutte le
configurazioni.

L’energia (potenziale) associata ad una configurazione ¢ dovuta all’interazione tra gli
spin dei nodi in A e all’interazione con ’esterno. In questa presentazione, assumiamo che
I'interazione sia locale: I'interazione tra gli spin in A avviene solo tra siti primi vicini, la cui
distanza & pari a 1, mentre I'interazione con I’esterno riguarda solo i nodi del “bordo” di A, cioé
OA = {x € A: Jy € A° tale che |z — y| = 1}. Piu precisamente, ’energia (o Hamiltoniana) di
una configurazione o é data da

Hj(o) = — Z O30y — Z T20g - (2.50)
z,yEA x€OA
|lz—y|=1

Si noti che il primo termine in H} descrive l'interazione tra gli spin primi vicini in A, mentre
il secondo termine puod essere interpretato come risultante da campi magnetici di valore 7,
agenti sugli spin del bordo di A. Assumiamo per semplicita che 7, = %1, cio¢ 7 € {—1,1}9.

Si noti che se fosse 7, = 0, 'energia H} avrebbe esattamente due minimi assoluti, dati
rispettivamente da o, = 1 e g, = —1; pill in generale, ’energia di una configurazione o
sarebbe uguale a quella della configurazione —o. La presenza di un campo magnetico al bordo
Te{-1, 1}3A, rompe tale simmetria: in particolare, se 7, = +1, I'unico minimo di HJ ¢ la
configurazione con o, = +1. In ogni caso, una configurazione ha un valore tanto piu basso
dell’energia quanto pit gli spin della configurazione sono allineati tra di loro.

Una quantita che gioca un ruolo fisico fondamentale ¢ la temperatura. Il “moto termico”
degli atomi si traduce in un “disturbo aleatorio” sugli spin: il sistema ha una “preferenza”
per le configurazioni a bassa energia, ma tale preferenza ¢ tanto pitt dobole tanto piu
¢ alta la temperatura. Queste considerazioni intuitive hanno una traduzione precisa in
meccanica statistica considerando la misura di Gibbs associata all’Hamiltoniana Hy, descritta
nell’Esempio che ora riprendiamo in dettaglio. Se T é la temperatura assoluta, indichiamo
con 3 =1/(kgT) la temperatura inversa, dove kp ¢é la costante di Boltzmann. E conveniente
semplificare le notazioni ponendo kg = 1 (il che equivale a misurare la temperatura in unita
di kp), di modo che 8 = 1/T. Secondo l'ipotesi di Gibbs, se il sistema ¢ in equilibrio ad una
temperatura inversa 3 > 0 con campo magnetico al bordo 7, la probabilita di osservare una
configurazione di spin ¢ é data da

1
pps({o}) = Zerxp[—BHX],

dove

Zhy =Y expl-BHJ).
o€

In questo modo > . i} 5({c}) = 1. Dunque, come in ([1.4), uj 4 si puo estendere ad una
probabilita su € ponendo, per A C Q:

php(A) = Y ui{o}).

o€A
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Come abbiamo visto nell’Esempio [I.6] per ogni ¢ € § si ha che

1
lim 4} =
b i slod) = 1qp

cioé, nel limite di temperatura infinita, tutte le configurazioni diventano equiprobabili. Inoltre,
per ogni o € € che non sia un minimo assoluto di H} si ha

li A =0

Gim pa({ed) =0,

ciog, nel limite di temperatura zero, il sistema tende a “congelarsi” nelle configurazioni che
minimizzano ’energia.

Supponiamo ora di fissare il reticolo A = A, = {-n,—n+1,...,0,...,n —1,n}% e le
condizioni al bordo T, = 1. Poniamo Q,, := {—1,1}* e scriveremo Hv—:ﬁ in luogo di py g,
Z:{ﬂ in luogo di ZXmﬁ e H; in luogo di HY . Introduciamo I'evento

A= {oe€Q,:00=+1}, (2.51)

dove 0 = (0,0,...,0) indica l'origine in Z¢. Quindi ,u:;ﬂ(A) ¢ la probabilitd che lo spin
nell’origine sia positivo. Come suggerito in precedenza, la presenza al bordo di un campo
magnetico positivo “favorisce” gli spin positivi rispetto a quelli negativi: di conseguenza, €
intuitivamente plausibile che si abbia

p 5(A) > 1/2.

Questa disuguaglianza ¢é effettivamente vera, per ogni valore fissato di n € N e > 0, ma ne
omettiamo per brevita la dimostrazione. Essa esprime il fatto che lo spin nell’origine “risente”
del campo magnetico al bordo, e, con probabilita > 1/2; si allinea allo stesso. Facendo crescere
n, aumenta la distanza tra l'origine e il campo magnetico al bordo, la cui influenza, si puo
congetturare, diventi sempre meno rilevante. In altre parole, potrebbe accadere che
li *o(A) =1/2. 2.52

Jm g 5(4) =1/ (2.52)
Viceversa, potrebbe accadere che 'influenza del campo magnetico al bordo sull’origine sia
rilevante anche per n grande, ossia che esista ¢ > 0 tale che, per ogni n,

f 5(A) > % + e (2.53)
Se accade , si dice che (per il valore di 8 dato) si ha magnetizzazione spontanea.

Per i ferromagneti reali, la magnetizzazione spontanea € un fenomeno effettivamente
osservato, purché la temperatura sia non troppo elevata. Il problema che ci poniamo é
di stabilire se il modello di Ising, almeno per questo aspetto, ¢ un buon modello per un
ferromagnete reale. Il risultato interessante € che la risposta dipende dalla dimensione d dello
spazio: per d > 2 si ha magnetizzazione spontanea a basse temperature, mentre per d = 1
non si ha magnetizzazione spontanea per nessun valore della temperatura. Non dovrebbe
sorprendere il fatto che 'analisi del modello diventa via via piu difficile al crescere della
dimensione d. Bencheé la dimensione “fisica” sia d = 3, ci occuperemo per semplicita solo dei
casid=1ed=2.
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2.3.1 Ilcasod=1

Perd=1sihaA,={-n—n+1,....n—1,n}eQ, ={-1,1}*. Con un conto esplicito
possiamo scrivere:

n—1
W) = Suio) = Y e [ﬁ (an+ S +>

o€EA n,0 geQy: oo=1 k=—n

2 n—1
1
= 77 Z exp [5 (U—n + Z OkOk+1 +0—1>] exp [ﬁ (Ul +Zak0k+1 +0'n>
-1

n,0 000 k=-n k=1
O1,4.e50n,

= },_( Z EB(U_"+Zk2nUkU’“H+Ul)) ( Z eﬂ(m +X0I1 okt +an)) .
Z

n,B O—ny.-y0—1 01,---,0n

Si noti ora che le due somme contenute in quest’ultima espressione sono uguali, cambiando
solo i nomi delle variabili sommate (o; < o_;). Dunque:

n—1 2
1
M:ﬂg(A) = ZJF{ Z exp [ﬂ (Ul + Zakalﬁ—l + 0n> } . (2.54)
n, 01,--,0n k=1

Per semplificare questa espressione, introduciamo un operatore lineare T', che agisce sullo
spazio vettoriale delle funzioni f da {—1,41} in R nel modo seguente: la funzione T'f, sempre
da {—1,4+1} in R, é definita da

(TF)(s) = Y () = (1) + e f(-1).

s'==+1

Una funzione f : {—1,+1} — R puo essere identificata con il vettore colonna (ﬁ:;) In

questo modo, la trasformazione f — T'f corrisponde alla trasformazione lineare sui vettori di
dimensione due data dalla matrice Ty o := eﬁss’7 cioé
B B
e’ e
T = . 2.55
< B o > ( )

Posto o(s) = €5, possiamo riscrivere la relazione (2.54) come

2
1 1 " 2
M:;ﬁ(A) = A Z Ty Tor00 Top 1,00 (p(Un)] = A [(T 90)(1)] . (2.56)
.08 Lo1,..,0on n,p

Si osservi che, se avessimo voluto calcolare yf (A°), avremmo dovuto sommare sulle confi-
gurazioni per le quali o9 = —1. L’unica differenza, rispetto all’espressione in , é che
I’addendo o1 nell’esponenziale sarebbe stato sostituito da —oj. Usando le notazioni or ora
introdotte, possiamo concludere che

i (49 = = [(Te) (1]



Quest’ultima uguaglianza, assieme a (2.56)) e al fatto che u: B(A) + u:{ ﬁ(Ac) =1, cida

Zt s = [(To) (D] + [(T"e) (1))
Mettendo tutto assieme:

[(Tme)(1))”
T (A) = ) 2.57
ol =t O+ (o) ) (237

Usiamo ora un po’ di algebra lineare. La matrice T definita in (2.55)) ha come autovalori
A1 = 2cosh(f), A2 = 2sinh(8), corrispondenti agli autovettori v; = (1) e vy = (_11)
Identificando vettori e funzioni come sopra indicato, possiamo esprimere la funzione ¢ come

¢ = cosh(B) vy —sinh(8) vy,
da cui, usando la linearita di 7', si ottiene
(T"p)(£1) = 2" cosh™™(B) £ 2" sinh™T1(B).

In conclusione, abbiamo calcolato ’espressione esatta di uz B(A):

[ cosh™ () + sinh™ ! (ﬂ)] ?
[cosh™ () + sinh™(8)]% + [cosh™(8) — sinh"+(8)]*

#:,5(14) =

Si noti che effettivamente p:ﬁ(A) > I, per ogni valore fissato di n € N e 8 > 0 (mentre
,u:ﬁ(A) = % per ogni n € N, se = 0). Dato che cosh(3) > sinh(f) > 0 per ogni § > 0,
lasciamo al lettore il compito di dedurre dalla formula precedente che, per ogni 8 > 0, si ha

. 1
lim MT‘;B(A) =3

n—-4o00

Questo mostra che in dimensione 1 non c¢’é magnetizzazione spontanea per nessun 3 > 0.

2.3.2 Ilcasod=2

In dimensione due non tenteremo di effettuare calcoli esatti con il modello di Ising. In realta,
molti calcoli esatti sono possibili: la loro complessita va pero al di 1a del livello di questo
libro. Dimostreremo 'esistenza di magnetizzazione spontanea in d = 2 (a basse temperature)
mediante un argomento geometrico-combinatorio semplice ed efficace, generalizzabile a molti
modelli piti complessi: si tratta del celebre argomento di Peierls.

In questo caso il reticolo A,, = {—n, —n+1,...,n—1,n}? & formato dai punti a coordinate
intere del quadrato di lato 2n avente I'origine al centro. Poniamo €, := {—1,1}». Per
comodita di calcolo, conviene modificare leggermente la definizione dell’energia, ponendo

Hi(o) == Y (opoy—1)— Y _ (02— 1). (2.58)

z,yE€An z€OAy,
lz—y|=1
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Si noti che, con riferimento all’energia originale H.t definita in (2.50]), per ogni o € € si ha
H (o) = H; (o) + cp, dove ¢, = [{z,y € A : |z —y| = 1}| + |0A,| & una costante che non
dipende da ¢. Di conseguenza possiamo scrivere

1 1 .
pt 5(0) = —— exp [-BH, (0)] = =— exp|—BH, (0)] ,
B Z:L’ﬂ Z:,ﬁ [ }

dove
2:,,3 = Z exp {—ﬂﬁ;(a)} . (2.59)

O'Eﬂn

In altre parole, la nuova energia H,! ¢ fisicamente equivalente a quella originale, cio¢ determina
la stessa misura di Gibbs. La ragione per introdurre I'energia H, ¢ che essa si puo riscrivere
come

Hi(o) = 2|{(z,y) : |z —y|=1e o, #0,}| + 2|{zx €O\, : 0, = —1}]. (2.60)

Vedremo tra poco l'utilita di tale espressione.

Data una configurazione di spin o su A,,, completiamola ad una configurazione di spin su
tutto Z? assegnando spin +1 a tutti i punti esterni a A, (in realta, per la costruzione che
segue, ¢ sufficiente assegnare spin +1 ai punti di A¢ che distano 1 da qualche punto di A,).
Per ogni coppia di punti z,y tali che |z —y| =1 e 0, # 0, disegniamo quindi nel piano un
segmento di lunghezza 1, ortogonale al segmento congiungente x e y, il cui punto medio sia
Lgy. La figura ottenuta dall’'unione di tutti i segmenti disegnati ¢ detta contour (si veda la
Figura per un esempio).

Introduciamo una notazione importante: definiamo poligonale chiusa autoevitante (p.c.a.)
I'unione Uf:_ll P;P; 1 dei segmenti che congiungono in successione k punti Pi,..., P del
piano, dove P, = Py (poligonale chiusa), P; # P; se {i,j} # {1, k} (poligonale autoevitante)
e inoltre P, = (z; £+ %,yi + %) con (z;,y;) € Ay e |Piy1 — Pj| =1, perognii=1,..., k. Un
esempio di poligonale chiusa autoevitante & tratteggiato in rosso nella Figura [2.1]

Il punto fondamentale ¢ che ogni contour C si pud sempre scrivere come unione |J;*; 7;
di p.a.c. disgiunte, dove, con leggero abuso di notazione, intendiamo disgiunte anche due
poligonali che si intersecano in un numero finito di punti. Viceversa, un’unione di p.a.c.
disgiunte & sempre un contour ammissibile, cioé esiste una configurazione di spin o € §2,, che
lo determina, e tale configurazione ¢ unicalﬂ Una dimostrazione formale di queste affermazioni
non ¢ difficile ma & piuttosto lunga e noiosa e sara pertanto omessalﬂ Abbiamo ottenuto
una caratterizzazione esplicita dell’insieme dei contour ammissibili, che indicheremo con =,
che ¢ in corrispondenza biunivoca con lo spazio delle configurazioni €2,. Sottolineiamo che
la decomposizione C = [J; v; con v; p.c.a. disgiunte in generale non ¢ unica (si veda ad
esempio la Figura .

Da qui in poi identificheremo una configurazione ¢ di spin con il contour C corrispondente:
in particolare, scriveremo ,u:, s({Ch), H;(C), ecc. Definiamo la lunghezza £(C) di un contour

TLa configurazione si costruisce assegnando il valore + (a causa delle condizioni al bordo positive) agli spin
“esterni”, cioé che non sono racchiusi da alcuna poligonale; quindi assegnando il valore — agli spin dentro le
poligonali che “confinano” con spin di valore +, e cosi via.

11 punto fondamentale & il seguente: per come & costruito un contour, da ogni punto (x =+ %, y+ %) con
(x,y) € An partono necessariamente 0, 2 oppure 4 segmenti del contour. E questa proprieta che permette di
decomporre il contour in poligonali chiuse autoevitanti.
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Figura 2.1: Una configurazione di spin ¢ per il modello di Ising nel piano, sul reticolo
An ={-n,...,n}? con n = 4, con condizioni al bordo positive. In rosso & tracciato il contour
C corrispondente. La parte di contour tratteggiata é una poligonale chiusa autoevitante che
contiene l'origine. I due segmenti a puntini, nell’angolo in alto a destra, danno contributo 1
alla lunghezza ¢(C) del contour (che in questo caso & pari a 83).

C come il numero dei segmenti di lunghezza 1 che lo compongono (lunghezza geometrica),
eccetto nel caso in cui una o pit coppie di segmenti del contour descrivano uno dei 4 angoli
del reticolo A,: in questo caso conveniamo che ciascuna coppia di tali segmenti dia contributo
1 alla lunghezza ¢(C) (si veda la Figura[2.1). Con queste convenzioni, ricordando la relazione
si ottiene la rappresentazione basilare

HF(C) = 2£(C).

Possiamo quindi scrivere

L apec > —280(C’
wrs({C)) = =pe 1O, Zlg = > e, (2.61)
Zn CIEEn
Sia ora C un contour corrispondente a una configurazione di spin ¢ in cui g = —1. Dato

che 1isola” di spin —1 a cui l'origine appartiene dev’essere separata dal “mare” di spin +1
che ricopre tutto AS, il contour C dev’essere della forma v UC’, dove 7 ¢ una p.c.a. avente
lorigine al suo interno e C’ & un contour tale che yNC’ = () (o, pin precisamente, I'intersezione
deve consistere di un numero finito di punti). Ricordando la definizione dell’evento A,
in termini dei contour vale la seguente inclusione:

A° C {CEEn: C = yUC(', 7 p.ca. che racchiude 0, C' € E,,, ’yﬂC/:@}.
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Si noti che in generale la decomposizione C = vUC’ non ¢é unica (si veda ancora la Figura
ma questo non sard un problema. Osserviamo anche che, essendo v e C’ disgiunti, si ha
chiaramente ¢(y UC’) = £(~y) + £(C’). Possiamo dunque scrivere

1 1 /
+ cy _ 264(C) 264(7) 2B¢(C")
,unﬂ(A ) = = E e < = E e 7 E e

n,B CeAc , ~ p.c.a. rem
P p che racchiude 0 ,ycmg/:nq)
< S ) ( ~1+ 3 ezﬂé(C’)) _ S Wi,
~ p.c.a. Znﬂ ez, ~ p.c.a.
che racchiude 0 che racchiude 0

dove si ¢ usata la seconda relazione in (2.61)). Disintegrando rispetto ai possibili valori di ¢()
otteniamo

o0
oy (A°) < Z Ky e 2m, dove K,, := [{7 p.c.a. che racchiude 0: £(vy) = m}|.
m=1

Ci resta da stimare K,,. Se vy & una poligonale chiusa autoevitante con £(y) = m, la sua
lunghezza geometrica é compresa tra m e m+4; se  racchiude 0 al suo interno, necessariamente
v ¢ interamente contenuta nel quadrato Q := [, M) [kl mH] - Cogtruiamo ora

una curva nel modo seguente:

9 I

e scegliamo un punto in @ della forma (z + %, y =+ %), con z,y € Z (per questa scelta
abbiamo al massimo ("4 + ™ 1 1)2 = (m + 5) possibilita);

e scegliamo una delle quattro direzioni possibili e tracciamo un segmento di lunghezza
uno in quella direzione;

e a questo punto, per il tratto successivo, scegliamo una delle tre direzioni che non ci
fanno tornare al punto da cui proveniamo;

e iteriamo la procedura per [ passi.

Tra le curve costruite in questo modo in un numero di passi compreso tra m e m + 4 ci sono
in particolare tutte le possibili p.c.a. v con £(y) = m. Di conseguenza

m-+44
Km < Y (m+5)243"1 < 5. ((m+5)243™49),

l=m
Semplifichiamo questa espressione con la stima (molto rozza) x? < 3% per ogni = € N:
K, < C-9™, dove C := 3%.20.
In questo modo otteniamo.

670(/8)

+oo +oo
pnp(A) € O3 9me™™ = C) ™" = O,

m=1 m=1

dove abbiamo posto ¢(3) := 23 —log9. Si noti che la stima ottenuta non dipende da n. Visto
che limg_,o ¢(f) = +00 e dato che C' & una costante fissata, segue Chelﬂ esiste [y € (0,00)

In effetti abbiamo dimostrato un’affermazione pit forte: per ogni n > 0 esiste Bo(n) € (0, c0) tale che per
ogni 3 > Bo(n) e per ogni n € N si ha u} (A) > 1 —n.
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tale che per ogni 8 > 3y e per ogni n € N si ha

M:zr,,g(Ac) <

ovvero

Abbiamo dunque mostrato che, per grandi valori di 3 (cioé a temperatura sufficientemente
bassa) nel modello di Ising in dimensione 2 ha luogo il fenomeno della magnetizzazione
spontanea. I possibile mostrare (non lo faremo) che, al contrario, per valori piccoli di 3 non
si ha magnetizzazione spontanea.

2.4 1l modello di Hardy-Weinberg in genetica

Le nozioni di probabilita condizionata e indipendenza permettono, come vedremo in questo
paragrafo, la formulazione e analisi rigorosa di un noto modello per la trasmissione ereditaria
dei caratteri, in modello di Hardy. Consideriamo una popolazione d una determinata specie, e
supponiamo di essere interessati ad uno specifico carattere. Assumiamo che questo carattere si
manifesto in solo due modi, che chiameremo dominante e recessivo, e che esso sia caratterizzato
da una coppia (non ordinata) di geni, ognuno dei quali pud assumere uno dei due valori
a, A. Dunque, ogni individuo della specie possiede una delle tre possibili coppie di geni AA,
aA e aa. Nel terzo caso il carattere manifestato sara quello recessivo, negli altri due quello
dominante. Le tre coppie AA, aA e aa sono chiamate genotipi.

Il modello di Hardy ha per oggetto I’evoluzione della frequenza dei genotipi in popolazioni
sessuate. In un determinato istante consideriamo gli individui della popolazione, che chia-
meremo di generazione 0. Assumiamo che tale popolazione sia numerosa, usiamo le seguenti
notazioni:

e uc (0,1) ¢la frazione di individui della generazione 0 di genotipo AA;
e 2v € (0,1) ¢ la frazione di individui della generazione 0 di genotipo a A

e w e (0,1) & la frazione di individui della generazione 0 di genotipo aa;

Evidentemente u + 2v + w = 1. Tali numeri hanno un’evidente interpretazione probabilistica:
se si sceglie a caso un individuo della generazione 0, la probabilita che esso sia di genotipo
AA (risp. aA, aa) ¢ u (risp. 2v, w).

Consideriamo in un istante successivo, gli individui che sono stati generati da una coppia
della generazione 0; 'insieme di essi verra chiamata generazione 1. Supponiamo di scegliere a
caso un individuo della generazione 1, e consideriamo, per g € {AA, aA,aa}, gli eventi

D, := *T'individuo ¢ di genotipo g“.

Siano
up = P(Dya)
21}1 = P(DaA)
w1 = P(Dgq)



In altre parole, u1, 2v1 e wy sono le frequenze dei tre genotipi nella generazione 1. Introduciamo
anche 1 seguenti eventi, per g € {AA,aA, aa} e x € {A,a}:

Fy . = ‘lindividuo scelto ha padre di genotipo g, e ha da lui ereditato il gene x”
Mg, = “lindividuo scelto ha madre di genotipo g, e ha da lei ereditato il gene x”.

Inoltre poniamo
F, :=“T'individuo scelto ha padre di genotipo g” = F; 4 U Fy 4,

e analogamente per M. Il modello di Hardy ¢ definito dalle seguenti ipotesi.

(i) Per ogni scelta di g,h € {AA,aA,aa} e x,y € {A,a}, gli eventi F,, e My, sono
indipendenti.

(i)
P(Faa) = P(Maa) =u P(Fao) = P(Ma,) =20 P(Fy,) = P(My,) = w.

(iif)
P(FanalFan) = P(Maaa|Man) =1 P(Foaa|Fon) = P(Maaa|Mga) =3 P(Fuqa) =0
Le condizioni (fif) e sono dette di accoppiamento casuale, e implicano in particolare che la
fertilita & indipendente dal sesso e dal genotipo, e che la frequenza dei genotipi non dipende
dal sesso. La condizione ¢ invece una semplice istanza delle Leggi di Mendel.
Lo scopo di quanto segue é quello di mostrare che le ipotesi precedenti implicano una

relazione funzionale tra le frequenze dei genotipi nella generazione 0 e quelle nella generazione
1. Si noti anzitutto che

Daa = [Faaa N MgaalU[Foaa N Maaa)U[Faaa N Moaa]U[Faaan Mgaal-

Evidentemente, le unioni precedenti sono tra eventi disgiunti. Inoltre ognuna delle intersezioni
nella formula precedente sono, per 'ipotesi , tra eventi indipendenti. Pertanto:

ur = P(Daa) = P(Faaa)P(Maaa)+P(Fona)P(Maaa)+P(Faaa)P(Moa a)+P(Foa,a)P(Mgaa).
(2.62)

Inoltre, per l'ipotesi
P(Fasa) = P(Maaa) = P(Faa) =u P(Fyaa) = P(Mgaa) = 3P(Fya) = v.

Percio
uyp = u? + 2uv +v? = (u+v)2

Per simmetria
2
wy = (v+ w)”.

Essendo
u+w; = (u4v)? 4+ W4+ w)? = (w+2v+w)?-2u+v)(v+w) =1-2u+v)(v+w)

si ha
201 =1—u; —w; =2(u+v)(v+w).
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Quindi, se definiamo la funzione di tre variabili
T(u,v,w) = ((u+v)% (u+v)(v+w), (v+w)?),
abbiamo ottenuto la relazione
(uy,vi,w1) = T(u,v,w).

In altre parole, la mappa T fornisce la relazione tra le frequenze dei genotipi di una generazione
e quelle della successiva. A questo punto possiamo anche affermare che le frequenze dei genotipi
nella generazione successiva alla generazione 1, diciamo la generazione 2, sono date da

(u2, v2, w2) = T'(u1,v1,w1) = T(T(u,v,w))
Si osservi che la prima componente di T'(T (u, v, w)) &
[(u+v)? + (u+v)(v+w))* = [(u+v)(u+2v+w)?* = (utv)?

essendo u + 2v + w = 1, e quindi & uguale alla prima componente di T'(u, v, w). In modo
analogo si mostra che la terza componente di T'(T'(u,v,w)) coincide con la terza componente
di T'(u,v,w). Pertanto, essendo ug + 2v9 + we = w3 + 2v1 + wy = 1, possiamo concludere che

T(T(u,v,w)) =T (u,v,w).

Questo implica che la frequenza dei genotipi dalla generazione 1 in poi rimane costante: la
popolazione raggiunge un equilibrio dopo una sola generazione!

Quello che abbiamo fin qui descritto ¢ la versione standard del modello di Hardy-Weinberg.
Sono state proposte numerose modifiche e generalizzazioni, per tener conto di fenomeni quali
la dipendenza dal sesso dei caratteri e la selezione naturale. Vedremo ora brevemente una
di queste versioni modificate, che rappresenta un semplice modello per la selezione naturale.
Questo modello si ottiene dal precedente modificando I'ipotesi come segue:

(1))

P(Fpp) = P(May) = P(Fy,) = P(Mpy) = 2% P(F,4) = P(My,) = 0.

u+2v

_u
u+2v

Il significato di ’ é evidente: gli individui che manifestano il carattere recessivo, cioé di
genotipo aa non si riproducono. Lasciamo al lettore controllare che la relazione in ([2.62))

diventa:
U 2+ U v n v 2 U+ v 2
Uy = = .
! u+ 2v u~+ 2v u+ 2v u+ 2v u + 2v

Analogamente
v 2 v(u+v)
wy = , V= ——5.
! u+ 2v T (u+ 20)2

Posto, come prima, (u1,v1,w1) =: T(u,v,w), possiamo definire induttivamente

(Unavnywn) = T(un—lavn—lawn—l)- (263)
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Ne segue che u,, 2v, e wy sono le frequenze dei tre genotipi nell’n-esima generazione. Con un
calcolo paziente ma elementare, si verifica per induzione che

2
_ u+nv
Un = (u+(n+1)v)
_ v(u+nv)
Un = lut(nti))?
_ v?
Un = o2
Notare che asintoticamente in n
1 1

= T (n+1)2

Abbiamo dunque quantificato, come effetto della selezione naturale, la progressiva diminuzione
dei genotipi che contengono il gene a.

2.5 Un’applicazione alla finanza: il modello di Black-Scholes
discreto

In questo paragrafo si utilizza la nozione di variabile casuale, sviluppata nel capitolo [3]

Consideriamo un mercato finanziario molto semplificato, in cui sia presente un unico
titolo rischioso, ad esempio un’azione, e in cui non vi sia inflazione e non vi siano costi di
transazione. Sia Xg = z il valore odierno del titolo, che viene aggiornato una volta al giorno.
Le variabili casuali X7, X5, ... rappresentano i valori del titolo nei giorni successivi.

Gli istituti finanziari, ad esempio le banche, offrono ai loro clienti le cosidette opzioni. Un
esempio di opzione é ’opzione call europea: il cliente, che ha investito nel titolo, acquista il
diritto di vendere al giorno N all’istituto finanziario una (o pitt) unita del titolo ad un prezzo
m =7(Xy) dato da
Xy se Xy >a
a se Xy <a

m(Xn) :{

dove a ¢ un prezzo minimo prefissato. In questo modo il cliente limita il rischio di perdite.

Una delle domande fondamentali in finanza é: qualé il giusto prezzo per una tale opzione?
La nozione di giusto prezzo é legata a quella di strategia di copertura. Supponiamo che al
momento di vendita dell’opzione, l'istituto finanziario utilizzi un capitale Vo = V per attivare
un portafoglio, di cui una parte investita in ag unita del titolo rischioso, la parte restante cg
investita in un titolo non rischioso, cioé a tasso di rendimento costante. Per semplicita di
calcolo assumiamo che tale tasso sia uguale a zero. In altre parole

Vo = agpXo + co.

Il giorno successivo, essendo variato da Xg a X il prezzo del titolo rischioso, il capitale
diventa
Vi = Vo + ao(X1 — Xo).

A questo punto l'istituto finanziario pud modificare la porzione di capitale investita nel titolo
rischioso, passando da ag ad a; unita possedute, con il rimanente ¢; = Vi — a1 X7 mantenuta
a rendimento costante. Dopo due giorni il capitale disponibile diventa:

Vo=Vi4+ a1 (X — X1) =W+ ap(X1 — Xo) + a1(X2 — X7),
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Iterando il procedimento, si ottiene che il capitale dopo n giorni é

n—1
Vo=Vo+ Z ai(Xi+1 — Xl)
=0
I coefficienti ag, a1,...,an_1 rappresentano la strategia di investimento. Affinché si tratti

di una strategia effettivamente implementabile essa dev’essere non-anticipativa; in altre
parole la scelta di a, pud dipendere dall’evoluzione del prezzo solo fino all’istante n, cioé
an = an(Xo, X1,...,X,) (cio significa che la strategia si pud basare solo sull’informazione
effettivamente disponibile). | chiaro che in questo caso anche V;, = V,,(Xo, X1, ..., Xn).

Definizione 2.18. Per un dato capitale iniziale V{y, una strategia non-anticipativa ag, a1, ...,an_1
si dice strategia di copertura se, per qualunque evoluzione X7, ..., Xy del prezzo, si ha

VN<X0,X1,... ,XN> = W(XN).

Nel caso in cui vi sia un’unico valore di Vj per cui esiste una strategia di copertura, diremo
che Vj ¢ il prezzo dell’opzione.

Si noti che é anche naturale assumere che una strategia sia tale che, in ogni giorno n,
an > 0 e a,X, <V,. Se fosse a, < 0, l'istituto avrebbe operato un vendita allo scoperto,
mentre se a, X, > V,, avrebbe dovuto ricorrere ad ulteriore capitale, cioé¢ ad un prestito.
Nel semplice modello di mercato che studieremo tra poco, mostreremo che la strategia di
copertura ¢ unica, e soddusfa alle suddette proprieta, che quindi non assumeremo a priori.

Lo stabilire I'esistenza ed, eventualmente, 'unicita del capitale iniziale e della strategia
per la copertura dell’opzione, costituisce un problema di estrema rilevanza economica e che si
presta ad una trattazione matematica elegante ed efficace. La nozione di copertura si puo
evidentemente estendere ad una qualunque funzione m(Xy). I modelli di mercato in cui ad
ogni tale funzione & associata una strategia copertura vengono chiamati mercati completi. La
completezza di un modello di mercato ammette varie caratterizzazioni matematiche, interes-
santi e utili. In queste note non affronteremo questo problema; ci limiteremo a semplificare
ulteriormente il nostro modello di mercato con un unico titolo, e mostrare che in esso I'opzione
europea ammette un prezzo. A tale scopo, definiamo, per n =1,2,...,N, R, = X,,/X,,_1, ¢
assumiamo che le variabili casuali R,, possano assumere con probabilita strettamente positiva
esattamente due valori c e C, con 0 < ¢ < 1 < C. Cio significa che ogni giorno il prezzo del
titolo pud soltanto o contrarsi di un fattore ¢ o dilatarsi di un fattore C. Osserviamo che
Xn=R,Rp_1---Rix >0sex>0.

Possiamo ora analizzare nel dettaglio il problema della copertura. Consideriamo il capitale
Vn-1=Vn_1(Xo,...,Xn_1) a disposizione dell’istituto al giorno N — 1, e sia ay_; ['ultimo
passo della strategia. Noto il valore Xy_1 del prezzo del titolo, il prezzo Xy del giorno
successivo pud assumere i due valori cXy_1 e CXy_1. Se la strategia in esame copre
I’opzione, allora dev’essere vero che

m(Xn) =Vnoa+an—1(Xn — Xn-1)
sia per Xy = cXpy_1 che per Xy = CXy_1. In altre parole
m(cXn-1) =Vno1 —an—1(1 —¢) Xy
T(CXn-1) = VN1 +anv—1(C — 1) Xn_1,
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dalla quale si ricava

- m(CXN-1) —7m(cXN-1)
an_1 = oy (2.64)

1—-c¢ Cc-1
V-1 = CicTr(CXNfl)-i- O_¢

m(cXn-1). (2.65)

Dunque, il capitale Viy_1 e la strategia a—1 sono determinati in modo univoco dalla richiesta
di copertura dell’opzione. A questo punto il procedimento si puo iterare. Per coprire 'opzione
& necessario disporre del capitale Viy_; dato da al giorno N — 1. Ragionando come
prima, il capitale Vy_o e la strategia ay_o devono soddisfare le relazioni

VN-1(cXn—2) = VN_a —an—2(1 —c)XNn_2
VN-1(CXn—2) = VN_2 +an—2(C — 1) Xn_g,

da cui

VN_1(CXn—2) — Vn—1(cXn—2)
(C — C)XN_2

1—c Cc-1
VN_2 = o CVNfl(CXN—2) + ﬁVNA(CXNQ)-

aGN-2 =

Iterando, per n > 0, troveremo le formule ricorsive

= Vn+1(CXn) — Vn+1(CXn)
" (C—c)X,
1-c C —

1

(2.66)
V, =

Dovendo essere Vy(Xn) = m(Xn), questo determina in modo univoco 'intera strategia
aog,ai,...,an_1, e il prezzo V = Vy(z) dell’opzione! E necessario, in realta, verificare che
quest’unica strategia possibile sia effettivamente autofinanziante, cioé che vale la seguente
proposizione.

Proposizione 2.19. La strategia a, = an(X,) e i corrispondenti valori del capitale V,, =

Vo (Xy) dati da (2.66) e (2.67) soddisfano le relazioni
0<apX, <V,
per ogni 0 <n < N.

Dimostrazione. Si noti che le equazioni (2.66)) e (2.67)) sono formule ricorsive le cui soluzioni
sono funzioni di una variabile a,(x), V,,(z):

a (.’E) _ VTH-l(Cx) - Vn+1(cx)
" (C—c)x

1 o=
Vi(z) = CCVn+1(Cx) +

C —

(2.68)

1
mvm_l(cx). (269)
con condizione “terminale” Vy(z) = m(x). Vogliamo dimostrare che, per ogni 0 <n < N e
ogni x > 0, si ha

0 < zan(z) < Vy(z). (2.70)
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Anzitutto notiamo che Vy(x) = 7(r) é una funzione non negativa e crescente di z > 0.
facile vedere usando , per induzione “all’indietro” su n che tali proprieta sono trasmesse
a tutte le V,,(z) per n < N — 1. In particolare, essendo Cz > cx per ogni x > 0, questo
implica ay(x) > 0 per ogni 0 < n < N — 1. Resta pertanto da dimostrare la disuguaglianza

zan(x) < Vo (z) che, per (2.68) e (2.69), equivale a

Vat1(Cx) — Vg (cx l1—c C -1
1 C)'—c +1( )SC_CVn+1(Cx)+HVn+1(cx) = Vo(Cx) <

Q

Vi1 (cx).

c
Quest’ultima disuguaglianza é verificata se mostriamo che, per ogni 0 <n < N, ogni x > 0 e
p>1

Valp) < V(). (2.71)
Tale disuguaglianza ¢é verificata per n = N (verificarlo distinguendo i tre casi * > a,
x < a,pr > a, pr < a). Inoltre, di nuovo per induzione all’indietro, la proprieta (2.71)) si
trasmette alle altre V,,. ]

Le equazioni ricorsive e determinano quindi tanto il prezzo dell’opzione,
come funzione del valore del titolo al momento in cui I’opzione viene acquistata, quanto la
strategia autofinanziante che copre 'opzione. Va notato che tanto il prezzo quanto la strategia
non dipendono dalla distribuzione di (X1, Xs, ..., Xx), ma solo dallipotesi fatta che il valore
Xp41 del titolo al giorno n + 1 possa essere o ¢X,, oppure C'X,,. Il valore V (z) del prezzo
ammette perd un’interpretazione probabilistica che si pud estendere a modelli di mercato
assai pitt complessi, e che ha grande rilevanza sia teorica che applicativa. Ricordiamo che,
come osservato in precedenza, X, = R,R,—1--- Riz, dove R, = X,,/X,,—1 ¢ la variabile
casuale che “aggiorna” il valore del titolo al giorno n.

Teorema 2.20. Siano Q1,Qo, ..., QN variabili casuali indipendenti, che assumono soltanto
i valori ¢ e C, e di media E(Qy) = 1. Allora la soluzione Vy,(x) dell’equazione ricorsiva
e, pern <N —1,

Vo(z) = Eln(Qni1- - QnT)].

In particolare, il prezzo dell’opzione é

V(z) = Vo(z) = Elr(Q1Q2 - -- Qnz)].

Osservazione 2.21. Posto Z, = Q1Q2---Q,x, il prezzo dell’opzione ¢ dunque V =
E[r(Zy)]. La variabile casuale Z,, si pud interpretare come il valore al giorno n di un
titolo avente lo stesso valore iniziale x del titolo reale, ma che evolve in un mercato fittizio
in cui le variabili casuali di “aggiornamento” sono indipendenti e hanno media 1 (mercato
neutrale). 1l prezzo dell’opzione ¢ dato dal valor medio del costo finale a carico dell’istituto
finanziario (w(Zy)) calcolato non rispetto al mercato “reale” ma rispetto al corrispondente
mercato neutrale.

Dimostrazione del Teorema|2.20. Si noti, anzitutto, che le richieste di assumere solo i valori
c e C e di avere media 1 caratterizzano univocamente la distribuzione (comune) dell Q.
Infatti dev’essere

cP(Qn=¢)+CP(Q,=C)=1
P(@Qn=0c)+P(@Q,=0C)=1
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da cui segue
C-1 1—c
P(Qn=c) = , P(Qn=C) = .
@u=c)= G P@u=C)= ;=%
Inoltre, usando 'indipendenza delle @Q,,, posto W, (x) := E[r(Qnt1- - Qnx)], per n < N — 2
si ha

Wy(x) = Elr(Qn+t1 - - Qnx)]

= Z Z to Z 7I-(qn—i-IQn—i—Q T QNx)P(Qn—&-l = qn+1, Qni2 = qny2,- -, QN = Qn)
gn+1 E{C,C} Qn+2€{cvc} QNE{QC}
= Z Z Z T(Gni1qn+2 - qNT)P(Qni1 = Gny1) P(Qni2 = Gny2) -~ P(QNn = qn)
qdn+1 G{C»C} Qn+2€{cvc} an 6{070}
= > P@uii=aur) Y, Y m(@niiatr2 ) P(Qniz = gnra) - P(Qn = qn)
an+1€{c,C} an+2€{c,C} an€{c,C}
C-1
=0 o Do Y m(anr2-anem)P(Quia = gnta) - P(Qn = qn)
qu+26{cvc} QNE{Cvc}
1-c
t5— 2. D a2 anCo)P(Qniz = uia) - P(Qn = aw)
qn+2€{c,c} QNE{Cvc}
Cc-1 1—c
= mWnH(cx) + mWn_H(C:L’)
Lo stesso argomento per n = N — 1 fornisce
Cc-1 1—c¢
Wy_1(z) = o CW(CZ’) + o 077(033).
Dunque W,,(x) risolve I’equazione ricorsiva (2.69)), e pertanto W, (x) = V,,(x). O
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Capitolo 3

Variabili casuali discrete

3.1 Variabili casuali e loro distribuzioni

In molti degli esempi dei capitoli precedenti, abbiamo calcolato delle probabilita di eventi che
si potevano esprimere in termini di una funzione dell’esito di un esperimento aleatorio.

Esempio 3.1. Riprendiamo qui ’esempio [.37] in cui lo spazio campionario ¢
Q= {z=(21,22,...,2N) : 2; € {0,1}} = {0, 1}V,
e la probabilita P é data da
P({y}) = p=rr (1 — p) V2

Abbiamo calcolato la probabilita dell’evento

N
A:{xEQ:in:n},
i=1

dove 0 < n < N, e dell’evento

B={zeQ:z, =124, =0 Vk <n}.

[ min{k:ap =1} se{k:ap=1}#0
Yie)= { N+1 altrimenti,

possiamo riscrivere
A={zxe€Q: X(x)=n}
B={xeQ:Y(x)=n}.

Definizione 3.2. Sia (€2, P) uno spazio di probabilita discreto, e E' un insieme. Una funzione
X : Q — FE si dice variabile casuale o variabile aleatoria a valori in E.
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Introduciamo un po’ di terminologia e di notazioni. Con riferimento alla definizione
precedente, se £ = R diciamo che X ¢é una variabile casuale scalare. Se E = R"™ diciamo che
X ¢ una variabile casuale vettoriale o vettore aleatorio di dimensione n. Se E = C, diciamo
che X & una variabile casuale complessa.

Se A C E, allora X }(A) = {w € Q: X(w) € A} & un sottoinsieme di §2. Scriveremo
{X € A} e P(X € A) in luogo di X (A) e P(X~1(A)) rispettivamente. Nel caso in cui
A = {z}, con x € E, scriveremo {X = 2} e P(X = z) invece di X !({z}) e P(X~'({z})).
Se (Ap)n>0 € una successione di sottoinsiemi disgiunti di £, allora gli eventi {X € A, } sono
disgiunti (verificarlo!). Ne segue che

P (X € UAn> =) P(X€A,). (3.1)

Si noti infine che, essendo € un insieme finito o numerabile, anche 'immagine di X,
X(Q) = {X(w) : w € Q}, ¢ un insieme finito o numerabile (in generale, la cardinalita
dell’immagine di una funzione ¢ minore o uguale a quella del dominio della stessa). Percio,
se A C E, allora AN X (Q) ¢ finito o numerabile. Essendo (perche?) P(X € A) = P(X €
AN X(R)), usando si ha

PXeA=P|Xe |J {=}
z€ANX(Q)

= Y PX=ua).

z€ANX(Q)

Poiché, evidentemente, P(X = x) = 0se x ¢ X (), possiamo sinteticamente scrivere I'identita
precedente come
P(X € A)=) P(X =ux).
x€A

Possiamo riassumere le precedenti osservazioni come segue.

Definizione 3.3. Sia X una variabile casuale discreta a valori in E. La funzione

Ux P(E) — [0,1]
A — PXeA

si dice distribuzione o legge della variabile casuale X.

Proposizione 3.4. La distribuzione px di una variabile casuale discreta X a wvalori in E
gode delle sequenti proprieta:

(1) se (Ay) & una successione di sottoinsiemi disgiunti di E, allora
px (U An> = px(An);
n n

(ii) per ogni sottoinsieme A di E

ux(4) = ST P(X =) = 3 ux(fa}).

z€EA €A
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Osservazione 3.5. Nel caso in cui F é un insieme finito o numerabile, segue dalla Proposi-
zione che la coppia (E, px) ¢ uno spazio di probabilita discreto. Va tuttavia notato che,
in generale, non facciamo alcuna assunzione sulla cardinalita di E. Abbiamo perd osservato
che X (Q) ¢ sicuramente un insieme finito o numerabile. Denotando con fix la restrizione di
wx ai sottoinsiemi di X (£2), si ha che (X (2), fix) & uno spazio di probabilita discreto.

3.2 Densita discreta
Sia X una variabile casuale discreta a valori in un insieme E.

Definizione 3.6. La funzione

px: E — [0, 1]

si dice densita discreta della variabile casuale X.

Nel seguito 'aggettivo “discreta” verrd omesso, fino a quando non introdurremo, nel
capitolo [} la nozione “continua” di densita.

Osservazione 3.7. La densita px e la distribuzione px di una variabile casuale discreta, si
determinano 'un l'altra tramite le relazioni, per x € £, ACFE

px(2) = px({z}), px(4) =) px(x). (3.2)

T€EA

Consideriamo ora la situazione in cui una variabile casuale X prende valori in un insieme
della forma F = Ey X Fs X --- X E,. In questo caso possiamo scrivere, per ogni w € €2,

X(w) = (X1(w), Xo(w),..., Xpn(w)),

dove X;, per i = 1,...,n, é una variabile casuale a valori in F;. La densita px : E — [0,1] di
X ¢ spesso denotata con px, . x,, e viene chiamata densita congiunta delle variabili casuali
X1, Xs,...,X,. Consideriamo ora un sottoinsieme I = {iy,... iy} C {1,2,...,n} e convenia-
mo i; < iz < -+ < iy,. Possiamo dunque considerare la variabile casuale (X;,, Xi,, ..., X;,,)
a valori in F;, x B, x --- x Ej; . La seguente proposizione stabilisce che la densita di tale
variabile casuale é determinabile a partire dalla densita della variabile casuale X.

Proposizione 3.8. La densita PXiy, Xiy s Xin della variabile casuale (X;,, Xiy, ..., Xi,,) €
data dalla relazione
PXi) XigyeosXipy (xi17xi27 e T,) = § : E : PX1,Xa,....Xn (T1,22,. .., Tn). (3.3)
Il zjek;

Dimostrazione. Dimostriamo il caso n =2, m = 1, I = {1}. Il caso generale segue o usando
lo stesso argomento, con notazioni pitt pesanti, oppure osservando che é sempre possibile
ridursi a questo caso osservando che, posto Ef = X1 F; e X7 = (X, Xiy, .., Xj,,), a meno
di una permutazione di coordinate, 'insieme FE si puo identificare con Ej X Ejec, e la variabile
X con la coppia di variabili (X7, Xjc) a valori rispettivamente in Ej e Efe.
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Dunque, si tratta di dimostrare che, per ogni x; € Ej,

px, (1) = Z DXy, (21, T2). (3.4)

xo€ ks

Si osservi che l'evento {X; = 1} puod essere espresso come unione al pitt numerabile di eventi
disgiunti come segue

{X1 =21} = U {X1 =22, Xo = 22}
IQEXQ(Q)

Pertanto, per la o-additivita,

px,(z1) = P(X5 =21) = Z P(Xy =29, Xo = 22) = Z P((X1, X2) = (21, 22))
xQEXz(Q) J?QEXQ(Q)

= > pxixe(@nLE) =Y pxix(r1 )

22€X2(0) To€F>

dove, per l'ultima uguaglianza, abbiamo usato il fatto che se x2 € X2(12), allora ’evento
{(X1,X2) = (x1,x2)} & vuoto e ha dunque probabilita zero. O

Nel caso in cui k& = 1, la Proposizione [3.8| consente di esprimere la densita di una
componente di un vettore aleatorio in termini della densita congiunta. Le densita delle
componenti vengono chiamate densita marginali. Come mostriamo nei due seguenti esempi,
non ¢é possibile ricostruire la densita congiunta a partire dalla sola conoscenza delle densita
marginali.

Esempio 3.9. Ad un esame partecipano n studenti, ed m < n di essi portano con loro
dei testi il cui uso non € consentito, nella speranza di non venire controllati. I due docenti
addetti alla sorveglianza, Aldo e Giovanni, decidono di eseguire dei controlli casuali. Aldo
controlla h studenti, mentre Giovanni ne controlla altri k, distinti da quelli controllati da
Aldo. Supponiamo che se uno studente che ha con se testi non consentiti viene controllato,
venga senz’altro espulso dall’aula. Sia X4 (risp. X¢) il numero di studenti espulsi da Aldo
(risp. Giovanni). Si determinino le densita congiunte e marginali di X4 e Xg.
Supponiamo di “etichettare” gli studenti con numeri tra 1 e n, assegnando etichetta tra
1 e m a quelli che hanno portato testi non permessi. Come spazio campionario, possiamo
scegliere
Q={(A,G): A,GC{1,2,....,n}, |A|=h, |G| =k, ANG = 0},

munito della probabilitd uniforme P. Le variabili casuali X4 e X¢ si possono allora definire
come segue:

Xa(A,G)=1An{1,2,....,m}|, Xq(A,G)=|GN{1,2,...,m}|.
Siano x4, zq due interi fissati, con 1 < x4 < h, 1 < xg < k. Anzitutto osserviamo che

pxaxe(Ta,26) = P(Xa =22, Xg = 2¢)
= P(XG = xngA = xA)P(XA = QZA).
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Da quanto visto nell’esempio [I.19]
m n—m
(acA) (hf:pA)
n )
(i)
con la solita convenzione che (Z) = 0 se b > a. Inoltre, condizionatamente al verificarsi

dell’evento {X 4 = x4}, Giovanni sceglie k studenti tra gli n — h non controllati da Aldo, dei
quali m — x4 hanno testi non ammessi. Percio

P(Xa=wa)=px,(za) = (3.5)

(m—:cA) (n—h—m+:(:A)
P(Xg=2¢|XA=x4) = —2€ ko6

(")

Mettendo tutto assieme:

m\ (n—m\ (m—zx n—h—m+tx
(a:A) (h—acA) ( J:GA) ( k—zg A)
n —h .
(3) ("x")
La densitd marginale px, € gia stata calcolata in (3.5)). Poiché il problema é completamente
simmetrico nel ruolo di Aldo e Giovanni, esattamente come in (3.5)) troviamo che

(ee) (K=res)
(%)

Si noti infine che, dalla proposizione [3.8] sappiamo che

PxaXc(Ta TG) = (3.6)

pxe(rc) = (3.7)

h
Pxe(6) = Y Pxaxe(Ta,z0).

xa=1

Sostituendo i valori ottenuti per le densitd in quest’ultima relazione, si ottiene una relazione
combinatoria assolutamente non banale!

Esempio 3.10. Nello stesso contesto dell’esempio supponiamo che Aldo e Giovanni
effettuino i controlli in momenti successivi, senza comunicare tra loro, e che soltanto alla fine
dei controlli di entrambi venga comunicata agli studenti “imbroglioni” la loro espulsione. In
questo caso, dunque, non si esclude la possibilita che uno stesso studente sia controllato sia
da Aldo che da Giovanni. Lo spazio campionario che descrive questa procedura é

Q= {(4,G): A,GC{1,2,...,n}, |A| = h, |G| = k},
munito della probabilita uniforme. Le variabili casuali X 4 e X sono definite come nell’esempio
[3:9 Inoltre, la diversa procedura di controllo é del tutto ininfluente per il calcolo delle densita

marginali, che risultano identiche a quelle calcolate nell’esempio precedente.
Per il calcolo della densita congiunta, si osservi che €2 = Q4 x Qg, dove

Q4 ={AC{1,2,...,n}: |A =R}
O ={GC{1,2,...,n}: |G| = k).
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Se HC Qe K CQg, glieventiin Q H X Qg e Q4 x K sono indipendenti. Infatti:

Pl(H x Q¢) N (24 x K)] = P(H x K)
_ _|H|IK]
Q24|96
_ H|[Qq| [Q4]lK]
1Q24l|Q6c] [©24](92%|
= P(H X Qg)P<QA X K)

Si noti ora che 'evento { X4 = x4} ¢ della forma H x Qg con H = {A: |AN{1,...,m}| = x4},
e similmente {Xg = zg} = Q4 x K con K = {G : |GN{1,...,m}| = zg}. Dunque i due
eventi sono indipendenti. Ma allora

PxaXe(®a,2q) = P(Xa =24, Xq =2¢)
= P(XA = QEA)P(XG = xg)

= px,(zA)Pxs(TG),

che ¢ diversa dalla densita congiunta trovata nell’esempio precedente, pur essendo le stesse le
densita marginali

3.3 Indipendenza di variabili casuali
Cominciamo col definire I'indipendenza per una famiglia finita di variabili casuali.
Definizione 3.11. Siano X7, Xo,...,X,, variabili casuali definite nello stesso spazio di

probabilita (€2, P), a valori rispettivamente negli insiemi Ej, Es,..., E,. Esse si dicono
indipendenti se per ogni scelta di Ay C F1, A3 C Es,..., A, C E, si ha

n

P(X1 € A, Xy € Ay, ... Xy € Ay) = [[ P(X; € 4)). (3.8)
i=1
Osserviamo che se X7, X», ..., X, sono variabili casuali indipendenti e {i1,2,...,it} C

{1,2,...,n}, allora X;,, Xj,,...,X;, sono variabili casuali indipendenti. Infatti se, in (3.8) si
sceglie A; = Ej per j & {i1,i2,...,1} si ottiene

P(Xz'1 c Ail,){vi2 S Aiz,...,Xik c AZk) :P(Xl S Al,XQ S AQ,...,Xn S An)

:ﬁP (Xi e A)

k
HXEA

Pitl in generale, per famiglie non necessariamente finite di variabili casuali, si da la seguente
definizione che, grazie all’osservazione appena fatta, ¢ consistente con la Definizione
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Definizione 3.12. Sia I un insieme qualsiasi di indici, e {X; : ¢ € I'} una famiglia di variabili
casuali a valori negli insiemi F;,¢ € I. Si dice che le variabili casuali di tale famiglia sono
indipendenti se, per ogni J C I finito e per ogni scelta di A; C Fj, j € J, si ha

P ﬂ{X] EAj} :HP(X]‘ GAj).
jeJ jeJ

Il semplice confronto tra la Definizione [3.12] e quella di indipendenza tra eventi, ci fornisce
la seguente proprieta.

Proposizione 3.13. Siano {X; : i € I} variabili casuali come nella definizione . Le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) La variabili casuali {X; : i € I} sono indipendenti;
(i) per ogni scelta di A; C E;, gli eventi {X; € A;}, i € I sono indipendents.

Poicheé la distribuzione congiunta di n variabili casuali € completamente determinata
dalla loro densita congiunta, non € sorprendente che 'indipendenza si possa caratterizzare in
termini della densita congiunta.

Proposizione 3.14. Siano X1, Xo,..., X, variabili casuali definite nello stesso spazio di
probabilita (2, P), a valori rispettivamente negli insiemi Ei, Es, ..., E,. Denotiamo con
Dx,,... X, la loro densita congiunta, e con px, le densita marginali. Allora X1, Xo,..., X,

sono indipendenti se e solo se

n
bXx,,.. X, (56‘1, s ’xn> = HpXi (ml) (3'9)
i=1

per ogni (T1,...,Ty) € E1 X -+ X Ep.

Dimostrazione. Assumiano che X1, Xs, ..., X, siano indipendenti. Allora

n

PXooXn (@15 -y ) = P(X1 € {m}, ., Xy € {2n}) = [[ P(Xi € {xi}) = [[ pxi (i)
i=1 i=1

Viceversa, assumiamo che valga (3.9). Per semplificare le espressioni che seguono, assumiamo
n = 2; 'argomento che usiamo & pero valido in generale. Siano Ay € Fy, As € E5 fissati ma
arbitrari. Si ha

P(Xl €A1,X2 GAQ) :P((Xl,XQ) €A1 XAQ): Z thXQ(.’El,.’EQ)

x1 €A ,x2€A2

= > px@)px(@) = ) px(n) Y px(e2) = P(X1 € A))P(X; € 4y).

r1€A1,x2€A2 1 €A1 To€Ag

O
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Osservazione 3.15. Siano X,Y due variabili casuali (ma l’argomento ¢ generalizzabile a n
variabili casuali) la cui densita congiunta si fattorizza nella forma

pxy(z,y) = a(z)8(y).

Allora

px(x) = pxy(z,y) = ba(z),
y

dove b =3 B(y). Analogamente
py (y) = aB(y),

con a =) oz). Inoltre
1= pry(x,y) = ab.
T,y
Di conseguenza
pxy(@,y) = a(2)B(y) = px (z)py (y),

e dunque X e Y sono indipendenti.

Esempio 3.16. Si considerino gli esempi[3.9 e Le variabili casuali X 4, X dell’Esempio
[3.10] sono indipendenti, mentre quelle dell’Esempio [3:9 non sono indipendenti.

Osservazione 3.17. Siano X1, X»,..., X, variabili casuali indipendenti, e I = {i1,...,ip},
J ={J1,...,jkx} due sottoinsiemi non vuoti e disgiunti di {1,2,...,n}. Denotiamo con X; la
variabile casuale

Xr= Xy, .., X5,)s

e, analogamente, X ;. Mostriamo che Xy, X7 sono variabili casuali indipendenti. Scriviamo
xr in luogo di (x;,,...,x;,), e analogamente x ;. Allora, tenendo conto che le variabili casuali
{X;:1 € IUJ} sono indipendenti, si ha

PX1X, (X1 20) = DXy o Xy Xy e Xy (T -5 T, Tjrs -5 Ty
h k
= [ px. @) [ px,. (25.) = px; (@0)px, (21),
r=1 s=1

da cui segue l'indipendenza.

Come vedremo, il risultato nel’Osservazione [3.17] viene usato congiuntamente a quello
della seguente proposizione, che stabilisce che I'indipendenza si conserva per trasformazioni.
Il risultato che segue € enunciato e dimostrato per due variabili casuali, ma & facilmente
estendibile a ogni n > 2.

Proposizione 3.18. Siano X,Y due variabili casuali definite nello stesso spazio di probabilita
(Q, P), e a valori negli insiemi E e F rispettivamente. Siano inoltre H, K due insiemi, e
f:E— H, g: F— K funzioni arbitrarie. Se le variabili casuali X eY sono indipendenti,
allora anche le variabili casuali f(X) e g(Y) sono indipendenti.
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Dimostrazione. Basta osservare che, se AC H, B C K,
P(f(X) € A,g(Y) € B)=P(X € [TH(A),Y € g~'(B))

= P(X € fH(A))P(Y € g~'(B)) = P(f(X) € A)P(g(Y) € B).
O

Esempio 3.19. Siano Xi,...,X,, Xp+1,-.., Xp+m variabili casuali scalari indipendenti.
Allora X7 +---+ X, e Xpy1+ - -+ Xpym sono indipendenti. Basta applicare la proposizione
precedente con I = {1,2,...,n}, J ={n+1,...,n+m}, f(x1,...,2n) = x1 + -+ + Ty,
9($n+1, B -Tn+m) =Tpt+1+ -+ Tntm-

3.4 1l valor medio

La nozione di media aritmetica di un insieme finito di numeri reali {1, x2,...,z,} é nota e
molto naturale. Una delle sue possibili interpretazioni ¢ quella che si ottiene associando ad
ogni x; un punto materiale; tali punti materiali vengono posizionati su una retta, ognuno nel
punto corrispondente alla coordinata z;. Se tali punti materiali hanno tutti la stessa massa,
il punto di coordinate L = > 1 @ ¢ il baricentro di tale sistema di punti materiali. Nel caso in
cui i punti non abblano tutti la stessa massa, il baricentro si ottiene attraverso una media
“pesata”: se m; ¢ la massa del punto materiale in x;, scegliendo 'unita di misura per la massa
in modo tale che Y ] m; = 1, il baricentro del sistema ha coordinata

n
ou = E m;x;.
i=1

In ambito probabilistico, la nozione di valor medio corrisponde alla nozione di baricentro,
una volta interpretate le z; come i valori assunti da una variabile casuale, e le m; come le
rispettive probabilitd che i corrispondenti valori vengano assunti. Questo ci conduce alla
seguente definizione.

Definizione 3.20. Sia X una variabile casuale a valori in R o in C, definita in uno spazio di
probabilita discreto (£2, P). Si consideri la somma

> 1X (W) P{w}). (3.10)
weN

Se tale somma ha un valore finito allora diremo che la variabile casuale X ammette valor
medio. In tal caso, la quantita

= X(w)P({w}) (3.11)
we

si dice valor medio, o media, o valor atteso della variabile casuale X.

Osservazione 3.21. Nel caso in cui {2 sia un insieme finito, la somma (3.10]) ha, ovviamente,
valore finito. Nel caso in cui € sia numerabile, la condizione di finitezza della serie in (3.10))

corrisponde alla sommabilita di (3.11]).
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Osservazione 3.22. Se X ¢& una variabile casuale che assume solo valori reali positivi,
la somma ¢ sempre definita, anche se pud assumere il valore +o0o. In questo caso
denoteremo con E(X) il valore della somma, anche quando questo ¢ +oo. Con questa
convenzione, per ogni variabile casuale a valori reali o complessi, la somma in (3.10)) ¢ E(|X]).
Dunque, talvolta scriveremo “E(|X|) < +00” in luogo di “la variabile X ammette valor medio”.
Si noti anche che, dalla definizione, X ammette valor medio se e solo se | X | ammette valor
medio.

Osservazione 3.23. Data una costante ¢ € C, essa si puo identificare con la variabile casuale
X, che assume solo il valore ¢: X (w) = ¢ Vw. E ovvio dalla definizione che E(X.) = ¢. D’ora
innanzi indicheremo con ¢ sia il numero complesso che la variabile casuale X..

Le seguenti proprieta formali del valor medio derivano immediatamente dalla precedente
definizione.

Proposizione 3.24. Siano X,Y due variabili casuali discrete a valori in C o R, definite
nello stesso spazio di probabilita (2, P). Allora valgono le sequenti proprieta:

(i) (Monotonia) Se X,Y sono a valori reali, entrambe ammettono valor medio e X (w) <
Y (w) per ogni w € €2, allora E(X) < E(Y).

(ii) Se X ammette valor medio, allora

[E(X)] < E(X]).

(iii) (Linearita) Se X eY ammettono valor medio e a,b € C, allora la variabile casuale
aX + bY definita da
(aX +bY)(w) = aX (w) + bY (w),

ammette valor medio e

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).

Le dimostrazioni sono del tutto elementari, e lasciate al lettore. Tali proprieta sono
pero assolutamente essenziali sia sul piano teorico che su quello computazionale. La prima
conseguenza ¢ il fatto che 'insieme delle variabili casuali che ammettono valor medio ha una
struttura algebrica e topologica di grande utilita. Fissato uno spazio di probabilita discreto
(Q, P), sia

LY(Q,P) := {X : Q — R tali che X ammetta valor medio}

(trattiamo qui solo il caso di variabili casuali a valori reali, ma lo stesso si puo fare per
variabili casuali a valori complessi). La Proposizione garantisce che L({, P) sia uno
spazio vettoriale su R (dove lo “zero” dello spazio é la funzione costantemente uguale a 0).
Per X € L'(, P), definiamo

IX 1 = B(X]). (3.12)

Teorema 3.25. Supponiamo che lo spazio di probabilita discreto (2, P) sia tale che
P({w}) >0 per ogni w € Q. (3.13)

Allora la funzione ||-||1 : L(2, P) — RT ¢ una norma. Inoltre lo spazio normato (L*($2, P), ||-
l1) ¢ completo, cioé é uno spazio di Banach.
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Dimostrazione. Ricordiamo che dimostrare che || - ||; € una norma, significa mostrare:

X[} =0 <= X =0; (3.14)
XeL(QP),AeR = [AX|1 = AlX]h; (3.15)
X, Y € L'Q,P) = | X +Y|1 <Xl + Y] (3.16)

Le proprieta e (quest’ultima & detta disuguaglianza tringolare) sono conseguen-
ze abbastanza semplici della definizione di valor medio. La proprieta deriva invece
facilmente dall’ipotesi . Le dimostrazioni sono lasciate per esercizio.

Concentriamoci invece sulla questione della completezza. Ricordiamo che una successione
(Xpn)n>1 di elementi di L1(Q, P) si dice successione di Cauchy se

lim  sup [ X, — X[l = 0. (3.17)

n—=+00 ] m>n

Mostrare che uno spazio normato é completo significa dimostrare che ogni successione
di Cauchy ammette un limite nella convergenza indotta dalla norma, cioé¢ esiste (unico)
X € LY(P) tale che

hm | Xn — X1 =0 (3.18)

n—)
(I"unicita del limite ¢ una semplice conseguenza di ) Fissato w € € & chiaro che
1Xm = Xilli = Y 1Xm(w) = Xi(@)P({w'}) = [Xim(w) — Xi(w)|P({w}). (3.19)
w'eN

Usando (3.19), (3.17) e il fatto che P({w}) > 0, ne segue che la successione di numeri reali
(Xn(w))n>1 € una successione di Cauchy, e quindi converge, essendo R uno spazio completo.
E dunque lecito definire, per ogni w € €,

X(w):= lim X,(w).

n—-+00

Dimostriamo ora che X € LY(€, P), e che vale (3.18)). Cominciamo cor ricordare che una
semplice conseguenza della disuguaglianza triangolare ¢ il fatto che

1 Xmllr = [ Xal[2] < [ Xom = Xl

da cui segue che la successione di numeri reali (|| Xy||1)n>1 ¢ di Cauchy. Percio converge e, in
partcolare, ¢ limitata. Quindi

M :=sup || X, |1 < +o0.
n>1

Sia ora A un sottoinsieme finito di 2. Poiché il limite conserva le somme finite:

Y X (W) P({w}| = Jim Z|X JIP{w} < lim [ X[ < M.
weA wEA

Ricordando la definizione di somma infinita:

YIX@IPHwY = sup DX (w)P{w} < M,

we AC|A[<+00 e
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segue che X € L(Q, P). Resta da dimostrare (3.18]). Usando nuovamente il fatto che il limite
conserva le somme finite, per A C (Q finito si ha

> X @)P{w}) = Tim > | X (w) = Xn(w)[P({w})

w€eA wEA
< limsup || X;n — Xnll1 < sup [|[ X — X1

m—+00 lm>n
Prendendo 'estremo superiore sui sottoinsiemi finiti di €2 nella precedente, si trova

[X — Xnll1 < sup || Xpm — Xill1

Im>n
che, assieme a ((3.17)), implica (3.18)). O

La definizione di valor medio che abbiamo data risulta poco operativa, in quanto in genere
di una variabile casuale é nota solo la distribuzione. Per questo motivo é utile esprimere il
valor medio di una variabile casuale in termini della sua densita. Nella seguente proposizione
faremo, in realta, qualcosa in pit, ovvero esprimeremo in termini della densita di X la media
di ogni “funzione” della variabile X. Useremo, di qui in avanti, la seguente notazione. Sia
X una variabile casuale discreta a valori in un insieme generico F, e sia f : E — K, con
K =R o C. Allora f o X ¢ una variabile casuale a valori in K, che denoteremo con f(X).

Proposizione 3.26. Sia X una variabile casuale discreta a valori in un insieme generico F,
sia px la sua densita e sia f: E— K, con K =R o C. f(X) ammette valor medio se e solo
se

> 1f(@)px(z) < +oo, (3.20)

zel

In questo caso

= f(@)px(x). (3.21)

el
In particolare, se E = K, X ammette valor medio se e solo se

Y Jzlpx(a) < +oc,
rzeK

e 1n questo caso

= prx(x)

rzeK

Dimostrazione. Dalla definizione di valor medio, abbiamo che f(X) ammette valor medio se
e solo se

Z 1F(X(w)|P{w}) < 4oo0. (3.22)

weN

Cominciamo col mostrare che la somma in (3.20) coincide con quella in (3.22). Si noti
anzitutto, che la famiglia di eventi {w € Q: X(w) = =}, al variare di x € X (), costituisce
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una partizione di €2. Ma allora
DX @HPHe = D> D (X (W)IPHw})
wel z€X(Q) w: X (w)=x

= Y f@IP(X =2

z€X(Q)

= Z’f )px (z

zeF

Cio mostra che (3.20) equivale al fatto che f(X) ammetta valor medio. Per concludere la
dimostrazione, occorre mostrare che, se f(X) ammette valor medio, allora la somma in (3.21])

coincide con
= > f(X (@) P{w}).

weN

Ma per questo basta ripetere ’argomento appena usato per mostrare che la somma in (3.20))
coincide con quella in ((3.22]). O

3.5 Spazi L, momenti, varianza
Sia p > 1 un numero reale, e (2, P) uno spazio di probabilita discreto. Definiamo
LP(Q, P):={X : Q — R tali che E (| X|P) < 4+00}.

E chiaro che per p = 1 ritroviamo la definizione data nel paragrafo precedente. Un primo,
semplice, risultato é il seguente.

Proposizione 3.27. L’insieme LP(§2, P) & uno spazio vettoriale su R.

Dimostrazione. 1l fatto che X € LP(Q, P), A € R implichi AX € LP(2, P) & immediato, e lo
lasciamo verificare al lettore. Resta da dimostrare che se X,Y € LP(Q, P) allora X +Y €
LP(Q, P), cioé

E(X+Y|) < 4oc.

Essendo E (| X +Y|P) < E[(|X] + |Y])?], basta dimostrare la finitezza di quest’ultimo. Con-
sideriamo la funzione ¢ : [0,+00) — R data da ¢(x) = aP. Poiché p > 1, la funzione ¢ ¢
convessa. Pertanto, se z,y > 0

(537 -

Y\ o ple) tely) _ af+y”
2 )~ 2 2

0, equivalentemente,
(x +y)P <277 (2P + o).

Usando quest’ultima disuguaglianza:

E[(X]+ Y]] < 2" E(IX]P) + E (|Y[")] < +oo.
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Per X € LP(9Q, P), definiamo
1 Xl = (B (X)) (3.23)

Il teorema seguente generalizza il Teorema [3.25] Per p > 1 la dimostrazione & un po’ piu
delicata, e la omettiamo.
Teorema 3.28. Supponiamo che lo spazio di probabilita discreto (2, P) sia tale che

P({w}) >0 per ogni w € Q. (3.24)
Allora la funzione ||+ ||, : LP(Q2, P) — RT & una norma. Inoltre lo spazio normato (LP($2, P), ||-
lp) & completo, cioé & uno spazio di Banach.
Proposizione 3.29. Se 1 < p < q, allora L4(Q, P) C LP(Q), P).
Dimostrazione. Si osservi che, per ogni € R, vale la disuguaglianza

[P < T+ [l

(per verificarlo ¢ sufficiente osservare che |z|P < 1se |z| < 1e |z[P < |z|? se |z| > 1). Pertanto,
se X € L1(Q, P),
E(XIP) <1+ E(1X]) < +o0,

da cui segue la tesi. O

Osservazione 3.30. Dimostreremo nel prossimo paragrafo una versione pitu forte della
proposizione precedente, cioé che se X € LI(€, P) allora

X1 < [1Xlg-

Quest’ultima disuguaglianza implica, in particolare, che l'inclusione L(Q2, P) — LP(, P) ¢
continua rispetto alle corrispondenti norme.

Definizione 3.31. Sia X € L¥(Q, P), dove k > 1 & un intero. Diremo allora che X ammette
momento di ordine k e la quantita F(XF) si dice momento di ordine k.

Poiché le costanti ammettono momento di ogni ordine, X ammette momento di ordine k
se e solo se X — ¢ ammette momento di ordine k per ogni ¢ € R. Se X ammette momento di
ordine k > 1, per la Proposizione [3.29] X ammette valor medio. Allora ha senso considerare il
momento di ordine k di X — E(X), cio¢ E[(X — E(X))¥], che viene detto momento centrato
di ordine k. Si vede subito che il momento centrato di ordine 1 vale zero. Il momento centrato
di ordine 2 si dice varianza, ed & denotato con Var(-):

Var(X) = E[(X — E(X)).
Si osservi che la Varianza non é un operatore lineare. Infatti, per a,b € R

Var(aX) = a*Var(X),

Var(X +b) = Var(X).

La verifica di tali identita é semplice, ed ¢ lasciata al lettore.

Notiamo ora che Var(X) = || X — E(X)||3, ossia la Varianza ¢ il quadrato della distanza
in L?(Q, P) di X dalla costante E(X): si pudé dunque interpretare come una misura della
“dispersione” dei valori della variabile X attorno alla sua media. In particolare valgono i
seguenti risultati.
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Proposizione 3.32. Sia X € L*(Q, P).

(i) Var(X) = 0 se e solo se X & quasi certamente costante, cioé se esiste una costante
c € R tale che P(X =¢) = 1.

(ii) Per ogni c € R, Var(X) < ||X — c|3.

Dimostrazione. (i) La dimostrazione ¢ semplice, ed ¢ basata sull’osservazione che se Y €
LY (9, P)eY >0, allora E(Y) =0 se e solo se P(Y = 0) = 1. I dettagli sono lasciati
come esercizio.

(ii) Si consideri il polinomio in ¢
p(c) = | X — |3 = E[(X —¢)’] = ¢ = 2B(X)c + B(X?).

Si vede subito che p(c) ha minimo assoluto per ¢ = E(X), e p(E(X)) = Var(X).
O

Nella precedente proposizione, la (i) afferma che le variabili casuali con varianza zero sono
costanti a meno di insiemi di probabilita zero, mentre la fornisce una caratterizzazione
“variazionale” del valor medio, affermando che esso é la costante che realizza la distanza minima
da X nel senso di L?. Va notato che, se assumiamo 'ipotesi , allora la Proposizione m
si potrebbe enunciare come segue: Var(X) = 0 se e solo se X ¢ costante. L’ipotesi ,
sostanzialmente non restrittiva per spazi di probabilitd discreti, é invece non ragionevole,
come vedremo, in spazi di probabilita generali. Scegliamo pertanto di non fare tale assunzione,
in modo da avere enunciati che resteranno validi nell’ambito della teoria generale.

3.6 Funzione generatrice dei momenti

Definizione 3.33. . Sia X una variabile casuale scalare. La funzione yx : R — (0, 4+00]
definita da
vx(t) = E (')

é detta funzione genmeratrice dei momenti della variabile casuale X.

Osservazione 3.34. Notare che la funzione generatrice dei momenti di una variabile casuale

pud assumere il valore 400 per qualche valore di ¢, nel caso in cui la variabile casuale e/

non ammetta valor medio. Si osservi, inoltre, che necessariamente yx(0) = 1

La funzione generatrice dei momenti gioca un ruolo importante nel calcolo delle probabilita,
tuttavia in applicazioni che vanno al di 1a del contenuto di questo libro. Essa ¢ utile, in alcuni
casi, anche per il calcolo dei momenti di una variabile casuale, ove sia possibile far uso del
seguente risultato.

Teorema 3.35. Sia X wuna variabile casuale scalare e vx la sua funzione generatrice.
Supponiamo esista a > 0 tale che yx(t) < +o0 per ogni t € (—a,a). Allora

(i) La variabile casuale X ammette momenti di ogni ordine.

(ii) vx e infinitamente derivabile in (—a,a), e

7% (0) = B(X™).
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(iii) Esiste € > 0 tale che, pert € (—e¢,€), yx(t) é dato dalla serie di Taylor

+oo n
=Y E(X")—. (3.25)
= n!
Dimostrazione. (i) Cominciamo con l'osservare che anche 7|x|(t) < +oo0 per t € (—a,a).

(i)

Per t < 0 la cosa & ovvia, visto che
Xl <1=yx ) <L

T

Per 0 < t < a, poiché per ogni z € R si ha el®l < ¢? 4+ ¢, abbiamo che

Yx|(t) = E (e“X') < E () + E (™) = yx(t) + vx(—t).

Ora si noti che, per x € R, n >0

Z = Jalf > |$| . (3.26)
Sia ora 0 < b < a. Usando ({3.26]) abbiamo

!
X (w)|" < %ele(w)l.

Percio !

B (X]") < 2o1x)(b) < +00,
e quindi X ammette momenti di ogni ordine.

Osserviamo anzitutto che, per ogni t € (—a,a) e n > 0, la variabile casuale | X|"el*X!
ammette valor medio (e percio lo ammette anche XX essendo |X["e!X < |X|"eltX]).
Scegliamo h > 0 tale che [t| + h < a. Usando ($3.26) come al punto precedente, abbiamo
che |
n! nix
[X[" <o e 11,

Percio,

X7 |eltX] < T (el (3.27)

hn
La variabile casuale al membro destro della precedente uguaglianza ammette valor

medio, per quanto mostrato all’inizio del punto precedente. Pertanto anche | X \”e'tX |
ammette valor medio.

A questo punto, mostriamo per induzione su n > 0 che
Y (t) = B (X7 (3.28)

per t € (—a,a), dove si noti che, per quanto appena dimostrato, il valor medio in (3.28)
esiste. Per n = 0 non c¢’¢ nulla da dimostrare. Per il passo induttivo, si noti che, se

t + h € (—a,a), usando l'ipotesi induttiva ([3.28)

A+ 20 _ <XnetX {th—lb

h h
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Pertanto

(n) (n) hX
t+h)— t —1
A questo punto usiamo il fatto che, per ogni z € R,
2
e —1—2z| < ?em (3.30)

(verificarlo!). Ma allora, usando (3.30) in (3.29) si ha

(n) (n)
Ty (t+ h]i —7x (1) _E (Xn+1etX)

< hE <|X|n+2e<\t|+\h\)|xw)

< hE (yxy"”ele') . (3.31)

dove b & scelto in modo tale che |t|+|h| < b < a. Per quanto visto sopra, E (|X|”+2eb|X‘) <
400, e quindi
7 (1) =2 (8)

li
1m h

h—0

_E(Xn+1etX) :0’

che conclude la dimostrazione del passo induttivo.

(iii) Usiamo una generalizzazione della disuguaglianza in (3.30)), che consiste nello stimare il
resto dell’espansione di Taylor per la funzione e*:

gt |z|™ 2|
e’ — E —| < —=e®l (3.32)
| |
P k! n!

Poniamo ora € = §. Per t € (—¢,€), usando ({3.32)), abbiamo che

n—1

tk

tX k

D IR ¢ 2l
k=0

i ———
< |l (3.33)

Percio, usando la disuguaglianza |E(Y)| < E(]Y]), otteniamo

n—1 k n—1 k n
£ - Sraeg| < (o Syl ) < Mo ().
k=0 k=0

A questo punto, usando (3.27)) con h = a/2 abbiamo

(3.35)

n
Poiché quest’ultimo valor medio ¢é finito e ((72) tende a zero per n — +00, si conclude

- k
E () -> E(Xk)%

che
n—1 tk
. tX k _
dim E (e )—];(]E(X )| =0
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che implica

ix n—1 . tk 400 m
n
=0 n=0

e la dimostrazione é conclusa.

O

Osservazione 3.36. Con un po’ di fatica in pitt su pud dimostrare che la serie in (3.25)
converge a yx (t) per ogni t € (—a,a).

Osservazione 3.37. Nella dimostrazione del Teorema|3.35|non abbiamo mai usato la seguente
espressione per la funzione generatrice dei momenti, che ¢ quella che piu useremo nei calcoli
espliciti:

vx(t) = Z e px(z). (3.36)

zeR

Nel caso in cui la variabile casuale X assuma un numero finito di valori, cioé | X (Q)| < +o0,
la somma in ¢ una somma finita. In questo caso, tutte le affermazioni del Teorema m
si dimostrano facilmente da (3.36). Se invece | X (€2)| ¢ numerabile, non ¢’¢ alcun vantaggio
ad usare per dimostrare il Teorema La dimostrazione qui data ha il vantaggio
di rimanere inalterata nel contesto piu generale, che vedremo piu avanti, di variabili casuali
definite in spazi di probabilita non discreti.

Pit avanti in questo capitolo vedremo numerosi esempi di calcolo della funzione generatrice.

3.7 Disuguaglianze

Come in molti altri settori della matematica, in probabilita le disuguaglianze giocano un
ruolo fondamentale. La prima che vediamo chiarisce il significato della varianza come indice
della dispersione dei valori di una variabile casuale: la probabilita di una deviazione dalla
media di una variabile casuale X si puo stimare dall’alto con la sua varianza.

Proposizione 3.38. (Disuguaglianza di Chebischev)

(i) Sia X una variabile casuale a valori reali positivi, che ammette valor medio. Allora, per

ogni € > 0
E(X
P(X >e¢) < ( )
€
(ii) Sia X € L3(, P). Allora, per ogni € > 0
X
P(X — E(X)| > o) < V&)

2
Dimostrazione. (i) Tenendo conto che X (w) > 0 per ogni w, si ha la disuguaglianza
X > el x>e.
Per monotonia del valor medio:
E(X)=>¢€¢E(1x>) =€P(X >¢),

da cui la tesi segue subito.
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(i) Poiche
P(IX = BE(X)| > ¢) = P(X = B(X))* > €,

¢ sufficiente applicare quanto dimostrato in (i) a (X — E(X))? e €2

O

La seguente disuguaglianza é utile quando si voglia confrontare il valor medio di una
variabile casuale con quelli di sue opportune funzioni.

Proposizione 3.39. (Disuguaglianza di Jensen) Sia X wuna variabile casuale scalare e
¢ : R — R una funzione convessa. Si assuma che le variabili casuali X e ¢(X) ammettano
valor medio. Allora

p(E(X)) < E(p(X)).

Dimostrazione. 1l fatto che ¢ sia convessa ¢ equivalente ad affermare che, per ogni zg € R,
esiste A(zg) € R tale che per ogni x € R

p(x) = ¢(x0) + Azo)(x — 20) (3.37)

(il lettore verifichi quest’ultima affermazione). Posto z = X(w) e 29 = E(X) in (3.37)
otteniamo, per tutti gli w € 2

p(X(w) = p(E(X)) + MEX))(X - E(X)). (3.38)
Prendendo il valor medio dei due membri di (3.38)) la conclusione segue subito. O

Un esempio di applicazione della disuguaglianza di Jensen é il seguente confronto tra
norme LP di una variabile casuale.

Corollario 3.40. Sia X € L1(Q, P) e sia 1 <p < q. Allora
1 Xy < [ Xlg-

Dimostrazione. E sufficiente applicare la disuguaglianza di Jensen alla variabile casuale | X|
e alla funzione convessa ¢(z) = |z|?/?. O

L’ultima disuguaglianza di questo paragrafo € utile ogni qual volta si voglia stimare la
media di un prodotto di variabili casuali. Un’applicazione importante la vedremo nel prossimo
paragrafo.

Proposizione 3.41. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz)
Siano X,Y € L?(QQ, P). Allora XY ammette valor medio, e

|E(XY)| < E(X?)E(Y?). (3.39)
L’uguaglianza in (3.39) vale se e solo se esiste ¢ € R tale che P(X =¢Y) = 1.

Dimostrazione. Per mostrare che XY ammette valor medio, si osservi che per ogni z,y € R

1 2 1 2
< -
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come si vede dal fatto che

1 1 1
5%+ 5% = [ayl = 5 (1]~ ly])* 2 0.

Ma allora 1

1
XY|<-X24 Y2
[XY] < X7+ Y7,

da cui 1 1
E(XY|) < 5E(XZ) + 5E(YQ) < 400.

Per mostrare la disuguaglianza & necessario un argomento piu fine. La disuguaglianza
fa parte della classe di disuguaglianze di Cauchy-Schwartz, che si dimostrano tutte in
modo analogo.

Anzitutto, non ¢ restrittivo supporre P(X =0) < 1, e P(Y = 0) < 1. Equivalentemente
E(X?) >0, E(Y?) > 0. In caso contrario la ¢ banalmente verificata (0 = 0!). Inoltre
possiamo assumere E(XY) > 0. In caso contrario ¢ sufficiente rimpiazzare X con —X, e
notare che l'intero enunciato non viene modificato da tale rimpiazzamento. Poniamo allora

X Y

Xo= Vo=,
VE(X?) VE[?)

Si noti che

0 < B[(X, - Y3)’] = B(X]) + B(Y?) - 2B(X.Y))

—=2-2

da cui (3.39) segue.
Supponiamo ora che (3.39)) valga come uguaglianza. Allora, per quanto appena visto,
E[(X,« — Yi)?] = 0 che, come osservato nella dimostrazione della Proposizione m equivale a

PX.=Y.) =1 <= P(X:E<X2)Y> =1,
E(Y?2)

. E(X?)
cio¢ P(X =c¢Y)=1conc= B

Viceversa, se P(X = cY) = 1, allora (perché?) E(XY) = cE(Y?), E(X?) = 2E(Y?), da
cui si verifica che la vale come uguaglianza. O

3.8 Covarianza e coefliciente di correlazione

Media, varianza e momenti sono quantita che si riferiscono ad una singola variabile casuale.
L’oggetto che ora definiamo ¢ un indice della relazione che sussiste tra due variabili casuali.

Definizione 3.42. Siano X,Y due variabili casuali scalari definite sullo stesso spazio di
probabilita (£2, P), che ammettono valor medio. Se la variabile casuale (X — E(X))(Y —E(Y))
ammette media, la quantita

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y — E(Y))]

si dice covarianza tra X e Y.
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Si noti che ogni qual volta X,Y e XY ammettono valor medio, allora la covarianza é ben
definita, e
Cou(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y).

Proposizione 3.43. Siano X,Y € L*(Q, P). Allora Cov(X,Y) ¢ ben definita. Inoltre

[Cov(X,Y)| < /Var(X)VarY. (3.40)

Infine, assumendo Var(X) >0, Var(Y) > 0, Cov(X,Y) = /Var(X)VarY (risp. Cov(X,Y)
—v/Var(X)VarY ) se e solo se esistono costanti a > 0 (risp. a < 0) e b € R tali che

P(X =aY +b) =1. (3.41)

Dimostrazione. Si applica la Proposizione alle variabili casuali X = X — E(X) e
Y =Y — E(Y). Si ottiene immediatamente l'esistenza della covarianza, e la disuguaglianza

(3.40) segue da . Inoltre, se (3.40) vale come uguaglianza, allora (3.39) vale come

uguaglianza per X e Y, e quindi esiste ¢ € R per cui P(X = ¢Y') = 1. Notare che dev’essere
c # 0, essendo E(X?) = Var(X) > 0. Ma allora

P(X=cY+E(X)—-cEY)) =1,

cioe (3.41)) vale con a = ce b= E(X) — cE(Y). Infine, un calcolo diretto simile a quello fatto
nella Proposizione mostra che se vale (3.41) con a # 0 allora

Cov(X,Y) = i\/Var(X)VarY,

|al
e la dimostrazione é conclusa. O
Definizione 3.44. Siano X,Y € L?(f, P), tali che Var(X) > 0, Var(Y) > 0. La quantita

Cov(X,Y)
Var(X)VarY

p(X.Y) =

Si dice coefficente di correlazione tra X e Y. Se pxy = 0 (equivalentemente Cov(X,Y) = 0)
diremo che le variabili casuali X e Y sono scorrelate

Le seguenti proprieta del coefficente di correlazione discendono immediatamente dalla

Proposizione [3.43|

Proposizione 3.45. Siano X,Y € L?(Q, P), tali che Var(X) > 0, Var(Y) > 0. Allora
lp(X,Y)| < 1. Inoltre p(X,Y) =1 (risp p(X,Y) = —1) se e solo se esistono a > 0 (risp.
a<0)ebeR tali che

P(X =aY +0b) =1.

Il coefficente di correlazione é un’indice del grado di correlazione lineare tra le variabili
X e Y, ossia di quanto “bene” X possa essere approssiamata da funzioni affini di Y. Tale
affermazione ¢ di ovvio significato quando |p(X,Y)| = 1, vista la Proposizione [3.45 Per capire
il caso generale, formuliamo il seguente problema. Siano X,Y € L?(Q, P), con Var(X) > 0,
Var(Y) > 0, due variabili casuali fissate, e cerchiamo di determinare la funzione affine di ¥’
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che meglio approssima X del senso della distanza || - — - ||2. In altre parole, cerchiamo le
costanti a,b € R tali che la distanza

X = (aY + D)2
sia la minima possibile. Questo equivale a minimizzare la funzione, nelle variabili a, b
ola,b) = | X—(aY+b)|3 = E[(X—aY —b)*] = BE(Y?a*+0*+2E(Y)ab—2E(XY )a—2E(X)b+E(X?).

Con le tecniche standard del calcolo differenziale in piu variabili, si vede che ¢(a,b) ammette
minimo assoluto in corrispondenza delle soluzioni del sistema

0
%@(av b) =0
%@(av b) =0
la cul unica soluzione &
. Cov(X)Y)
Var(Y)
E(Y)Cou(X,Y)
V' =FE(X) -
(X) Var(Y)

Il valore del minimo assoluto &
p(a*,0%) = Var(X)[1 - p*(X,Y)].

Dunque X ¢é tanto meglio approssimabile da funzioni affini di Y quanto piu vicino ad uno
& p?(X,Y). Se, viceversa, le variabili X e Y sono scorrelate, allora a* = 0, cioé la migliore
approssimazione di X con funzioni affini di Y non dipende da Y, ossia ¢ una costante.

3.9 Valor medio e indipendenza

Nella proposiizone che segue, mostriamo che I'indipendenza implica una proprieta moltiplica-
tiva del valor medio.

Proposizione 3.46. Siano X,Y wvariabili casuali scalari indipendenti, definite nello stesso
spazio di probabilita e che ammettono valor medio. Allora XY ammette valor medio e

E(XY) = E(X)E(Y).

Dimostrazione. Cominciamo col mostrare che XY ammette valor medio. Usando il fatto che
px,y(x, y) = px(x)py (y) si ha:

E(|XY]) lelly\pxy:ﬂy lelpx Zly\py

= E(|X|)E(Y]) < +o0.
La dimostrazione che E(XY) = E(X)E(Y) ¢ del tutto analoga. O
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Corollario 3.47. Siano X,Y due variabili casuali scalari indipendenti, che ammettono valor
medio. Allora Cov(X,Y) & ben definita, e vale zero.

I1 Corollario segue immediatamente dalla Proposizione [3.46] In particolare, ne segue
che due variabili casuali scalari indipendenti che ammettono media, sono scorrelate. Il viceversa

non ¢ necessariamente vero, come mostra l’esempio che segue.

Esempio 3.48. Sia Z una variabile casuale tale che

pz(0) = pz(n/2) = pz(7) = %

Posto X =sin(Z) e Y = cos(Z), si vede subito che XY =0e E(Y) =0, da cui

Cov(X,Y)=0
segue immediatamente. Inoltre
1
P(X:1,Y:1):O#§:P(X:1)P(Y:1)

Chiudiamo questo paragrafo con un risultato semplice ma utile. E facile vedere (provare!)
in generale che se due variabili casuali X,Y ammettono momento secondo, allora

Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y).
Una semplice dimostrazione per induzione, dimostra allora quanto segue.

Corollario 3.49. Siano X1, Xo, ..., X, variabili casuali che amettono momento secondo,
tali che Cov(X;, X;) =0 se i # j. Allora

Var(X1 + -+ X,,) = Z Var(X;).
i=1

Per il Corollario il risultato del Corollario vale, in particolare, se le variabili

X1,Xo,..., X, sono indipendenti.
Corollario 3.50. Siano X1, Xo,..., X, variabili casuali scalari indipendenti, e siano 7yx;,
le relative funzioni generatrici. Allora, per ognit € R per cui vx,(t) < 400 per ogni i =
1,2,...,n, st ha

n

VX1 X4 Xn (1) = H’YXZ- (t).
i=1

Dimostrazione. Per la Proposizione fissato t € R, le variabili casuali e!X1, efX2 . etXn
sono indipendenti. E percio sufficiente applicare ricorsivamente la Proposizione m O
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3.10 Classi notevoli di variabili casuali discrete

3.10.1 Variabili casuali di Bernoulli

Una variabile casuale X é detta variabile casuale di Bernoulli se prende valori nell’insieme
{0,1}. Posto
ne segue che px(0) = 1 — p. La distribuzione di X ¢ dunque completamente determinata dal

parametro p € [0, 1]. Diremo allora che X ¢ una variabile casuale di Bernoulli di parametro p,
e scriveremo

X ~ Be(p).
E immediato vedere che
E(X) = E(X?) =p,

e dunque
Var(X) = E(X?) - E(X) = p(1 - p).

3.10.2 Variabili casuali binomiali

Una variabile casuale X si dice variabile casuale Binomiale di parametrin > 1ep € [0,1], e
si scrive
X ~ B(n,p),

se X ha la medesima distribuzione di una variabile casuale del tipo X1 + --- + X,,, dove
X; ~ Be(p), e le X; sono tra loro indipendenti. E facile calcolare la densita di X. Se le X;
rappresentano gli esiti di n prove ripetute indipendenti per ognuna delle quali I’esito positivo
(X; = 1) ha probabilita p, 1" evento {X; + - - - + X,, = k} rappresenta la probabilita di avere
ottenuto k esiti positivi. Tale probabilita é stata calcolata nell’Esempio [1.37

px(k) =P(X1+ -+ X, =k) = (Z)pk(l )k,

Inoltre

e, usando il Corollario |3.49
Var(X) = Z Var(X;) = np(l —p).
i=1

Un’ultima, rilevante proprieta delle variabili casuali binomiali & la seguente.

Proposizione 3.51. Siano X ~ B(n,p) e Y ~ B(m,p) due variabili casuali indipendenti.
Allora X +Y ~ B(n+ m,p).

Dimostrazione. Siano X1, Xo, ..., Xy, Xnt1, ..., Xpntrm variabili casuali di Bernoulli di para-
metro p indipendenti. La distribuzione congiunta di (X, Y") & uguale (perché?) alla distribuzione
congiunta di (X714 -+ X, X1+ -+ Xntm). Ne segue che X +Y ha la stessa distribuzione
di Xq+---+X,+ Xpt1+ -+ Xptm che, per definizione, ¢ una variabile casuale binomiale
di parametri n + m e p. O
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3.10.3 Variabili casuali Geometriche

Abbiamo visto nell’Esempio che, se si eseguono N prove ripetute indipendenti per ognuna
delle quali I'esito positivo ha probabilita p, allora la probabilita di ottenere il primo esito
positivo al tentativo n + l-esimo, con n < N, & p(1 —p)™. Per liberarsi della restrizione n < N,
immaginiamo di eseguire una successione infinita di prove ripetute N = +oco. C’¢ un problema,
pero: I'insieme che descrive gli esiti di una successione infinita di prove, = {0, 1}N\{0}, non
é numerabile, e dunque non puo essere lo spazio campionario di un spazio di probabilita
discreto. Come vedremo nel prossimo capitolo, introducendo una nozione piu generale di
spazio di probabilita, tale problema puo essere superato. Tralasciando i dettagli tecnici &
possibile definire una variabile casuale X tale che 'evento {X = n} corrisponde a “il primo
esito positivo é stato ottenuto al tentativo n + 1-esimo”, ed ha probabilita p(1 — p)™. In altre
parole X é il numero di tentativi falliti prima del primo successo.

In generale, diremo che una variabile casuale X a valori in N é una variabile casuale
Geometrica di parametro p € (0, 1), e scriveremo

X ~ Ge(p),

px(n) =p(l—p)",

per ogni n > 0. Le variabili casuali Geometriche godono di una proprieta rilevante, detta
perdita di memoria, che si pud esprimere con ’affermazione: se net primi n tentativi non &
stato ottenuto alcun successo, la probabilita di dover attendere altri m tentativi prima del
primo successo non dipende da n. La conseguente inutilita di puntare, ad esempio, sui numeri
ritardatari nel gioco del Lotto ¢, spero, evidente!

Proposizione 3.52. Sia X ~ Ge(p). Allora, per ogni n,m > 0,
P(X >n+m|X >n)=P(X >m). (3.42)
Dimostrazione. Anzitutto si osservi che, poiché¢ {X >n+m} C{X >n}

PU{X >n+m}n{X >n})
P({X =n})

_ P{X >n+m})

-~ P({X =n})

P(X>n+m|X >n)=

Dobbiamo dunque calcolare probabilita del tipo P(X > n). Si ottiene:

400 +oo
P(X>n)=> pl—-pF=pl-p"> (1-p"=(01-p",
k=n h=0

dove si & usato il fatto di saper calcolare la somma di una serie geometrica:

RPN R,
R T CEy RS
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Ma allora:

P{X >n+m})
P{X >n})
(1 —p)tm
(1—=p)™
= (1—=p)™
=P(X >m).

P(X>n+m|X >n) =

O

La proprieta di perdita di memoria, caratterizza le variabili casuali Geometriche nella
classe delle variabili casuali a valori naturali, come mostriamo nella seguente Proposizione.

Proposizione 3.53. Sia X una variabile casuale a valori in N, tale che (3.42)) ¢ verificata
per ogni n,m > 0. Allora o X ¢ una variabile casuale Geometrica oppure P(X =0) = 1.

Dimostrazione. Posto m =1 in (3.42)), si ottiene
P(X>n+1)=P(X >n)P(X >1)

che, per induzione, implica
P(X>n)=PX >1)",

per ogni n > 1. Ma allora, osservando che {X =n} ={X >n}\{X >n+ 1},
px(n)=P(X =n)=P(X >n)-P(X >n+l)=P(X > 1)"-P(X > 1)""' = (1-P(X > 1))P(X > 1)",

per ogni n > 1. Inoltre
px(0)=P(X=0)=1-P(X >1).

Dunque, postop=1—P(X > 1),
px(n) =p(l—p)"
per ogni n > 0, che conclude la dimostrazione. O

Calcoliamo ora media e varianza di una variabile casuale Geometrica. A questo scopo
calcoliamo la funzione generatrice dei momenti di una variabile casuale geometrica.

+o0 T
yx(t) =) ep(1—p)"=p) _ ((1—p)e)".
n=0 n=0

quest’ultima ¢ una serie geometrica di ragione (1 — p)e! cio¢ t < —log(1 — p). Percio

~ (t): #ip)et Set<—log(l—p)
X 400 altrimenti.

Per il Teorema M E(X") =~(0) per ogni n > 1. Essendo

o p=p)e
S e
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= - a-pe) ’
si trova
BE(X) =+'(0) = 1;7), B(X?) = ~"(0) = _p;f —p)
da cui segue
Var(X) = B(X?) — E2(X) = 1]92]7.

3.10.4 Variabili casuali di Poisson

In numerose situazioni concrete, ci si trova a considerare delle variabili casuali binomiali
i cui parametri, n e p, sono tali che n & molto grande e p ¢ molto piccolo. In altre parole,
si eseguono numerose ripetizioni di una prova che ha esito positivo con probabilita piccola.
Supponiamo, ad esempio, di considerare il numero di accessi, in una fissato intervallo di tempo,
ad un certo servizio (lo sportello di un ufficio pubblico, un pagina web, un centralino...). Vi
sard un numero grande di utenti, diciamo n, che ha accesso a tale servizio. Si osserva pero
che, tipicamente, un numero di utenti molto minore di n accede effettivamente al servizio in
un intervallo di tempo della lunghezza di quello fissato. Un ragionevole modello matematico
per tale situazione, é di supporre che ogni utente abbia una probabilita piccola, p < 1, di
accedere al servizio. In una approssimazione che é assai buona in molti casi, assumiamo che il
valore di p sia uguale per tutti gli utenti, e che ogni utente si comporti in modo indipendente
dagli altri. Sotto queste ipotesi, il numero X si utenti che effetivamente accede al servizio €
una variabile casuale binomiale di parametri n e p, cioé

n

px(k) = <k>pk(1 -p)"

Se n & molto grande, calcoli espliciti con questa densita risultano estremamente pesanti, se
non impraticabili, data la difficolta di calcolare i coefficienti binomiali per grandi valori di
n. B allora interessante analizzare il comportamento asintotico di px (k) quando n — +oo
e p — 0. Per ottenere un comportamento limite non banale, &€ necessario che p vada a zero
“proporzionalmente” a % Per semplicita poniamo semplicemente p = % con A > 0, ma il calcolo
che segue si puo facilmente modificare per coprire il caso p = p,, con lim, ., np, = A > 0.

Si ha
nl Ak A\ "k
= —" - [1-Z2
px (k) k!(n—k‘)!nk< n)

Nenn—1)---(n—k+1) 1 A"
TR nk (1_A)k (1 ) '

D’altra parte

n—-+4oo n

k
lim (1 — )\) =1
n—-+0o0o n
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Ne segue che

AN
li k)=¢e "—.
oo px(k) = e k!
Si noti che I'espressione appena ottenuta é la densita di una variabile casuale a valori in N, in

quanto
o0

Z:Oe_’\)lj =1.

Tale procedura di approssimazione giustifica la definizione di una nuova classe di variabili
casuali. Una variabile casuale X a valori in N si dice variabile casuale di Poisson di parametro
A > 0, e si scrive

X ~ Po()),

se
W AF
px(k)=ce AH

per ogni k£ € N. Tali variabili casuali vengono comunemente usate per modellare, tra le altre,
quantita del tipo “numero di accessi ad un servizio”, come abbiamo sopra giustificato.
& agevole calcolare la funzione generatrice dei momenti di X ~ Po()\):

X (etn)"”
vx () _/\Z( n') — M),
n=0

Ne segue che
Vi () = Ae'yx (8), V() = Ae’ [yx (t) + 7k (1)]
da cui B(X) =~%(0) = A, E(X?) = +%(0) = A + A? e percio

Var(X) = A

11 risultato che ora illustriamo afferma che la somma di due variabili casuali di Poisson
indipendenti é ancora una variabile casuale di Poisson.

Proposizione 3.54. Siano X ~ Po(\) e Y ~ Po(u) variabili casuali indipendenti. Allora
X+Y ~ Po(A+ p).

Prima di dimostrare la Proposizione [3.54] mostriamo un risultato del tutto generale.

Proposizione 3.55. Siano X e Y due variabili casuali discrete scalari, e sia pxy la loro
densita congiunta. Allora

px+v(2) =P(X+Y =2) = pryy(x,z —x) = pry(z —Y,Y). (3.43)
T Yy
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Dimostrazione. Usando la o-additivita della probabilita, si ha

PX+Y=2=P| |J {(X=2Y =22}
zeX(Q)

= Z PX=zY=z2—-1)
zeX ()

= ZpX,Y(x> z — J")v
X

ove si & osservato che P(X =xz,Y =z —z) = 0 se z ¢ X(2). L’ultima uguaglianza in (3.43)
si ottiene scambiando i ruoli di X e Y. O

Nel caso in cui le variabili casuali X e Y nella Proposizione [3.55] siano indipendenti, la

(3.43) assume la forma

px+v(2) =Y px(@)py(z —x) = > px(z = y)py (), (3.44)
T Y

che ora useremo.
Dimostrazione della Proposizione[3.54 Per la (3.44) si ha

L n—k

—\ ,‘u)\k 1%
Py =D e e
k=0 ' ’

1 v (n
— () = )\k n—k
OGS ()

_ O A )"

nl

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo applicato la formula di Newton per la potenza di un
binomio. 0
3.10.5 Funzione di ripartizione

Definizione 3.56. Sia X una variabile casuale discreta scalare. La funzione Fx : R — [0, 1]
definita da
Fx(x) = P(X <x)

si dice funzione di ripartizione della variabile casuale X.

Alcune proprieta elementari delle funzione di ripartizione sono mostrate nella seguente
proposizione.

Proposizione 3.57. Sia Fx la funzione di ripartizione di una variabile casuale discreta X .
Allora

(i) Fx é non decrescente

(ii) Fx ¢é continua da destra.
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lim Fy(z)=0.
(iv)
hl}rl Fx(x) =1.

Dimostrazione. (i) Se z < y allora {X <z} C {X < y}. Percio

Fx(z) = P(X <) < P(X <y) = Fx(y).

(ii) Sia z € R. Basta dimostrare che se (x,) ¢ una successione decrescente tale che x, | =
allora

lim Fx(z,) = F(x). (3.45)

n—-+o00

Si osservi che

(X <a}=({X <=},

e che la successione di eventi {X < z,} & decrescente. Per la Proposizione si ha

Fx(z)=P(X <z)= lim P(X <z,)= lim Fx(z,).

n—-+o0o n—-4o0o

(iii) E sufficiente applicare la Proposizione alla famiglia decrescente di eventi {X < z,}
dove z,, | —oo, osservando che

(X <2} =0

(iv) E sufficiente applicare la Proposizione alla famiglia crescente di eventi {X < x,}
dove x, T +00, osservando che

Ux <z} =0

O]

Per quanto visto nell’Osservazione [3.7] la funzione di ripartizione si pud esprimere in
termini della densita come segue:

Fx(x) =) px(y).

y<z

Viceversa, mostriamo che la densita é esprimibile in termini della funzione di ripartizione.
In particolare, la funzione di ripartizione determina completamente la distribuzione di una
variabile casuale.

Proposizione 3.58. Se X ¢ una variabile casuale discreta scalare, per ogni x € R wvale la
relazione

px(z) = Fx(z) — Fx(z7),
dove
Fx(xz7)= lim Fx(y).

Yy—x—
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Dimostrazione. Se y < x, si ha che
P(X € (y,2]) = P(X <2) - P(X <y) = Fx(z) — Fx(y).

Allora, se (yn) € una successione di elementi di (—oo,z) tali che y, T z, poiché gli eventi
{X € (yn,z]} formano una successione decrescente per cui (), {X € (yn,z]} = {X =z}, si
ha

px() = P(X =)= lim P(X € (yo,2]) = lim [Fx(2)~Fx(yn)] = Fx(x)~ lm_Fx(yn)

n—-+oo n—-+oo

= Fx(l’) — Fx(l‘_).
O

Osservazione 3.59. Dalla proposizione precedente segue che Fx é discontinua in x se e solo
se px(x) > 0, e il valore di px(z) rappresenta l'entita del “salto” di Fx in z. Nel caso in cui
X (2) non abbia punti di accumulazione, dall’identita

Fx(z) = pr(y).

y<w
segue che F'x é una funzione costante a tratti.

La funzione di ripartizione é spesso utile nei calcoli con le distribuzioni di variabili casuali.
In particolare, come ora vedremo, € usata quando si tratta di calcolare la distribuzione del
massimo o del minimo di variabili casuali indipendenti.

Proposizione 3.60. Siano X1, Xs,..., X, variabili casuali scalari indipendenti. Definiamo:

Z =max(Xy,...,X,), W=min(Xy,...,Xp).

Allora "
Fy(z) =[] Fx, (@), (3.46)
k=1
Fy(z)=1-[]1 - Fx,(2)]. (3.47)
k=1

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare (3.46)). Si osservi che

{Z <a} = [{Xk <2},

k=1

usando l'indipendenza delle X}, si ha

1 k=1

Per quanto riguarda (3.47)), si vede che

n

(W >z} = [{Xi >z}

k=1
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e percio

n n

Fy(z) =1-P(W >2) =1-[[ P(X) > 2) =1-[[[1-P(X} < 2)] = 1- [[[1 - Fx, (2)].
k=1 k=1 k=1

O]

Esempio 3.61. Siano Xji,...,X,, ~ Ge(p) indipendenti. Determiniamo la densita di Z =
max(Xi,...,Xp) e W =min(Xy,...,X,).
Come si vede dai calcoli fatti nella Proposizione |3.52

F,(k) = 1= (1= p)**™.

Dunque
Fy(k) = [1 el —p)k“}”.

Essendo, per k € N, Fz(k™) = Fz(k — 1), si ha, usando la Proposizione

pz(k) = Fz(k) = Fz(k—1) = [1= (1 =)' = 1= (1 = p)"]".

Analogamente,
n

FW(k) =1- |:(1 _p)k+1} —1_ [(1 _p)n]kJrl :

che coincide con la funzione di ripartizione di una variabile casuale Geometrica di parametro
1 — (1 — p)™. Poiche la funzione di ripartizione individua completamente la distribuzione,
possiamo concludere che

W~ Ge(l—(1—p)").
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Capitolo 4

Spazi di probabilita generali (cenni)

4.1 o-algebre e misure di probabilita

Con gli spazi di probabilita discreti, abbiamo visto molti aspetti importanti del Calcolo delle
Probabilita, senza dover ricorrere a strumenti di Analisi Matematica troppo sofisticati. La
teoria fin qui sviluppata non ci permette, pero, di affrontare due argomenti fondamentali, sia
dal punto di vista teorico che applicativo. Anzitutto la definizione di variabili casuali I'insieme
dei cui valori sia non numerabile. Molte grandezze che trattiamo quotidianamente (tempi,
masse, lunghezze,...) possono assumere qualunque valore di un’intervallo di R. E ovviamente
impossibile, in uno spazio di probabilita discreto, definire una variabile casuale X per cui
X () sia un intervallo di R, dato che X (£2) ¢ sempre al pitt numerabile. L’altra questione
riguarda lo studio delle successions di variabili casuali. Le prime applicazioni “moderne” del
calcolo delle probabilita (de Moivre, Laplace), riguardarono il calcolo “approssimato” di certe
probabilita. Una formulazione rigorosa di tali approssimazioni conduce a diverse nozioni di
convergenza di successioni di variabili casuali. Uno spazio di probabilita discreto é troppo
“povero” perché in esso si possano definire successioni interessanti di variabili casuali, ad
esempio successioni di variabili casuali indipendenti con la stessa distribuzione.

Risulta quindi naturale cercare di definire spazi di probabilita in cui lo spazio campionario
sia non numerabile. Per avere un’idea del tipo di problemi che si affrontano, vediamo due
esempi significativi.

Esempio 4.1. Il concetto di probabilita uniforme & chiaro e naturale se lo spazio campionario
¢ finito. B possibile estendere tale nozione ad uno spazio campionario continuo, ad esempio
un intervallo limitato di R? In altre parole, dato un intervallo I di R, si puo formalizzare
I'idea di “scegliere a caso” un punto di 17

Per fissare le idee, sia I = Q = [0,1]. Se P ¢ la probabilita “uniforme” che stiamo cercando
di definire, & naturale assumere che, se 0 < a < b <1 allora

P([a,b]) =b—a. (4.1)

In tal modo, oltre a verificarsi il fatto che P(€2) = 1, si ha che la probabilita di un intervallo
dipende solo dalla sua lunghezza geometrica, e non dalla sua “posizione” in [0, 1]. Si noti
che, da ([4.1)), segue che P({z}) = P([z,z]) = 0 per ogni = € [0, 1]. Il problema ¢é: & possibile
estendere la P definita in (4.1]) a tutti i sottoinsiemi di [0, 1], in modo che 'estensione verifichi
la proprieta di o-additivita? Ricordiamo che quasi tutti i risultati concernenti gli spazi di
probabilita discreti sono basati sulla o-additivita.

111



Esempio 4.2. Nell’esempio [I.37] abbiamo costruito un modello probabilistico per N prove
ripetute indipendenti per le quali p € (0,1) é la probabilita di successo. Pensiamo ora di
effettuare una successione infinita di prove ripetute, cioé N = +oco. La scelta naturale per lo
spazio campionario ¢é allora
Q= {0, 1},

ciog, se w € Q, allora w = (w1, ws, ...) dove w; € {0,1}. E ben noto che Q non & numerabile.
La probabilitd P che vogliamo costruire sui sottoinsiemi di 2 dovra soddisfare un requisito
del tutto naturale: se consideriamo un evento che dipende solo dagli esiti delle prime N prove,

con N < 400, allora la sua probabilita dovra essere uguale a quella calcolata, nell’Esempio
con N fissato. In altre parole, se x1,xo,...,zx € {0, 1}, dovra essere

Plw e w =a1,...,wy = zn}) = pim1 @i(1 — p)N-Zila i, (4.2)

Come nell’esempio precedente, il problema ¢ di stabilire se ¢ possibile estendere P a tutti i
sottoinsiemi di €. Si noti che, se tale estensione (o-additiva) esiste, allora P({n}) = 0 per
ogni n € Q. Infatti

{n}= ﬂ {w:wy=mn1,...,wn =1n}.
NeN\{0}

Quest’ultima é l'intersezione di una famiglia decrescente di eventi. Poiché abbiamo assunto
che P sia o-additiva e osservando che la Proposizione [I[.10] non utilizza la numerabilita dello
spazio campionario, abbiamo

. N N
P({n}) = [lim pE=it (1—p)N s,

Osserviamo ora che se (32 ;) > N/2 si ha pXicim < pN/2 mentre se (N mi) < N/2si
ha (1 —p)N_Ziv:I m < (1 —p)N/2; in ogni caso

PR (1= )V R < (max(p, (1)) 0,
poiché p € (0,1).

In entrambi gli esempi appena visti, la funzione P(-) viene definita dapprima in una
famiglia di insiemi “semplici”. Si pud dimostrare, in entrambi i casi, che P non si pud estendere
a tutto P(€2) in modo che la P estesa risulti o-additiva. Dobbiamo dunque ridimensionare
I'obbiettivo iniziale di estendere P a tutto P(€2). Questo conduce alla seguente definizione.

Definizione 4.3. Sia Q un insieme, e A C P(Q2). Diciamo che A ¢ una o-algebra se
(i) 0 € A.
(ii) Se A € A allora A¢ € A.
(ili) Se (An)n>0 € una successione di elementi di A, allora J,, 4, € A.

Si noti che, per (i) e , Q2 € A. Inoltre A é chiuso per unione finita (ogni famiglia finita
{A;,..., Ay} di elementi di A puo essere completata in una successione ponendo Ay = () per
k > n, senza modificarne 'unione). Infine usando l'identita (), 4, = (U,, A%)¢, si vede che
una o algebra é chiusa per intersezione, sia di una famiglia finita sia di una successione.

Nel seguito, una coppia (£2,.A4) formata da un insieme e da una o-algebra di suoi
sottoinsiemi verra chiamata spazio misurabile.
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Definizione 4.4. Sia (2, A) uno spazio misurabile. Una funzione
P:A—]0,1]

si dice probabilita (o misura di probabilita) se valgono le seguenti proprieta:

(P1)
PQ) =1.

(P2) (o-additivita) Per ogni successione (A, )nen di elementi di A a due a due disgiunti, si ha
+o0 +o0o
P (U An> = ZP(An).
n=0 n=0

In altre parole, la nozione di probabilita su un insieme generale €2 é definita dallo stesso
sistema di assiomi della probabilita su spazi discreti, con la differenza che la probabilita é
definita su una o algebra di sottoinsiemi di €2 che non necessariamente coincide con P(€2).
La terna (92, A, P), dove (2, A) ¢ uno spazio misurabile e P & una probabilita su (2,.4),
verra chiamata spazio di probabilita. In analogia a quanto fatto nel caso discreto, €2 sara
chiamato spazio campionario e gli elementi di A saranno chiamati eventi. Esattamente come
nel caso discreto, si mostra che in uno spazio di probabilita vale ’additivita finita: per ogni
Ay, Ag, ..., An € A a due a due disgiunti,

N N
P (U An> => P(A4). (4.3)
n=0 n=0

I risultati contenuti nel paragrafo 1.2 continuano a valere nel contesto piti generale or
ora introdotto, a patto di restringere i risultati alla o-algebra degli eventi. Per completezza,
rienunciamo i risultati principali, le dimostrazioni dei quali sono identiche a quelle date per
spazi di probabilita discreti.

Proposizione 4.5. Sia (2, A, P) uno spazio di probabilita e siano A, B € A. Allora valgono
le sequentt proprieta:

(i)
(ii) Se A C B allora

In particolare
(iii)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

In particolare
P(AUB) < P(A)+ P(B).

Proposizione 4.6. Sia (2, A) uno spazio misurabile, e P : A — [0,1] una funzione che
soddisfa ( e Uadditivita in (4.3). Allora le sequenti proprieta sono equivalenti:
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(a) P ¢ o-additiva.

(b) Per ogni successione crescente di eventi (An)n>1 (tale cioé che A, C Ap+1 per ogni
n>1) siha

P JAn] = lim_ P(Ay).

n—-+o0o
n>1

(c) Per ogni successione decrescente di eventi (Ay)n>1 (tale cioé che A, O Apiq per ogni
n>1) si ha

P () An] = lim P(Ay).

n—-+4o0o
n>1

Torniamo ora al problema enunciato negli esempi [I.1] e [£:2] In entrambi i casi avevamo
definito una funzione P : Z — [0, 1], dove Z = famiglia degli intervalli in [0, 1] nell’Esempio
e 7 = famiglia degli insiemi del tipo {w : w1 = x1,...,wny = zx} nell’Esempio . E
facile vedere che in entrambi i casi Z non é una o-algebra. Il problema ¢é allora di trovare una
o-algebra A contenente Z, e una probabilita su (£2,.4) che estenda la P originaria.

La scelta della o-algebra A si puo fare in modo “canonico”, grazie al seguente risultato.

Proposizione 4.7. Sia ) un insieme arbitrario.
(i) Se {Ay : a € I} é una famiglia di o-algebre di sottoinsiemi di Q0 indicizzata da un
insieme arbitrario I, allora (,c; Aa € una o-algebra di sottoinsiemsi di Q.

(ii) Sia T CP(Q2). Allora esiste una minima o-algebra A contenente I, ossia T C A, e se
A’ ¢ una o-algebra contenente T allora A C A'. Tale o-algebra ¢ denotata con o(Z), e
chiamata la o-algebra generata da 7.

Dimostrazione. (i) La dimostrazione ¢ semplice, ed ¢ lasciata al lettore come esercizio.
(ii) Sia
E={ACP(Q):ZC A, Aéunaoc-algebra}.
Notare che Z # (), essendo P(Q2) € Z. Per (i),

A= A

Ae=

¢ una o-algebra contenente Z, e, per definizione, A C A’ per ogni o-algebra A’ contenente
7.
O

Tornando agli Esempi e si vuole mostrare che esiste una probabilita che estende P
definita almeno in o(Z). Tale problema di estensione ¢ altamente non banale, e al di 1a degli
scopi di questo corso. B possibile dimostrare che, per entrambi gli esempi, esiste effettivamente
un’unica probabilita che estende P a o(Z). Inoltre, & possibile estendere P ad una o-algebra
pit grande di o(Z), ma non a tutto P(2).

Osservazione 4.8. Se (2, P) & uno spazio di probabilita discreto, allora si puo identificare
con lo spazio di probabilita (2, P(2), P).
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4.2 Variabili casuali

Definizione 4.9. Sia (9, .4, P) uno spazio di probabilita, e sia (F,£) uno spazio misurabile.
Una funzione

X: Q- F
si dice variabile casuale a valori in (E, &) se per ogni C € & si ha
Xl e A

Dunque, se X ¢ una variabile casuale e C' € &, allora P(X € C) := P(X~}(C)) é ben
definita.

Definizione 4.10. Se X ¢ una variabile casuale a valori in (£, £), la mappa

px: & — [07 1]
C — P(Xel)

si dice distribuzione della variabile casuale X.
La dimostrazione del seguente risultato é lasciata per esercizio al lettore.

Proposizione 4.11. La distribuzione px di una variabile casuale X a valori in (E,E) é una
probabilita su (E,E).

La nozione di variabile casuale dipende dalla scelta della o-algebra sull’insieme E. Nel
caso in cui F = R,R? o C sceglieremo come o-algebra la cosidetta o-algebra di Borel
B(R), B(R%), B(C), definita come la o-algebra generata dai sottoinsiemi aperti. Tale scelta
verra sempre sottointesa nel seguito. Come nel caso discreto, chiameremo scalari, vettoriali e
complesse le variabili casuali a valori, rispettivamente, in R, R?, C.

In completa analogia col caso discreto, diamo la seguente definizione.

Definizione 4.12. Siano Xi, Xo,..., X, variabili casuali definite sullo stesso spazio di
probabilita (£2,.4, P) a valori rispettivamente negli spazi misurabili (E1, &), (E2,&), ...,
(En,En). Esse si dicono indipendenti se per ogni scelta di Ay € €1, Ay € &y, ..., Ay €&, i
ha

P(X1€A1,X2€A2,...,Xn€An) = HP(XZEAZ) (4.4)
i=1
Infine, per una variabile casuale scalare X, definiamo la funzione di ripartizione
Fx(z) = P(X < x).

Le proprieta della funzione di ripartizione contenute nella Proposizione [3.57] continuano a
valere nel caso generale, come si vede dal fatto che la dimostrazione della Proposizione [3.57] &
corretta anche in spazi di probabilitd generali. Inoltre, la stessa dimostrazione usata nella
Proposizione [3.58 mostra che

Fx(z) — Fx(z™) = P(X = x).

Si noti come l'identita precedente, nel caso di variabili casuali discrete, permetta di mostrare
che se due variabili casuali hanno la stessa funzione di ripartizione, allora hanno la stessa
distribuzione. Tale affermazione é vera anche nel caso generale, ma omettiamo la dimostrazione
di questo fatto.

Proposizione 4.13. Siano X e Y due variabili casuali a valori in R, tali che Fx = Fy.
Allora px = py -
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4.3 Valor medio

La nozione generale di valor medio esula dagli scopi di questo corso. Pertanto, in questo
paragrafo, verranno date le definizioni e i risultati principali, senza dettagli e dimostrazioni.

Per garantire la coerenza di quanto vedremo ora con quanto visto per spazi di probabilita
discreti, introduciamo ora la nozione di variabile casuale discreta nel contesto piti generale.

Definizione 4.14. Sia (12, A, P) uno spazio di probabilita, (£, £) uno spazio misurabile tale
che, per ogni x € E si abbia {z} € &, e sia X una variabile casuale a valori in (F, £). Diremo
che X & una variabile casuale discreta se X (€2) ¢ finito o numerabile.

Per una variabile casuale discreta ¢ possibile definire la densita
px(z) = P(X = z) = P(X ' ({z})).

Se E =R, non ha pero alcun senso definire il valor medio di X tramite la formula E(X) =

> wea X (w)P({w}): negli esempi e abbiamo infatti visto che P({w}) = 0 per ogni
w € (2, e quindi ogni valor medio sarebbe nullo. Tuttavia, avendo a disposizione la densita, é
naturale definire F'(X) tramite la relazione

B(X)= Y wpx(e), (45)

zeX (w)

se la serie in converge assolutamente; in caso contrario diremo che la variabile casuale
X non ammette valor medio.

Vediamo ora come si estenda la nozione di valor medio a variabili casuali generali. Nel
seguito, se X ¢ una variabile casuale scalare, definiamo X = max(X,0) e X~ = — min(X,0).
Sinotiche X7, X~ >0e X =X"—-X".

Definizione 4.15. Sia X una variabile casuale scalare. Se X > 0, definiamo
E(X)=sup{E(Y):0<Y < X, Y ¢ una variabile casuale discreta} € [0, +oc].

(in particolare, E(X) ¢ dato da (4.5) se X & discreta). Per una X generale, diremo che X
ammette valor medio se E(X 1) < +00 e E(X™) < +o0, e in tal caso

E(X)=E(X") - EB(X").

Infine, se X ¢ una variabile casuale complessa, posto X = Re(X) + iI/m(X), diciamo che X
ammette valor medio se Re(X) e Im(X) ammettono entrambe valor medio, e in questo caso
poniamo

E(X) = E(Re(X)) + iE(Im(X)).

Contrariamente al caso discreto, le dimostrazioni di alcune delle proprieta fondamentali
del valor medio sono non banali, e non verranno trattate in questo corso.

Proposizione 4.16. Siano X,Y due variabili casuali scalari o complesse, definite nello stesso
spazio di probabilita (0, A, P). Allora valgono le sequenti proprieta:

(i) (Monotonia) Se X,Y sono a valori reali, entrambe ammettono valor medio e X (w) <
Y(w), allora E(X) < E(Y).
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(il) X ammette valor medio se e solo se |X| ammette valor medio, e in tal caso

[E(X)] < E(X]).

(iii) (Linearita) Se X eY ammettono valor medio e a,b € C, allora la variabile casuale
aX + bY definita da
(aX +bY)(w) = aX(w) + bY (w),

ammette valor medio e

E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y).

Sia ora g : R — R, e X una variabile casuale a valori in R. In generale non é detto che
g(X) := g o X sia una variabile casuale. Per averne la garanzia, occorre assumere che g sia
una funzione misurabile, cioé

e per ogni A € B(R) si ha che g7 (A) € B(R).

La misurabilita é una proprieta piuttosto debole; ad esempio tutte le funzioni continue a tratti
sono misurabili. Si rimanda ad un testo piti avanzato per una discussione pitt approfondita
sull’argomento.

Se ¢ ¢ misurabile, ha senso chiedersi se g(X) ammette valor medio. EE possibile dimostrare
che tanto il fatto che g(X) ammetta valor medio, quanto eventualmente il valore di tale valor
medio, dipendono solo dalla distribuzione di X. In altre parole, se X e Y hanno la stessa
distribuzione e g é misurabile, allora g(X) ammette valor medio se e solo se g(Y) ammelte
valor medio, e in caso affermativo i due valori medi sono uguali.

Poiché i polinomi sono funzioni continue, e percioé misurabili, analogamente al caso discreto,
si possono definire Varianza, Covarianza e momenti e funzione generatrice dei momenti di una
variabile casuale. I risultati contenuti nei paragrafi e 3-8 sono validi in questo contesto piu
generale.
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Capitolo 5

Variabili casuali assolutamente
continue

5.1 Richiami sull’integrale di Riemann

Cominciamo con 'introdurre alcune notazioni, e alcune precisazioni tecniche. In quanto segue
daremo per nota la nozione di integrale di Riemann

/abf@c)dx,

dove f : [a,b] — R. Vale tuttavia la pena di ricordare alcuni fatti fondamentali.

(1) L’integrale “proprio” di Riemann viene definito per una classe di funzioni limitate,
dette Riemann-integrabili (talvolta diremo, semplicemente, integrabili). Tutte le funzioni
f i [a,b] — R limitate tali che per ogni y € [a, b] i limiti destro e sinistro

imf(z),  limf(),

zly zly

esistono finiti (solo il primo se y = a e solo il secondo se y = b), sono Riemann-integrabili.
In particolare sono integrabili le funzioni continue e quelle monotone.

(2) Sia f : [a,b] — R una funzione continua a tratti: supponiamo cioé¢ che esista un
sottoinsieme finito N C [a, b] tale che f ¢ continua in ogni punto x € [a, b]\ N. Se inoltre
i limiti destro e sinistro di f esistono finiti nei punti di N, allora f é Rieman-integrabile
e, definita la funzione integrale F': [a,b] — R mediante

Fo)i= [ (o,
si ha che F' ¢ continua su [a, b] e derivabile in ogni punto di [a,b] \ N, con
F'(z) = f(x), Vo € la,b] \ N .

Viceversa, sia F : [a,b] — R un funzione C! a tratti: supponiamo cioé che F sia continua
su [a,b] e che esista un sottoinsieme finito N C [a, b] tale che F sia derivabile in ogni
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punto di [a,b] \ N, e che F’ sia continua in ogni punto di [a,b] \ N. Assumiamo inoltre
che per ogni y € N esistano finiti i limiti

lim F'(x), lim F'(x) .

zly zTy

Allora se definiamo
)= {
si ha che f & Riemann-integrabile e vale inoltre la relazione
x
F(z) = / f(t)dt, Vz € [a,b].
a

I risultati appena enunciati costituiscono il teorema fondamentale del calcolo integrale.

F'(x) se x € [a,b] \ N

un valore arbitrario altrimenti,

Si possono definire varie forme “generalizzate” di integrale di Riemann. Ad esempio se
f: (a,b] — R ¢ Riemann integrabile su ogni intervallo [a + €,b] con € € (0,b — a), e il
limite
b
lim / x)dz
im [ (@)

esiste finito, diciamo che f & integrabile in senso generalizzato su [a, b], e il suo integrale

/ab f(x)dx

¢ dato dal limite precedente. In modo analogo definiamo l'integrale generalizzato di
f:la,b) — R. Se f ¢ integrabile in senso generalizzato su [a, ¢] e su [c, b] diremo che ¢é
integrabile in senso generalizzato su [a, b] e poniamo

/abf:/:er/cbf-

In altre parole, con questa definizione otteniamo, quando possibile, I'integrale di una
funzione f : [a,b] \ {¢c} — R che, ad esempio, non ammetta limite finito in ¢. Questo
procedimento si estende in modo evidente a funzioni f : [a,b] \ N — R, dove N ¢ un
insieme finito.

Sia ora f : [a,+00) — R una funzione che assumiamo Riemann-integrabile (anche nel
senso generalizzato appena visto) su ogni intervallo [a, ¢], e per cui il limite

li d
[ e

esiste finito. Allora diciamo che f ¢ integrabile in senso generalizzato su [a,+00) e

poniamo
400 c
/ f(x)dx := lim / f(z)da.

c——+00

In modo analogo definiamo l'integrabilita su semirette del tipo (—oo,b]. Infine, se
f:R — R ¢ integrabile su (—o0,a] e su [a, +00) allora diciamo che f ¢ integrabile in
senso generalizzato su R e poniamo

/+OO F2)da = /_OO f(x)d:c+/a+oo f(@)da.

—00
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(4) Non ¢ difficile fornire generalizzazioni del teorema fondamentale del calcolo integrale a
funzioni integrabili nel senso generalizzato appena descritto. Ad esempio, se f: R — R
& continua o tratti ed é integrabile in senso generalizzato su R, allora, posto

F(z) = / " fr,

si ha che F'(z) = f(x) per ogni z in cui f & continua. Viceversa, se F': R — R & una
funzione C' a tratti, allora la funzione F” (definita in modo arbitrario nei punti in cui F
non ¢ derivabile) ¢ integrabile su R in senso generalizzato e, per ogni 2 € R, si ha

F(z) = /x F'(t)dt.

—0o0

5.2 Variabili casuali scalari assolutamente continue

Definizione 5.1. Sia (Q2,.A, P) uno spazio di probabilita, e X : 2 — R una variabile casuale
scalare. Diciamo che X ¢ assolutamente continua se esiste fx : R € [0, 4+00) integrabile su R
in senso generalizzato tale che, se Fx(z) := P(X < z) ¢ la funzione di ripartizione di X, si ha

Fe(@) = [ ixta (5.1)

Una tale funzione fx viene detta densita di X.

Osservazione 5.2. Prendendo il limite x — oo nella relazione (5.1)) e usando la continuita
dal basso della probabilita, si ottiene che la densita fx soddisfa la seguente relazione:

+oo
/ fx(x)dx = 1. (5.2)

Osservazione 5.3. Se X ¢ una variabile casuale assolutamente continua, la definizione [5.]
non identifica la sua densitd fx in modo unico. Infatti, se fx & una densita di X, ogni funzione
g per cui

| atnar= [ peioya (5.3)

per ogni z € R, & una densita di X. Ad esempio, se g & ottenuta da fx modificandone il
valore in un numero finito di punti, allora vale. Questa “ambiguita” nella nozione di
densita di una variabile casuale assolutamente continua non portera tuttavia alcun problema.
Spesso diremo, impropriamente, che una certa funzione f & la densita di X.

Dalla definizione [5.1] seguono facilmente alcune proprieta delle variabili casuali assoluta-
mente continue, che raccogliamo nella seguente

Osservazione 5.4. (1) Come abbiamo visto, la relazione
P(X = a;) = Fx(w) — Fx(l'f)

vale per tutte le variabili casuali a valori in R. Se X é assolutamente continua, la sua
funzione di ripartizione

Fy(z) = /_ eyt
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é, per il teorema fondamentale del calcolo integrale, una funzione continua, e pertanto
Fx(z) = Fx(xz™) per ogni z € R. Quindi, se X ¢ assolutamente continua,

per ogni ¢ € R.

(2) Per ogni a,b € [—o00, +00], a < b, si ha
b
P(X € (a,t) = P(X <)~ P(X <a) = [ fx(ti.

Si noti che
P(X € [a,b]) = P(X € (a,b]) + P(X =a) = P(X € (a,b]),

per quanto abbiamo appena visto. In modo analogo, si mostra che

b
P(X € [a,b]) = P(X € (a,b]) = P(X € [a,b)) = P(X € (a,b)) = / Fx(t)dt.

(3) Sia X una variabile casuale a valori in R tale che la funzione di ripartizione Fx sia
C! a tratti. Dal teorema fondamentale del calcolo integrale, richiamato in precedenza,
segue che X ¢& una variabile casuale assolutamente continua, e ogni funzione f tale che
f(xz) = F%(x) per ogni  in cui F% ¢ continua ¢ una densita di X.

Enunciamo ora il seguente risultato fondamentale, omettendo la dimostrazione, che richiede
tecniche pitl avanzate.

Teorema 5.5. Sia X wuna variabile casuale assolutamente continua con densita fx. Sia
inoltre g : R — R una funzione misurabile tale che g(x)fx(x) e |g(x)|fx(z) siano integrabili
in senso generalizzato su R. Allora g(X) ammette valor medio e

+o0

Elg(X)] = / o) fe (@) de

—00

Enunciamo ora senza dimostrazione un altro risultato, che rappresenta ’analogo della
formula ([3.44)), dimostrata per le variabili casuali discrete.

Teorema 5.6. In uno stesso spazio di probabilita (2, A, P), siano definite X e¢Y due variabili
casuali assolutamente continue, indipendenti, con densita rispettivamente fx e fy. Allora,
per ogni z € R, le funzioni x — fx(z)fy(z —z) e x — fx(z — x)fy(x) sono integrabili in
senso generalizzato su R. Inoltre la variabile casuale X +Y & assolutamente continua, e una
sua densita ¢ data da

+oo

+oo
frav(z) = / fx(@) fy (= — z)da = / fx(z — o) fy (2)d.

—0o0 —0o0
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5.3 Classi notevoli di variabili casuali assolutamente continue

5.3.1 Variabili casuali uniformi

Siano a,b € R con a < b. Una variabile casuale assolutamente continua X a valori in R si
dice uniforme su [a, b], e scriviamo
X ~ U(a,b),

se
1

fx(z) = ml[a,b] (z).

E naturale interpretare una variabile casuale X ~ U(a,b) come “un punto scelto a caso su
[a,b]”. Le variabili uniformi possono essere “simulate” al calcolatore, da speciali programmi
chiamati generatori di numeri casuali. Essi sono alla base di numerosi algoritmi, detti algoritm:
stocastict.

Calcoliamo ora media e varianza di X ~ U(a,b).

1 b a+b
EX)=—— =
(X) b—al. xdx 5
b 2 2
+ab+b
B(X?) = 24y = ¢
(X9) 5o a/a x dx 3 ,
da cui )
h—
Var(X) = B(X?) - B(x) = L= 12“) .
La funzione generatrice dei momenti vale
1 b etb _ eta
- E Xy tx — .
7x () () b—a/a ¢ d t(b—a)

Le variabili casuali uniformi possono essere usate come ingredienti per “costruire” variabili
casuali a valori in R con distribuzione arbitraria. Infatti, come mostra il seguente risultato, data
una qualunque variabile casuale X a valori in R, esiste una funzione misurabile f : [0,1] — R
tale che, se Y ~ U(0,1), X e f(Y) hanno la stessa distribuzione.

Proposizione 5.7. Sia X una variabile casuale a valori in R, e sia Fx la sua funzione di
ripartizione. Consideriamo la funzione f : R — R cosi definita

f(z) = 0 sex <0 oppurex > 1
| inf{z: Fx(z) >z} sexe(0,1)

Allora f & una funzione misurabile e, se Y ~ U(0,1), le variabili casuali X e f(Y') hanno la
stessa distribuzione.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione della misurabilita di f. Sia Z := f(Y). Pe
mostrare che X e Z hanno la stessa distribuzione, é sufficiente mostrare che Fx = F. Sia
allora = € R arbitrario, e mostriamo che

Fx(x) = Fz(x), (5.4)
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cioé
P(X <x)=P(Z <x).

Per dimostrarlo, consideriamo y € (0,1). Notare che

fly) <z <= inf{z: Fx(z) >y} <=z
Poiché F'x é crescente

inf{z: Fx(z) >y} <z <= Fx(x)>y.
Poiché P(Y € (0,1)) = 1, abbiamo allora che

Fz(z)=P(f(Y)<z)=P{f(Y)<z}n{Y €(0,1)}) = P({Fx(z) >Y}Nn{Y € (0,1)})
= P(Fx(z) 2Y) = Fx(z),

dove abbiamo usato il semplice fatto che, se Y ~ U(0,1) e ¢ € [0,1], allora P(Y <¢)=c. O

5.3.2 Variabili casuali Gamma ed esponenziali

Cominciamo col ricordare la definizione della funzione Gamma di Eulero:
“+oco
MNa) = / 2 te %,
0

ben definita per a > 0 (perché?). Il valore di I'(a) & noto esplicitamente per vari valori di .

Infatti, osservando che
+00
1) = / e “dr =
0

e che, integrando per parti

+oo
MNa+1) = / x%e fdr = —x%e "
0

si ha

T(n) = (n—1)!

per n € N\ {0}. Inoltre, se « = %, usando il cambiamento di variabile z = 2,

e +eo 2 +oo 2
P(1/2) :/ gj*l/Qefxdx — 2/ e Y dy :/ e Y dy _ ﬁ,
0 0 oo
ove si € usato il noto valore dell’integrale di Gauss
+oo )
/ e Vdy = /.
—00

Dunque, usando ancora la relazione I'(a + 1) = aI'(«), si trova, per n € N\ {0}
1 it 1
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Notiamo anche che se nella definizione di I' operiamo il cambio di variabili z = Ay, con
A > 0, otteniamo

“+oo
INa) = / Ay Le= Ay
0

+o0o 1
/ 2\l ATy =
0 ['(a)

Cio garantisce la bonta della seguente definizione. Una variabile casuale scalare assolutamente

continua X & detta variabile casuale Gamma di parametri o, A > 0, se

1 -1 -z
fx(z) = m)\al‘a e M g ooy ().

In tal caso scriveremo X ~ I'(a, A). Si ha, se X ~ I'(a, A),

ossia

A [Fee 1 +oo 1
E(X) = )/ 2% Mdr = / Aot gy = —— DPla+1) =<,
0 0

IN(e Al'(«) AT () A
ricordando che I'(a + 1) = aI'(«). Analogamente
P 1 teo 1 ala+1)
E X2 — a+1 —/\xd — / )\Ol-i-Q a+1 —/\xd _ T 2) —
(X) F(a)/o oo AT () Jo oo A2T () (a+2) A2
da cui, facilmente,
o'
Var(X) = VA

Tutti questi calcoli si sarebbero potuti fare facilmente calcolando la funzione generatrice
dei momenti. Infatti

+oo . & +oo 1 (—t)
Xt:/ e fx(x)dr = / 2@ e W2 gy
Quest’ultimo integrale ¢ finito solo per ¢ < A, e in tal caso

/+oo xaflef()\ft)xdx _ F(a)
0 (A=)’

e quindi
Y «
yx () = (ﬁ) pert < A
+00

altrimenti.

Il seguente risultato illustra una proprieta molto importante delle variabili casuali Gamma.

Proposizione 5.8. Siano X ~ I'(a,\) e Y ~ T'(B,\) indipendenti. Allora X +Y ~
I'(a+ 5, N).

Dimostrazione. Usando il Teorema [5.6, per z > 0 abbiamo:

fxav(z) = / fx(z — ) fy(z)da

PO / 1 (e 1 -
=22 [ 1 (z—2)(z —2)* e M0 L (2)2P e M da
F(O[)F(ﬁ) 0,4+ )( )( ) 0,4+ )( )

)\O‘AB . /z 1B )\a}\ﬂ Y B 1 3 B
= ————e z— ) Py = S5 et 1/ (1 —t)* 1P~ tat,
NOCAN A N0 (5) :
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dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il cambio di variabile x = zt. Ne segue che fxiy(z)
& proporzionale a z2T8~1e=*? ¢ quindi ¢ necessariamente la densita di una T'(a 4+ 3, A). O

Osservazione 5.9. Si noti che dalla dimostrazione precedente segue la non ovvia identita

[()L(B)

[(a+3) = fol(l e-tpeig

Di grande interesse applicativo sono alcuni casi particolari di variabili casuali Gamma. Se
X ~TI'(1, ), diciamo che X & una variabile casuale esponenziale di parametro \, e scriveremo

X ~ Exp()).

Si noti che in questo caso
Fx(x) = Ae ™1 400y (@).
Tali variabili casuali si possono interpretare come ’analogo continuo delle variabili casuali
Geometriche. Esse, infatti, soddisfano ad una proprieta di perdita di memoria del tutto
analoga a quella delle variabili casuali Geometriche.
Proposizione 5.10. Sia X ~ Exp(\). Allora per ogni s,t > 0
P(X >s+tX >s)=P(X >1).

Dimostrazione. Osservando che

P(X >s+1t)
P(X > t| X =——"
(X >s+1tX >s) PX>s)
e che
+oo
P(X >3s)= / e Mdr = e,
S
il risultato desiderato segue immediatamente. O

Come per le variabili casuali Geometriche, si puod dimostrare che le variabili casuali
esponenziali sono le uniche variabili casuali assolutamente continue a valori reali positivi
per cui vale la precedente proprieta di perdita di memoria. La dimostrazione di tale fatto &
omessa. Le variabili casuali esponenziali sono normalmente usate come modelli per “tempi di
attesa’”: tempo di decadimento di atomi radioattivi, tempo intercorrente tra due terremoti
successivi, tempo intercorrente tra ’arrivo di due clienti ad uno sportello, .. ..

Un’altra classe di variabili Gamma che hanno grande rilevanza soprattutto in statistica
sono le variabili x2. Se n > 1 & un numero naturale, e X ~ T’ (%, %), diciamo che X € una
variabile casuale x? con n gradi di libertd, e scriviamo X ~ x?(n). Vedremo pitl avanti un
esempio in cui appaiono variabili casuali di questo tipo.
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5.3.3 Variabili casuali Normali o Gaussiane

Una variabile casuale scalare assolutamente continua X si dice Normale o Gaussiana standard,

e si scrive X ~ N(0,1), se
I a2
x) = e 7.

Notare che si tratta di una buona definizione dato che

+oo 22
/ e 2 dr =V27.

—00

E facile vedere che, se X ~ N(0,1)

1 +o0 22
—o0

dato che l'integrando & una funzione dispari (e Riemann-integrabile in senso generalizzato).
Inoltre, integrando per parti,

+00 too 2
+/ e_de] =1.

- —00

1 [t 22 1 22
E(X?) =Var(X) = ﬁ/ zle” 2 dx = N [—xe_Q
T J—00

SiaoraY ~ N(0,1), u € Re o >0, e definiamo

X =0Y +pu.
Dalle proprieta elementari di media e varianza, si vede che
E(X) = pu, Var(X) = o>

Per determinare la densita di X procediamo come segue.

FX(x):P(ng):P(aY—F,uzx):P(Ygw> = Fy (xg").

Essendo Y una variabile casuale assolutamente continua con densita continua, Fy, e dunque
Fy, ¢ di classe C!. Percio

R S CORT

g

1 (=2 55
=Vt (5:5)

Una variabile casuale la cui densita ¢ data da (5.5]) si dice Normale o Gaussiana di media p e
varianza o>

, € sl scrive

X ~ N(p,0%).

Passando per la funzione di ripartizione come nell’argomento precedente, si dimostra (esercizio!)
che se X ~ N(pu,0%) e a,b € R, a#0, allora

aX 4+ b~ N(ap +b,a’c?).
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In particolare
X —p

g

~ N(0,1).

Le variabili casuali Normali sono senz’altro le piu usate nelle applicazioni. Detto in modo
grossolano, questo ¢ perché ogni qual volta una quantitd aleatoria é la somma di molte
quantita aleatorie indipendenti, allora la sua distribuzione ¢ approssimativamente Gaussiana.
Una versione parziale, ma rigorosa, di tale affermazione, verra data nel prossimo capitolo,
con il teorema limite centrale.

Anche per le variabili casuali Gaussiane é facile calcolare la funzione generatrice dei
momenti. Sia X ~ N(0, 1).

1 +eo tr—ig2
’)/X(t) = E (& 2 dCC
—00

L’integrale precedente viene calcolato usando il metodo del completamento dei quadrati, molto
utile per integrali gaussiani. Si tratta di osservare che

1 1 t2
te — 51‘2 = —5(1‘ — 1) + 5
Pertanto oo
2 1 1 2
t)=€e2 — e 2@ g,
)=t = [

1

Ve
varianza 1, e quindi il suo integrale ¢ 1. Ne segue che

. . 1l )2 . e . C . . ) .
Si osservi che e~ 3@=1% & la densita di una variabile casuale Gaussiana di media t e

N

t

1x(t) =ez.

Per calcolare la funzione generatrice di una generica Gaussiana si procede come segue. Sia
Y ~ N(u,0?). Da quanto sopra osservato, Y si puo scrivere nella forma Y = 07 + u, con
Z:=(Y —p)/o~ N(0,1). Ma allora

t2 02

w(t)=FE (et(az+”)> = e"E (e'77) = eltyy(to) = elte 2

La proprieta enunciata nella seguente proposizione ¢ di estrema importanza.

Proposizione 5.11. Siano X ~ N(u1,03) e Y ~ N(uz,03) indipendenti. Allora
X +Y ~ N(ui + p2, 07 + 03).

Dimostrazione. Iniziamo col supporre p; = p2 = 0. Dal Teorema [5.6] si ha

fxiv(z) = /fX(Z —z) fy (z)dx
1 1 1
i —— /exp [—%‘%(z - ZL‘)2:| exp [—%‘%xﬂ dx

1 1 ) 1/1 1 )
- S+ =) @-62d
2m0107 T [2<a%+a§>z]/ eXp[ 2(&*@)“ @} v




dove £ = —2Z—=. Utilizzando il fatto che

o114/ o'% +o5

1/1 1 1 1\
/exp[z@%*a;)“92}“:%”(05*09 ’

con un po’ di calcoli si trova

Fxav(2) ! -]
X4vY(8) = —F/——————exXp |———5—-2" |,
" 27(02 + 02) 2(0 +03)

cioe X +Y ~ N(0, O’% + 0’%). La proposizione ¢ dunque dimostrata nel caso p; = pe = 0.
In generale, per quanto appena visto, abbiamo che (X — 1) + (Y — p2) ~ N(0,0% + 03),
da cui segue che X +Y = (X — p1) + (Y — p2) + p1 + po ~ N(u1 + pa, 03 + 03).
O
5.4 Calcoli con densita: alcuni esempi
Esempio 5.12. Sia X ~ N(0,1) e Y = X?2. Allora
Fy(x) =0 sex <0.
Se invece x > 0

Fy(z) = P(X? < ) = P(—/I < X < /i) = P(X < V&) — P(X < /)

= Fx(Vr) — Fx(=x),
dove si é usato il fatto che
P(X < /@) = P(X < —/&) = Fx(—/7)

(perché?). Dunque Fy & C! su R\ {0}, continua su R, e dunque

fr(z) = Fy () Fx (V) + Fx(—V7)]

_ 1
“ oy

= 5o X (V) + Lx(—VE) T @) =

\/% 1[0,-1—00) ('7})7

ossia Y ~ x2(1) =T'(3,

).

Esempio 5.13. Siano Xi, Xo,...,X,, ~ N(0,1) indipendenti. Dall’Esempio e dalla
Proposizione segue che

N[ —=

1
X%+X§+-~+X§~F<Z,2> = x2(n).
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Esempio 5.14. Siano X,Y ~ Exp()) indipendenti. Definiamo Z = max(X,Y) e W =
min(X,Y). Vogliamo determinare la distribuzione di Z e W. Quanto visto nel caso discreto
nella Proposizione [3.60| riguardo alla funzione di ripartizione del massimo e del minimo di
variabili casuali indipendenti continua a valere per variabili casuali generiche, in quanto non
veniva usata la discretezza dello spazio di probabilita. Percio

Fy(x) = Fx(z)Fy(z) = F3(z), Fw(z)=1—(1—Fx(2))(1 - Fy(z)) =1— (1 — Fx(z))>.

Essendo
Fx(z) = Fy(z) = [L — e M]1[g 100) (7),

abbiamo che F; e Fyy sono di classe C! a tratti, e dunque

fz(x) = 2Fx (2) fx(z) = 2M(1 — e ) 1) 1 o) (2),

fw (@) = 2(1 = Fx(2)) fx () = 20 1) o) (@).
In particolare, W ~ Exp(2X).
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Capitolo 6

Teoremi1 limite classici

I Teoremi limite classici, la legge dei grandi numeri e il teorema limite centrale, costituiscono
il nucleo del Calcolo delle Probabilita, per la loro portata sia teorica che applicativa. La
legge dei grandi numeri &, tra ’altro, alla base della molti algoritmi che utilizzano metodi
probabilistici (metodi di Monte Carlo). Il teorema limite centrale giustifica il ruolo centrale
che le variabili casuali Gaussiane hanno nella modellistica e nella statistica. Inoltre consente di
effettuare numerosi calcoli approssimati di probabilita di interesse applicativo (approssimazione
normale).

6.1 La legge dei grandi numeri

Sia data una successione (X, )n>1 di variabili casuali scalari definite nello stesso spazio di
probabilita (€2, .4, P). Per avere piu chiaro il senso di cid che segue, si pud immaginare che le
X, rappresentino misurazioni successive di una grandezza, ad esempio una grandezza fisica,
la cui aleatorieta ¢ dovuta all’imprecisione degli strumenti di misura. Se si effettuano n misure
successive, € assai naturale considerare la media aritmetica dei risultati ottenuti, cioé

1 n
Xn =~ Z;X
1=

Nel linguaggio del calcolo delle probabilita, X, ¢ detta media campionaria. Una parte
considerevole dei teoremi limite del calcolo delle probabilita riguarda il comportamento
asintotico, per n — +o0, della media campionaria.

Definizione 6.1. Si assuma che le X,, ammettano tutte la stessa media p € (0, 00). Diremo
che la successione (X,,) soddisfa alla legge debole dei grandi numeri se per ogni € > 0
lim P(|X, —ul>¢€ = 0. (6.1)
n—-+4oo
In altre parole, la legge dei grandi numeri afferma che per n — oo la media campionaria

X,, converge (nel senso descritto da (6.1])) verso media probabilistica, fornendo cosi una
giustificazione a posteriori della nozione di valor medio.

Resta naturalmente da stabilire sotto quali condizioni sulla successione (X,,) sia valida la
legge dei grandi numeri. L’ipotesi piti comunemente assunta & quella in cui le variabili X,
sono tra loro indipendenti e che abbiano tutte la stessa distribuzione. Diremo, in tal caso,
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che le variabili X,, sono indipendenti e identicamente distribuite (i.i.d.) o, pitt semplicemente,
che (X,,) ¢ una successione i.i.d.. Facendo I'ipotesi aggiuntiva che le variabili X,, ammettano
momento secondo, é facile dare una dimostrazione elementare della legge dei grandi numeri.

Proposizione 6.2. Sia (X,) una successione di variabili i.i.d. che ammettono momento
secondo. Allora la successione (X)) soddisfa alla legge debole dei grandi numeri.

Dimostrazione. Poniamo p = E(X,,), e 02 = Var(X,). Dalla linearita del valor medio si
vede che

E(X,) = . (6.2)
Inoltre, usando il Corollario si ha
— 0’2
Var(X,) = —. (6.3)
n

Ma allora, applicando a X, la Disuguaglianza di Chebischev, si ha

(6.4)

da cui la tesi segue immediatamente. O

Osservazione 6.3. Nella Proposizione [6.2] 'ipotesi che le variabili siano i.i.d. puo essere
notevolmente indebolita. Infatti ¢ sufficiente assumere che le variabili X,, abbiano tutte la
stessa media e la stessa varianza, cioé E(X,) = p e Var(X,) = o2 per ogni n € N, e che siano
scorrelate a due a due, cioé Cov(X;, X;) = 0 per i # j, e le relazioni e continuano
a valere (si veda il Corollario . Di conseguenza anche la relazione ([6.4) resta valida e si
ottiene la legge debole dei grandi numeri sotto queste ipotesi pitl generali.

Usando una tecnica piil sofisticata, & possibile dimostrare la legge debole dei grandi numeri
per successioni i.i.d., senza assumere l’esistenza del momento secondo. Riportiamo di seguito
I’enunciato (la dimostrazione ¢ qui omessa).

Teorema 6.4. Sia (X,) una successione di variabili i.i.d. che ammettono valor medio. Allora
la successione (X,,) soddisfa alla legge debole dei grandi numeri.

Esempio 6.5. Per avere un’idea della portata applicativa della legge dei grandi numeri,
consideriamo il seguente problema. Sia f una funzione di R in R Riemann integrabile
nell’intervallo [a, b]. Le funzioni il cui integrale ¢ calcolabile esattamente con metodi analitici
sono, in realta, abbastanza poche, e percid sono importanti metodi numerici per il calcolo
approssimato di tale integrale. I metodi piti comuni consistono nel “discretizzare” 1'intervallo
[a,b], e, ad esempio, approssimare fab f(x)dx con la somma di Riemann

Jbg}f(a—{—]if(b—a)),

dove 1/N ¢ il “passo” della discretizzazione. Tale approssimazione “ingenua”, basata diretta-
mente sulla definizione di integrale di Riemann, puo essere migliorata, in particolare quando
siano note ulteriori informazioni su f come, ad esempio, la sua derivata. Per una f sufficiente-
mente “buona” é possibile, una volta fissato il massimo errore di approssimazione “tollerabile”,
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determinare esattamente quanto grande dev’essere N per garantire di non superare tale soglia
di errore.

Gli algoritmi stocastici, ossia quelli che utilizzano generazione di numeri casuali, sono
basati su un principio diverso. Vengono fissati due numeri: la soglia di errore e la massima
probabilita tollerabile di commettere un errore maggiore della soglia data. In altre parole, non
si pretende la certezza di commettere un errore piccolo, ma soltanto che sia estremamente
improbabile commettere un errore maggiore della soglia fissata.

Tornando ai dettagli del problema in esame, siano Xi,..., Xy ~ U(a,b) indipendenti, In
altre parole, X1,..., Xy sono N numeri casuali generati con distribuzione uniforme in [a, b].
Si noti che, per ogni 4,

b
B0 =5 [ F)de.

La legge dei grandi numeri applicata alle variabili casuali f(X7),..., f(Xn), ci dice che

lim P
N—+oc0

1 & 1 b
N 2100 - o [ s > ] ~o,
i=1 a
dove € > 0. Dunque, se N ¢ sufficientemente grande, la quantita aleatoria % sz\; 1 f(X;) ¢ una
buona approssimazione dell’integrale “normalizzato” ﬁ f: f(x)dx con probabilita elevata. Si

puo dire di pit. Sia € la soglia di errore nel calcolo di ﬁ ff f(x)dz, e § > 0 la probabilita
con cui si accetta di compiere un errore maggiore di €. Vogliamo determinare quanti numeri
casuali dobbiamo generare affinche

P

1 & 1

— X)) — —— dx| > €| <. 6.5
N 2100 = 5= [ sl e]_ (65
Dalla dimostrazione della Proposizione , sappiamo che la probabilita in (6.5) é minore o
uguale a 7‘/“2{; ](\/Xl)]
x € [a,b]. Allora

. Supponiamo sia nota una costante M > 0 tale che |f(z)| < M per ogni

Var[f(X1)] < E[f*(X1)] < M.
Ne segue che la disuguaglianza (6.5)) vale se

M? M?
62—N§6 — NZ@' (6.6)

Dunque, se generiamo almeno %22 numeri casuali, sappiamo che con probabilitd maggiore o
uguale a 1 — ¢ la quantita + Zfil f(X;) dista non pi di € da 3 ff f(z)dz.

Questo metodo per il calcolo approssimato di integrali definiti ha il vantaggio di essere
molto facile da implementare, in quanto richiede solo un generatore di numeri casuali con
distribuzione uniforme. Tuttavia, bencheé le disuguaglianze in possano essere migliorate,
per ottenere una precisione accettabile é necessario generare molti numeri casuali, il che
rende questo metodo meno efficiente degli algoritmi “deterministici”’. Questo discorso cambia
radicalmente quando si tratta di calcolare integrali di funzioni di molte variabili. In tal
caso esistono varianti multidimensionali dell’algoritmo appena descritto, che risultano, in
dimensione elevata, assai piu efficienti degli algoritmi deterministici.
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6.1.1 Il teorema di approssimazione di Weierstrass

Tra le conseguenze piu interessanti della legge dei grandi numeri (o, pitt semplicemente,
della disuguaglianza di Chebischev) ¢ la seguente dimostrazione costruttiva del teorema di
approssimazione di Weierstrass. In cio che segue, per f € C([0, 1]), consideriamo la seguente
successione di polinomi, detti i Polinomi di Bernstein di f:

=S (0 ta-ar

Teorema 6.6. Se f € C([0,1]), la successione dei Polinomi di Bernstein di f converge
uniformemente a f, cioé

lim —sup [f(z) —pa(z)] = 0.
n—+00 1c10.1]
Dimostrazione. Ricordiamo che una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato di
R ¢ limitata e uniformemente continua, cio¢ M := sup,¢( ) |f(*)| < +00, e per ogni € > 0
esiste 0 > 0 tale che |y —z| < d§ = [f(y) — f(x)] <e.
Fissiamo dunque € > 0, e sia § tale che |y —z| < § = |f(y) — f(z)| < €/2. Siano inoltre,
per z € [0,1], X1, Xo,..., X, ~ Be(z) indipendenti. Sia inoltre

Ape={|Xn— x| > €}
Per lo stesso argomento usato nella dimostrazione della legge dei grandi numeri

z(l—x) < 1
nez T 4ne?’

(6.7)

P (A <

dove si & usato il fatto che la funzione x — z(1 — z) ha massimo in = 1/2. A questo punto,
osservando che

pn(x) =F (f(yn)) )
e usando , si ha
(@) —pn()| = [f(2) — E (f(Xn))| = |E (f(z) = F(Xn)| < E[|f(2) — F(Xn)]]
= B[, [f@) - FX)]] + B [Lag |f(2) = £

€
<2MP(Ape) + 5P (A5 ) < 53

n,e

+Ec
— €
2

se n > ng, per un opportuno ng. Poiché quest’ultima stima é indipendente da x, la conclusione
segue facilmente. O

6.2 Il teorema limite centrale: enunciato e metodo dell’appros-
simazione normale

La dimostrazione del Teorema come abbiamo visto, & basata sul fatto che X, ha varianza
che tende a 0 per n — +o0. Se la differenza X,, — p, dove u = E(X;), viene amplificata di
una quantita proporzionale a /n, si ottiene una nuova successione di variabili casuali,
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che hanno media zero e varianza uguale a 02 = Var(X;) (verificarlo!). Il teorema limite
centrale fornisce la distribuzione di Y,, nel limite per n — 4o00.

Prima di enunciare il teorema, osserviamo che le variabili casuali Gaussiane hanno un
comportamento peculiare rispetto 1’espressione . Infatti, applicando ricorsivamente la
Proposizione si ha che se X1, Xo,..., X, ~ N(u,0?) indipendenti, allora X1 + X5 +
o+ X, ~ N(np,no?), e quindi

Y, = vn[X, — u] ~ N(0,0%).

Dunque, se le X; hanno distribuzione Gaussiana, Y;, ha anch’essa distribuzione Gaussiana, e
tale distribuzione ¢é indipendente da n. Il teorema limite centrale afferma che, anche se le X;
non hanno distribuzione Gaussiana, la distribuzione di Y,, é “vicina”, in un senso opportuno,
ad una Gaussiana. Seguendo la tradizione piu diffusa, enunciamo il teorema limite centrale
usando la successione normalizzata (con varianza 1) Z, = %Yn, anziché Y,,.

Teorema 6.7. (teorema limite centrale). Sia (X,) una successione i.i.d. di variabili casuali
che ammettono momento secondo e con varianza non nulla. Posto u = E(X,,), 0? = Var(X,)
e

Xy

Zn 7_#\/57
g

allora per ogni x € R
lim P(Z, <z)=P(Z <x),

n—+oo

dove Z ~ N(0,1).

Il Teorema la cui dimostrazione verra data nel paragrafo successivo, pud essere usato
per effettuare calcoli approssimati di probabilita legate alla media campionaria. Lo schema,
che chiameremo di approssimazione normale, &€ quello descritto nell’esempio seguente.

Esempio 6.8. Si lancia n volte un dado equilibrato.
(a) Se n = 1000, qual é la probabilita che il punteggio totale sia minore o uguale di 34007

(b) Quanto grande deve essere n affinché con probabilitd maggiore o uguale a 0.99 il
punteggio totale sia almeno 3.3n?

(c) Quanto grande deve essere n affinché con probabilitd maggiore o uguale a 0.99 il
punteggio totale sia almeno 5007

La strategia che si segue é la seguente, in tutti e tre i casi. Sia X; il punteggio ottenuto
all’i-esimo lancio. Si esprime la probabilita in esame in termini di

Zn,

Xn — M
/= /n.
o
Successivamente, assumendo n sufficientemente grande, si sostituisce a Z, il “limite” Z,

ottenendo un valore approssimato, ma esplicitamente calcolabile.

(a) Vogliamo calcolare
P(X1 + - 4+ X000 < 3400)

0, equivalentemente,

P (X1000 < 3.4). (6.9)
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Si noti anzitutto che le variabili casuali X; assumono i valori 1,2, 3,4, 5,6 ognuno con
probabilita 1/6. Da cio si trova facilmente che

E(X;)=p=35

Var(X;) = o? ~ 2.917.
La probabilita in si puo riscrivere nella forma, con n = 1000,

34—y

P <Zn < \/ﬁ) ~ P(Z, < —1.85).

Se n é “sufficientemente grande”, la probabilita precedente & approssimativamente uguale
a
P(Z < —1.85) = ®(—1.85),

dove con ® denotiamo la funzione di ripartizione di una normale standard. I valori di ®
si possono trovale in apposite tavole, che tipicamente forniscono i valori di ®(z) per
x > 0. I rimanenti valori di ® si ottengono osservando che, essendo la densita di Z una
funzione pari,

O(—x)=P(Z<—z)=P(Z>z)=1-9(x).

Concludiamo allora che

Procediamo come sopra, ma lasciando incognito il valore di n. Vogliamo che sia
P(X1+---+ X, >3.3n) >0.99

0, equivalentemente,

0.99< P(X,>33)=P (Zn > 33~ “ﬁ) ~ P (Zy, > —0.117y/n)
g

~ P (Z > —0.117/n) = ®(0.117/n).

In altre parole vogliamo trovare per quali valori di n

$(0.117/n) > 0.99. (6.10)
Dalle tavole per ® si vede che

®71(0.99) ~ 2.326.
Essendo @ strettamente crescente, é equivalente a

0.117/n > 2.326 < n > 395,23 < n > 396.
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(c) Vogliamo che sia

500 _
P(X1+ -+ X, > 500) > 0.99 < P(an n“ﬁ) > 0.99.
g

Come prima, approssimiamo la precedente probabilita con quella corrispondente rim-
piazzando Z, con Z, ottenendo

200
o —" /) =099,

g

che equivale a
500
200,

—"T\/ﬁ > 2.326,
che riscriviamo nella forma
3.5n — 3.973v/n — 500 > 0.
Risolvendo la precedente come disequazione di secondo grado in y/n, si trova

Vn > 1253 < n > 158.

Naturalmente, i risultati ottenuti nell’esempio precedente si possono considerare affidabili
se effettivamente Z,, é “molto vicino” al suo limite Z. Esistono risultati che forniscono stime
esplicite per 'errore in tale approssimazione. Ci basta qui rimarcare che se la distribuzione di
X, non ¢ troppo asimmetrica rispetto alla media, le probabilita del tipo P(Z, € I), con I
intervallo di R, sono in termini pratici indistinguibili da P(Z € I) quando n & dell’ordine di
alcune decine. Nella gran parte dei casi n > 30 é sufficiente ad avere un’ottima approssimazione.
Dunque, se nell’Esempio con riferimento ai quesiti b. e c., avessimo ottenuto dei valori di
n minori di 30, tali valori si sarebbero dovuti scartare, in quanto per essi il procedimento di
approssimazione usato non ¢& affidabile.

Una stima pit precisa di quanto dev’essere grande n per poter usare I’approssimazione
normale & nota nel caso in cui le variabili casuali X; ~ Be(p). In tal caso I"approssimazione
¢ buona se np > 5. Se p = 1/2, per cui la distribuzione di X; ¢ esattamente simmetrica
rispetto alla media, é sufficiente che sia n > 10. Nel caso di p molto vicino a 0 o a 1, per cui
la distribuzione é altamente asimmetrica, sono necessari valori pitt grandi di n. Ad esempio,
per p = 0.01, occorre avere n > 500!

Osservazione 6.9. Nelle parti a. e c. dell’esempio [6.8 abbiamo visto istanze del seguente
problema: date n variabili casuali i.i.d. a valori interi X1, Xo,...,X,, e m € N calcolare,
usando I’approssimazione normale,

P(X1+ -+ X, <m). (6.11)

Posto p = E(X;) e 0?2 = Var(X;), la probabilita in (6.11)) ¢ uguale a

@(Z_“\/ﬁ) (6.12)

o
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Tuttavia, usando il fatto che le X; sono a valori interi, la probabilita in (6.11]) & uguale a
PXi+--+X,<m+1)

che, usando di nuovo 'approssimazione normale e la continuita di ®, ¢ approssimativamente

o <m:10_“\/ﬁ> : (6.13)

Nell’esempio la differenza tra (6.11]) e (6.13)) & pressoché irrilevante, ma non é sempre cosi.
Supponiamo, ad esempio, n = 25, X; = Be(1/2) e m = 15. In questo caso p=1/2, 0 =1/2.
Pertanto

uguale a

i <?:U_”\/ﬁ> = ®(1) ~ 0.841,

mentre

g

m+l _ m
d (”ﬁ) = ®(1.4) ~ 0.919.

La differenza é considerevole! Per avere comunque una buona approssimazione & opportuno
usare la cosidetta correzione di continuita, che consiste nel rimpiazzare m in (6.11)) con
m 4+ % Tale “mediazione” tra e , nel caso delle distribuzioni “usuali” (Binomiale,
Geometrica, Poisson, che hanno un andamento sufficientemente regolare) migliora talvolta
considerevolmente la precisione nell’approssimazione. Nell’esempio appena considerato

m+1/2 _y
o (n\/ﬁ> = $(1.2) ~ 0.8849.
g

Il valore esatto della probabilita stimata é

15

1 25
o > <k) ~ (.8852,
k

=0

da cui si vede 'estrema accuratezza dell’approssimazione.

6.3 Teorema limite centrale: dimostrazione

La dimostrazione del Teorema [6.7] verra divisa in pit passi. Inoltre, dimostreremo prima
il teorema sotto l'ipotesi aggiuntiva che le variabili casuali X; ammettano momento terzo.
Il caso generale necessita di un po’ piu di attenzione, e verra trattato alla fine di questo
paragrafo. Iniziamo con alcuni lemmi ausiliari.

Lemma 6.10. Denotiamo con Cg’ linsieme delle funzioni di R in R le cui prime tre derivate
esistono continue e limitate. Sia (Zy,)n>1 una successione di variabili casuali, e Z una variabile
casuale la cui funzione di ripartizione Fy é continua. Supponiamo che per ogni g € Cg’ St
abbia che

lim Elg(Z,)] = Elg(Z)].

n—-4o00

Allora per ogni x € R
lim Fz, (z)= Fz(z).

n—-+o0o
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Figura 6.1: Una rappresentazione grafica delle funzioni gi e gx, che approssimano dall’alto e
dal basso la funzione indicatrice 1(_ 4(-).

Dimostrazione. Sia x € R, e k > 1. Denotiamo con g e gr due elementi di Cg’ tali che per
ogni z € R
L sow-1](2) S 9k(2) < Lcooa) (2) < 9r(2) S 1L 0y1)(2)-

k
(vedi Figura[6.1)).

Ne segue che, per ogni variabile casuale W
1 -
A (2= 1) = B[ V)] < BV < B [1 ()]
1
= Fw(@) < BlgaW)] < B[1_ o) = Fir ( " k) C (614)
Usando le disuguaglianze in (6.14) e I'ipotesi, abbiamo

lmonp £z, (1) <l Blge(Z)| = Elo(2) < Pz v+ 1)

n—-+o0o
€

i P, (2) > i ElGu(Z0)] = E3(Z)] = P (2= 1 ).
Pertanto

1 1
Fylx—— ) <liminf Fy (z) <limsupFy, (z) < Fz|z+ - |.
k n—+oo " k

n——+o00o

Prendendo il limite per £ — +oo nelle disuguaglianze precedenti e usando il fatto che, essendo
F'7 continua,
1 1
k—l>I-iI-loo d (x k) k—lfir-loo d (1,‘ k‘> Z(x)’

liminf Fz (z) = limsup Fyz, (z) = Fz(z),

n—+00 n—-+o0

troviamo

e si conclude. O
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Lemma 6.11. Siano V,Y,Z tre variabili casuali indipendenti tali che Y,Z ammettono
momento terzo, E(Y) = E(Z), E(Y?) = E(Z?). Sia g € C} e C = sup,eg |9®) (2)]. Allora

[Elg(V +Y)] = Elg(V + 2)]| < % [E(YP) + B(Z]%)] .

Dimostrazione. La formula di Taylor per funzioni di classe C? con resto integrale ci da, per
ogni x,h € R

ol +h) = g(x) + g (W)h + Lo (22 + Bal, ),

dove

In particolare

C
[Ra(e, )| < <[P (6.15)

Si ricava facilmente che

glx+h)—glx+k)=g(x)h— k| + %g"(:ﬂ)[h2 — k?] + Ry(z, h) — Ro(z, k). (6.16)

A questo punto poniamo, in , x=V,h=Y, k=7 e prendiamo la media:
Elg(V+Y)]-Elg(V+2)] = E[g'(V)(Y—Z)]+%E[9"(V)(Y2—ZZ)}+E[R2(V, Y)—Ry(V, Z)].
Ma, essendo V.Y, Z indipendenti e E(Y) = E(Z), E(Y?) = E(Z?), abbiamo

Elg (V)Y =2)] = Elg(V)IE[Y -2)| =0 E[g"(V)(Y*~Z*)] = El¢"(V)]|E[(Y*~Z?)] = 0.
Ne segue, anche usando ,

[Elg(V +Y)] = Elg(V + 2)]| = [E[R2(V,Y) — Rao(V, Z)]| < E[[Ro(V,Y) ] + E[| R2(V, Z)]]

< S [y + B(2P).

che completa la dimostrazione. ]

La seguente proposizione rappresenta il “cuore” della dimostrazione del Teorema [6.7]

Proposizione 6.12. Siano Y1,Ys,...,Y, variabili casuali i.1.d., che ammettono momento
terzo, e tali che E(Y1) =0, E(Y#) = 1. Siano inoltre W1, Wa, ..., W, variabili casuale con
le medesime proprieta, cioé sono i.i.d. , E(Wy) = 0, E(W}) = 1. Sia inoltre g € CJ e
C = sup,cg |9 (z)|. Allora

o (555 () G
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Dimostrazione. SiaY := (Y1,Ya,...,Y,) e W := (Wy, Wa, ..., W,). Il risultato da dimostrare
dipende solo dalle distribuzioni marginali di Y e W, ma non dalla distribuzione congiunta
di Y e W. Non é percio restrittivo assumere che Y e W siano indipendenti, cioé le variabili
casuali Y7,Yo,...,Y,, W1, Wy, ..., W, sono tutte indipendenti tra loro. L’'idea chiave consiste
nello scrivere la seguente somma telescopica:

() ()
_"i{E [g<Y1+"'+Yk+Yk+\}ﬁ+Wk+2+"'+Wn>}
—E[g<Y1+'“+Y’“+W’“t/1%+w’“+2+m+w’”‘>}}.

S {ela (w0l (n )

dove abbiamo posto

k=0

i+ Y+ Wipo +---+ W,

Per il Lemma [6.11]

o i 5] - o )< G0

vn vn ny/n
Pertanto
(" ﬁ””ﬂ—E[g(W“HW")H
< [efo (e ] ol ()
< oS EMM )+ E(WP) _ CE(NP) + E(WAP)
ny/n 6 vn '

che é quanto volevamo dimostrare.
O

Dalla proposizione precedente segue il fatto, assolutamente non banale e non intuitivo, che

b () b (e

indipendentemente dalle distribuzioni delle Y; e delle W;.

Dimostrazione del Teorema con Uipotesi aggiuntiva E(|X1|?) < +00. Usando le notazio-
ni nell’enunciato del Teorema [6.7} poniamo




Sia inoltre (W,,) una successione di variabili casuali i.i.d. con distribuzione N(0,1). Per quanto
visto nella Proposizione [5.11

Wit #Wn | No, ).
NG

Quindi, se Z ~ N(0,1) e g € C3,
Wi+---+W,
E ———— || = E[g(Z
o (M) | < Bz

ed & quindi indipendente da n. Quindi possiamo applicare (6.17) e otteniamo

. Yi+---4Y,

1 E ———— || = E[g(2)].

Jm [g ( Tn ﬂ 9(2)]

A questo punto, per completare la dimostrazione e dimostrare la convergenza delle funzioni
di ripartizione, basta applicare il Lemma [6.10 O

Nella parte restante di questo paragrafo vedremo come modificare la precedente dimo-
strazione al fine di dimostrare il Teorema [6.7] senza I'ipotesi aggiuntiva E(|X1|?) < 4+o0. La
modifica fondamentale € costituita da una versione piu raffinata del Lemma [6.11

Lemma 6.13. Siano V.Y, Z tre variabili casuali indipendenti tali che Z ammette momento ter-
20, E(Y) = E(Z), BE(Y?) = E(Z?). Sia g € C} e C3 = sup,cg |¢¥) (z)|, C2 := sup,cg 9" (2)]
. Allora, per ogni € > 0

Cs Cy Cs
[Elg(V+Y)] - Elg(V +2)]| < B (IYP1yi<g] + - & (Y1) + < £ [1Z]°]
Dimostrazione. La formula di Taylor arrestata al primo ordine ci da

xz+h
g(x+h) =g(z) + ¢ (z)h + / (x+h—t)g"(t)dt

T

1 z+h
= gl@) + g @+ 50" @I+ [ (b= bl (0~ o @)

= 9(a) + g (@)h+ 3" (@A + Rl h),

dove ) th
Ra(z,h) = / (z+h - B)[g"(t) — g (@))dt,

e dove abbiamo usato il fatto che
z+h h2
/ (ot h—tydt ="

Per stimare Ry(z, h) osserviamo anzitutto che

2

— sup |g"(t) — g"(z)].

x+h
Raeh)| < swp g0 -g"@] [ (@bt =
T 2 te(z,x+h]

te|z,z+h]
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Ora, usiamo due diverse stime della differenza |¢”(t) — ¢"(z)|. per t € [z, 2 + h]. In modo
banale

19"(t) — g" ()] < 2C2 (6.18)
Inoltre, per il teorema del valor medio

lg" (t) — ¢" (x)| < Cs|t — | < Csh. (6.19)
Ora, usiamo ((6.18]) se |h| > € e (6.19)) se |h| < e. Otteniamo

_ C
|Ro(a, h)| < C2h®1;_ ge(h) + ;]h[31[,676](h). (6.20)

Applicando ([6.16]) esattamente come nel Lemma ma usando il resto Ry per g(V +Y) e
Ry per g(V + Z), otteniamo:

Elg(V+Y)]=Elg(V+Z)] = Elg'(V)(Y = 2)]+5 Elg"(V)(Y? = Z*)]+ E[Ro(V,Y )~ Ra(V, Z)].

2
Come nel Lemma essendo V.Y, Z indipendenti e E(Y) = E(Z), E(Y?) = E(Z?),

abbiamo
Eld(V)(Y-2)] = E[¢d(V)IE(Y -Z)] =0 E[¢"(V)(Y?-Z%)] = E[¢"(V)|E[(Y*-Z?)] = 0.
Pertanto,

|Elg(V +Y)] = Elg(V + 2)]| = |E[Ra(V.Y) = Ro(V. 2)]| < E[|Ra(V.Y)[] + E[| Ro(V, Z) ]

C C
< CoF [YR1 g (V)] + 2B VP q(0)] + B (1ZF)

che completa la dimostrazione. ]
Prima di completare la dimostrazione del Teorema dimostriamo il seguente Lemma.
Lemma 6.14. Sia (2, A, P) uno spazio di probabilita, e X € L' (2, A, P). Allora
Jim B [ X[1[_qqe(X)] = 0.
Dimostrazione. Dimostriamo la tesi solo nel caso in cui (2, A, P) = (€2, P) ¢ uno spazio di

probabilita discreto. Il caso generale richiede argomenti un po’ piti avanzati, non trattati in
questo corso. Usando la definizione di somma infinita

E(X[=) IXWIP{o}) = sup Y [X(w)P({w}).

ppr ACQ:|Al<+00 ST

Pertanto, per ogni € > 0, esiste un sottoinsieme finito A, di Q2 tale che

Y X@IP({w}) = EIX|) -

wEA,
Sia a. := max{|X(w)| : w € A}, che ovviamente ¢ finito poiché A, ¢ un insieme finito.
Abbiamo
Y. X@IPHw) = Y IX(@)IPHw}) = ElIX] ¢
w:| X (w)|<ae wEA,
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quindi

E[IX1f a0 (X)] =EIX[[= Y [X@P{w}) <e
w:| X (w)|<ae
Da questo la tesi del Lemma segue immediatamente. O

Dimostrazione del Teoremal6.7. Seguiamo 'argomento e le notazioni usate nella Proposizio-
ne m Poniamo Y; := Xia_“, Wi, Way,...,W, ~ N(0,1) indipendenti. Allora, come nella
dimostrazione della Proposizione per g € C’g si ha

b ()
:Z{ [( +Yk+Yk+\}ﬁ+Wk+2+ +Wn>}

k=0
Vit A Ve A Wopn + Wigo +--- + Wi
— FElg i .

::Z;:{E [9<Vk+}:k/—%l>] —E[Q<Vk+ W\%l)]}
Y1+"'+Yk+\/wjk+2+”'+wn.

con

Vi =

Per il Lemma [6.13

lo(ue )] -2l (v S)]

C
1 2 3
< C2n E [Yl 1[—6\/ﬁ,ﬁe}c(m):| + 2n\/ﬁ

C
3 3
BIViPU yriemg V)] + 6, =B,

Percio

() o)

@wwm%mmﬂ+7ﬂW1fwﬂﬁ77mmﬁ

C
< (CYFE |:Y121[—6\/ﬁ7\/’ﬁ€]c(yl):| — €+ VE(‘W1’3)7

dove abbiamo usato il fatto che |Y1\31[_\/E€7\/;L€] (Y1) < ey/n|Y1|%. Mandando n — +oo e
usando l'arbitrarieta di €, concludiamo che

b b () o

Da qui in poi la dimostrazione ¢ identica a quella vista in precedenza con l'ipotesi aggiuntiva.
O
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Capitolo 7

Applicazioni alla statistica
matematica

In questo capitolo applicheremo alcune delle nozioni fin qui introdotte alla Statistica Matemati-
ca. Lo scopo del primo paragrafo é quello di fornire qualche nozione fondamentale di Statistica
Matematica, senza peraltro alcuna pretesa di sistematicita o completezza. Successivamente,
studieremo alcuni rilevanti problemi di stima parametrica.

7.1 Qualche nozione di Statistica Matematica

11 Calcolo delle Probabilita fornisce modelli matematici per fenomeni aleatori; la Statistica ha
lo scopo di confrontare il modello con “dati sperimentali”, traendone opportune conclusioni.
Ad esempio, in Statistica Parametrica, viene proposta una classe di modelli dipendenti da
un parametro; avendo a disposizione dati sperimentali, ci si chiede per esempio quale sia il
valore del parametro per cui si ha il miglior accordo con i dati.

Definizione 7.1. Si dice Modello Statistico parametrico una famiglia di spazi di Probabilita
(Q, A, Py) : 0 € ©, dove O viene detto l'insieme dei parametri.

Un modello statistico ¢ dunque una classe di modelli per un fenomeno aleatorio. Nell’ap-
proccio classico alla statistica, si assume che esista un valore di 8 che fornisce il modello
corretto: tale valore va stimato sulla base di osservazioni.

Definizione 7.2. Chiameremo campione una successione (X,)p>1 di variabili aleatorie
a valori reali, definite su €2, che, per ogni probabilita Py, § € ©, sono indipendenti ed
identicamente distribuite. La sequenza finita (X7, Xo, ..., X,,) viene chiamata campione di
taglia n.

Le variabili X,, rappresentano le osservazioni riguardanti il fenomeno aleatorio. La loro
distribuzione dipende dal parametro 6.

o Nel caso in cui le X, siano discrete denoteremo con p(z;6) il valore in = € R della loro
comune densita. Cioe

p(x;0) = Pp(X;1 = ).

e In modo analogo, se le X,, sono variabili casuali assolutamente continue denotiamo con
f(x;0) la loro comune densita.
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Nelle definizioni e risultati che seguono, avremo bisogno di varie ipotesi sul modello
statistico. I risultati che enunceremo possono essere dimostrati anche con ipotesi pit deboli,
al costo di usare tecniche che vanno al di 1a degli scopi di questo testo.

Ipotesi A. L’insieme © ¢ un intervallo aperto di R (che puo essere una semiretta aperta o
tutto R).

Ci limitiamo quindi al caso in cui il modello statistico dipende da un solo parametro reale.
Definizione 7.3. Una successione (Y},),>1 di variabili casuali della forma

Yo = hn(X1, X, ..., Xp),
dove h : R™ — R, viene detta statistica campionaria.

Definizione 7.4. Una statistica campionaria (Y},) si dice stimatore corretto se per ogni 6 € ©
en>1
Ey(Y,) =0,

dove Ejy denota il valor medio rispetto alla probabilita Py (in questa definizione, come nelle
successive, la condizione che Y,, ammetta valor medio rispetto ad ogni probabilitda Py ¢
implicita).

Esempio 7.5. Consideriamo un modello statistico per il quale p(x;#) é la densita di una
variabile di Poisson di parametro § € © := (0, 4+00). Poniamo

Y, = X,.
Si vede facilmente che (Y;,) é uno stimatore corretto.

Definizione 7.6. Una statistica campionaria (Y,) si dice stimatore asintoticamente corretto
se per ogni 6 € ©
lim Ey(Y,) =20,

n——+400
Esempio 7.7. Consideriamo un modello statistico per cui la densita f(z;6) ¢ data da

f(2:0) = 5100 @),

dove # € © = (0,400). In altre parole, X,, ~ U(0,6). Definiamo
Y, = max(X1, Xo,..., Xp).
Anzitutto calcoliamo la funzione di ripartizione di Y;,. Per 2 € (0,6) abbiamo
Fy,(2;0) = Pp(Y, <o) = Pp(X1 <2, Xy < z,...,X, <7) = [Pp(Xg <2)]" = —.

Derivando, si ottiene

nxn—l
Fra(2:0) = —2—1(00)(2)-
Quindi
E(Y)—n/em”dx— " g
o\In) — on 0 - ’I’l+1 P

da cui si vede che Y;, ¢ asintoticamente corretto.
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Definizione 7.8. Una statistica campionaria (Y},) si dice stimatore consistente se per ogni
0 €O eognie>0
lim Py(|Y, —6] >¢) =0.
n—-+00

In termini intuitivi, possiamo dire che se (Y,,) & una statistica campionaria, allora Y,,, per
n grande, & una funzione delle osservazioni che, con probabilita quasi 1, assume valori vicini
al valore vero del parametro 6.

Esempio 7.9. Consideriamo la statistica dell’Esempio La consistenza sello stimatore
deriva immediatamente dalla legge dei grandi numeri.

Esempio 7.10. Consideriamo la statistica dell’Esempio Notare che Py(Y, € (0,6)) = 1.
Quindi
Pg(‘Yn — 0| > 6) = Pg(Yn <6 - 6).

Se € > 0 queste probabilita valgono zero, e non c¢’é nulla da dimostrare. Se invece 0 < € < 0,

9_ n
Fo(¥n =01 >6>=P0<Yn<9—e)=Fyn<0—e;e>=( 0 > :

da cui la consistenza segue immediatamente.

In quanto segue, se (Z,),>1 € una successione di variabili casuali su (€2, A, Py) a valori
reali tale che, per ogni z € R
lim Py(Z, <z)=P(Z<2z2)
n—-+o00
dove Z ~ N(0,1), scriveremo
Z, 2 N(0,1).

Definizione 7.11. Una statistica campionaria (Y;,) si dice stimatore asintoticamente normale
se per ogni # € © esiste una costante positiva o(6), che puo dipendere da 6, tale che

\/ﬁYn—G

D
=R N(0,1). (7.1)

La normalita asintotica di uno stimatore permette di quantificare I’errore di stima che si
commette nello stimare 6 con Y,,. Sia 0 < a@ < 1 e definiamo

Zo = ®7H(1 - a).
Si verifica facilmente che, se Z ~ N(0,1),
P(Z] < 202) =1 —a

Usando ([7.1]), otteniamo

. Y.,—0
i (V| < 2o) =10 "
0, equivalentemente,
, () o(0)
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Dunque, con probabilita che tende a 1 — a per n — +o00, Y,, dista dal valore ignoto del
parametro 6 al piu @za /2. Quest’ultima quantita, tuttavia, dipende dal parametro incognito

vn

6. Nel casi in cuil

g :=supo(t) < +oo,
tco

si ha che

o o o(0) ()
Py <0 € |:Yn - %Za/QaYn + \/ﬁza/2:|> > By <9 € |:Yn - Wza/%yn + %ZQ/Q )

e quindi

. o o
légj_lchg <9 € [Yn — %za/z,Yn + \/ﬁza/g}> >1-a.

L’intervallo

o o
— T =Ra2s Yo +

- o)

viene chiamato intervallo di confidenza asintotico per 6 di livello di confidenza 1 — .

Osservazione 7.12. Si noti che la normalitd asintotica implica la consistenza dello stima-

tore. Questo si puo, ad esempio, vedere da ([7.2)). Infatti, fissiamo € > 0 arbitrario. Per n

. 0
sufficientemente grande, € > '2‘1/27\/%() Pertanto

.. .. Za/QU(e)
liminf Py(|Y,, — 0| <€) >liminf Py ( |V, - 0| < —— | =1—«
n—-+o00 n—-+o0o \/ﬁ

che, per I'arbitrarieta di «, implica

lim Py(|Y, -6 <e) =1,
n—-+00

cioé la consistenza.

Esempio 7.13. Lo stimatore ottenuto nell’esempio [7.5] ¢ asintoticamente normale, con
o(8) = V0. Ciod deriva direttamente dal teorema limite centrale.

Esempio 7.14. Consideriamo lo stimatore (Y;,) dell’esempio Abbiamo visto che P(Y,, <
0) = 1. pertanto, per ogni scelta di o(6), la variabile casuale
Y, —6

o(6)

Vvn
assume solo valori negativi, e quindi non puo essere

Y,—0 b
N =0 = N(0,1).

Quindi lo stimatore non & asintoticamente normale.

Dato un modello statistico ed un associato campione, vi sono varie tecniche per determinare
stimatori con “buone” proprieta. Uno degli approcci pitt generali, e I'unico che tratteremo in
questo testo, & descritto nel prossimo paragrafo.
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7.2 Stimatori di Massima Verosimiglianza

Consideriamo un modello statistico (2,4, Py) con € O, dove © ¢ un intervallo aperto di
R, e sia (X;,)n>1 un campione. Per il momento assumiamo che le X, siano variabili casuali
discrete, con densita p(z;0). Consideriamo n numeri reali z1, z2, ..., Ty, che interpretiamo
come i wvalori osservati delle variabili X1, Xo, ..., X,,. E ragionevole affermare che il valore di
0 che meglio si accorda ai valori osservati € quel valore di 6 che massimizza, rispetto a @, la
probabilita

Py(X1 =21, Xo =22,..., Xy = xn) = p(x1;0)p(22,0) - - p(x0;0).

Assumendo che tale massimo esista e che sia unico, esso dipende dalla scelta di x1,za, ..., Ty:
sard cioé una funzione di x1,x9,..., %y, che denoteremo con én(xl,:cg, ..., Ty). Possiamo
dunque porre R

Y, = 0,(X1, Xo, ..., Xp).

La successione (Yy,)n>1 si dice stimatore di massima verosimiglianza, o stimatore MV.

Per rendere piu precisa la nozione appena introdotta, e per dimostrare alcune proprieta
degli stimatori MV, introduciamo alcune ipotesi ulteriori.

Ipotesi B. Le variabili casuali del campione (X,,),>1 sono discrete, con densita p(z;0), o
assolutamente continue, con densita f(z;6). Inoltre esiste I € B(R) tale che

e perogni § € O, Py(X; € 1) =1;
e per ogni x € I e 0§ € O, si ha che p(x;60) > 0 (risp. f(z;0) > 0);

e per ogni x € I, la funzione 0 — p(z;0) (risp. § — f(x;0)) & continua.

Ipotesi C. Sia n > 1 arbitrario. Per x € I" definiamo
L 0 Ly 1 0
n(z,0) = n; og p(x;,0),
per il caso discreto, e analogamente per il caso assolutamente continuo con f(z;,6) al posto

di p(x;,0). Per ogni x € I", la funzione

0 —-R

ha un unico massimo locale in é(:z:l, x9,...,Tn). Sinoti che, essendo il logaritmo una funzione
strettamente crescente, massimizzare L, (x, 0) equivale a massimizzare p(z1; 0)p(x2,0) - - - p(zy; 0),
come suggerito all’inizio di questo paragrafo.

Ponendo 0, (1, 22, ..., 2,) = 0 per (21, T2,...,2,) & I™, possiamo definire

Y = 0n(X1, Xo, ..., Xn).

La statistica campionaria (Y,),>1 appena definita, si dice stimatore di massima verosimi-
glianza, o MV.
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Ipotesi D. Per ogni 6,t € ©, con 0 # t, le distribuzioni di X rispetto a Py e P; sono diverse.

Ipotesi E. Per ogni 0,t € ©
Ey [(logp(Xl,t))2 < 400,

(o f(X1,t) al posto di p(X1,t) nel caso assolutamente continuo).

Dalle Ipotesi A-E ricaveremo la consistenza dello stimatore MV. Da qui in avanti limitiamo
enunciati e dimostrazioni al caso discreto; gli enunciati si modificano in modo ovvio nel caso
assolutamente continuo; le dimostrazioni richiedono invece qualche attenzione in pit, e saranno
omesse.

Lemma 7.15. Supponiamo che valgano le ipotesi A-E. Allora per ogni 0,t € © la somma
> p(x;0)log p(x;t)
X

¢ finita, e se 0 £t
> p(;0)logp(x;t) <> p(a;0)log p(x; ).

Dimostrazione. Per I'Ipotesi E, la variabile casuale log p(X1,t) ammette momento secondo
rispetto a Py, e quindi ammette valor medio che, per la Proposizione é dato da

> . p(x;0)log p(x;t).
Notamo ora che

Zpa:ﬁlogpxﬁ me@ log p(z;t) = Zp:nt 5. )1ogp(x;.9)).

xzel

Ora usiamo il seguente fatto elementare, che deriva dalla stretta convessita della funzione
h(z) = zlogz — z + 1: per ogni z > 0

zlogz—2z+12>0,
e zlogz — 241 =0 solo per z = 1. Pertanto, per ogni x € I

p(z;0)  p(x;0)
p(z;t)  plast)

p(;0)
p(x;t)

log +1>0,

dove la disuguaglianza & stretta ogni qual volta p(x;0) # p(z;t). Per Ipotesi D, tale
disuguaglianza stretta vale per almeno un x € I. Percio

Zp:rt [ 0))10g (x'.e)_p(:c;.f)_{_l > 0,

da cui la tesi segue facilmente. O

Teorema 7.16. Supponiamo che valgano le ipotesi A-E. Allora la successione (Yy) data da
Y, = 0,(X1, Xo,..., X,) & consistente.
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Dimostrazione. Siano 0,t € ©. Le variabili casuali log p(X,,;t) sono i.i.d. rispetto a Py e, per
Ipotesi E, ammettono momento secondo. Posto

1(6,t) := Eg [log p(Xp; t)] = Y p(;0)log p(x; 1),

per la legge debole dei grandi numeri, per ogni € > 0

lim Py (|La(X, )~ 1(8,8)] > ) = 0. (7.3)

n—-+00

Ma allora

Py (|(Ln(X, ) = Lo(X > << )= 10.0) >
< Py ({|Ln 10,0)] > S} U{ILa(X,0) — 1(0.0)| > 5})
<P ({;L (X.0) = 160)] > 5}) + Po ({1LalX.0) = 16,0) > }).

Percio. per ,
lim Py (|(Ln(X,t) — Ly(X,0) — (1(0,t) —1(0,0)] >¢€) =0. (7.4)

n—-+00

Per il Lemma [7.15] se t # 0, si ha [(0,t) — 1(8,0) < 0. Pertanto, usando (7.4) con ¢ <
1(0,0) —1(0,t), abbiamo che, per t # 6,

lirf Py (Lp(X,t) — L,(X,0) <0)=1. (7.5)
Sia allora, per 6 > 0 fissato ma arbitrario,
Ap = A{Lp(X,0 —0) — Lp(X,0) <0} N{L,(X,0+9) — L,(X,0) <0}

per 3 1 Py(Ay)
im Py(A4,) =1.

n—-+00
Se w € Ay, si ha che Lp(X(w),0) > Lp(X(w),0 —6), e Lp(X(w),0) > Lp(X(w),8 + 6).
Poiché, per Ipotesi B, t — L, (X (w),t) & continua in ¢, si ha che L, (X (w),?) ha un massimo

locale in (6 — 6,60 + 0), per ogni w € A,,. Per Ipotesi C, abbiamo percid
An C {00 (X1, X, .., Xn) € (0= 06,0+ 6)} ={|V, — 0] < 0}

Quindi, per (75)
lim Pp(|Y, — 0] <d) =1,
n—-4o0o

cioé
lim Py(|Y, — 0| >d) =0.
n—-+oo
Per DVarbitrarietd di § cid dimostra la consistenza. O

Ci occupiamo ora di fornire condizioni sufficienti affinché lo stimatore MV sia asintotica-
mente normale. Ci serviranno le seguenti ulteriori ipotesi sul modello statistico.
Ipotesi F. Ulteriore regolarita su p(z;0) (risp. f(z;6)).
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i) Per ogni = € I la mappa 6 — log p(z;6) (risp. log f(x;0)) ¢ di classe C2.

ii) La funzione
d?log p(z; 0)
do?
é continua in 6 uniformemente per x € I; cioé per ogni 8 € © e € > 0 esiste § > 0 tale
che

B(z,0) =

t—0| <6 = |B(x,t) — B(x,0)| < € per ogni x € I.
Nel caso assolutamente continuo la condizione é analoga con f(x;6) al posto di p(x;0).

iii) E lecita la seguente commutazione di somma e derivata: per k = 1,2

dk dk
Zd@’fp )Zmzw:p(x;a)zdeklzo-

Per il caso assolutamente continuo

/gkf d@k/fxe

Osservazione 7.17. La condizione iii) dellipotesi F & un’ipotesi abbastanza debole. Si puo
dimostrare che una condizione sufficiente é la seguente: per ogni 6 € O esiste € > 0 tale che

Z sup

z t€(0—¢0+¢)

d2

ap2?

d
5P p(x; 9)‘<+oo Z sup (a;;@)‘<+oo.

€(6—e¢,0+¢€)

Osservazione 7.18. La condizione ii) dell'Ipotesi F ¢ invece assai restrittiva e, come vedremo,
non ¢ soddisfatta in molti casi interessanti. Essa puo essere indebolita in modo considerevole,
al prezzo di rendere pitt complicata la dimostrazione della normalita asintotica. Un caso
particolare, ma interessante, in cui la dimostrazione che daremo pud essere modificata in
modo abbastanza indolore, ¢ quello in cui B(z, ) ¢ della forma

B(z,0) = ¢(x) + ¢ (x)g(0),
dove g & una funzione continua e Fy[|t)(X1)|] < 400 per ogni 0 € ©.

Ipotesi G. Per ogni 0 € O, la variabile casuale B(X1, #) ammette momento secondo rispetto a
Py

Teorema 7.19. Supponiamo che valgano le ipotesi A-G. Allora la successione (Y,,) data da
Y, = 0,(X1, Xo, ..., X,) & asintoticamente normale, con o(0) dato da

2
o2(0) —FEy[B(X1,0)] = ;p(x;e) [;0 logp(ﬂb‘;@)] .

Alla dimostrazione del Teorema premettiano i seguenti lemmi.
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Lemma 7.20. In uno spazio di probabilita (2, A, P), si considerino due successioni (Zp)n>1
e (Xn)n>1 di variabili casuali a valori reali, tali che

Z, 2 N(0,1)
e, per ogni € > 0

lim P(|X,—1]>¢€) =0.

n—-+o00

Allora
X, Z, 2 N(0,1).

Dimostrazione. Consideriamo le seguenti inclusioni:
{XnZ, <z} C{X,Z, <z,|X,—1| < eJU{(|Xn—1| > e} C{(1—€)Z, < 2}U{| X, —1| > €}.

Quindi
P(X,Z,<z)<P(l-¢€Z,<z)+ P(X,—1] > ),

da cui segue

limsup P(X,Zn < 7) < ® < ’ ) :

n—-+o00 1-ce¢

Facendo tendere € a zero, e usando il fatto che ® & continua, si ottiene

limsup P(X,Z, < z) < &(z). (7.6)

n—-+o0o

In modo analogo

{XnZy, <z} 2{X,Z, <z,| X, - 1| < e} D{(1+ )2, <z,|X, — 1| <€}
={(1+4+¢2Z, <z}\{(1+¢€¢Z, <z,|X, — 1| > €}

Pertanto

P(X,Z,<z)>P(14+€Z,<z)—P((1+e€)Z, <z,|X,—1] >¢)
>P((14+€Z, <z)—P(X,—1] > ¢).

Si ha allora

T
im i < >
imint P20 <) 2 @ (1)

che, facendo tendere € a zero, implica

liminf P(X,,Z, < z) > ®(x). (7.7)

n—-+o0o

Mettendo assieme (7.6) e (7.7), otteniamo

lim P(X,Z, <zx)> ®(x),

n—-+o0o

che ¢ quanto volevamo dimostrare. O
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Lemma 7.21. Supponiamo che valgano le ipotesi A-G. Allora

d 2
Ey[B(X41,0)] = —ZP(CU;H) [d@ 10%]0(90;9)} = T o2(0)

Dimostrazione. Abbiamo che

d?log p(z;6)

Eg[B(X1,0)] = Zx:p(l’;@)dw’- (7.8)
Si noti che
dlogp(x;6) _ d | gp(z:0)| 1 d* (2:6) — [&p(z:0)]”
dn? do | p(x;0) | p(x;0) a2\ p2(z;0)
1 & d 2
Pertanto

d?1og p(z; ) 2
Zp(m,ﬁ) 352 Zd92p$ 0) — pr 0) [ log p(x; 6)}

T

in quanto, per I'Ipotesi F,

d2

Con cio la dimostrazione é completa. O
Dimostrazione del TeoremalZ19. Per x = (x1,29,...,2,) € I" e 6 € © poniamo
d
Hn(@a 0) = d Z ]'ng xlv

=1
Inoltre definiamo

M per t # 6

Bn(g,t,ﬁ) = i—6
Hy(z,0) = n Z? 1 d92 logp(zi;0) pert=280.

Tanto H,, che B,, si possono definire per ogni z € R", ponendole identicamente uguali a zero
se x ¢ I™. Per il teorema della media o di Lagrange, per ogni t,0 € © e ogni x € R", esiste
0* con [0* — 6| < |t — 0

d . & .

Fissiamo € > 0. Per la parte ii) dell'Ipotesi F, esiste 6 > 0 tale che se [t — 0] < 0 si ha

2 2

12 log p(x;t) — 2 log p(z; 9)’ <e
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per ogni z € I. Pertanto, per ogni z € R”, se |t — 0] < 0 si ha

1 n d2 . 2
|Bn(z,t,0) — Bn(z,0,0)] < - Z ﬁlogp(mi;e ) — %bgp(ifﬂe) <e
i=1
Denotiamo ora con 6y, la variabile casuale én(X 1, X9, ..., Xp), e

Ay = {0, — 0] <&}
Per il Teorema [7.16] sappiamo che

lim Py(A4,) = 1.

n—-+o00

Inoltre, per quanto appena visto, se w € A,
|Bn(i(w)7 én(w)v 0) - Bn(i(w)v 07 0)’ <e

In altre parole X
{|Bn(X’ en’ 0) - B’n(la 07 9)’ é 6} 2 Ana

e quindi, per ([7.9), per ogni € > 0

lim Py(|Bp(X,0n,0) — Bo(X,0,0) <€) = 1.

n—-4oo

Si noti ora che
L)

1 d
B,(X.0,0) = - > 02 log p(Xi;6).
i=1

o .2
Le variabili casuali <

(7.10)

297 log p(X;; 0) sono i.i.d., ammettono momento secondo (Ipotesi G), e

hanno media —U%w) per il Lemma Percio, per la legge debole di grandi numeri, per ogni

e>0 .
i — | < = 1.
nEI—ll-looPB (‘Bn(X,G,H) + 02(0)‘ < 6) 1

Mettendo assieme ([7.10]) e , abbiamo che, per ogni € > 0

A 1
. <) =
lim Py (‘Bn(X, 0n,0) + 02(9)' < e> 1,

n—-+oo
> 6> = 0.

Hn(X,t) = Hn(X,0) + Bn(X, 1, 0)(t — 0).

che ¢ equivalente a (esercizio)

lim Pg — Al -1
n—-oo (‘( Bn(X,Hn,9)02(9)>

Notiamo ora che, per t,0 € ©,

Poiché 6,, ¢ un massimo locale per L,(X,0), si ha che Hy, (X, é) = 0. Percio

H,(X,0) = —Bn(X,0,,0)(0, —6).
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Ricordiamo che

Z log p(X;; 6).

=1

Le variabili casuali d% log p(X; : 0) sono i.i.d., hanno media

d
Ey [delongl,H} pr@ logpx@ Zd& p(x;0) =0

(Ipotesi F iii)), e varianza

<j910gp (X;;6) ) ] Zp (3 6) <logp(w 9)>2 = 0_21(0),

per il teorema limite centrale

Ey

o(0)vnH,(X,0) 2 N(0,1).

Usando il Lemma [7.20 con Z, = o(0)y/nH,(X,0) e X, = —m, per (7.12)
abbiamo Y
1 1 .
— ~ o(0)vnH,(X,0) = —v/n(0, — 0 N(0,1
Bo(X.6,.0)0%(0) (0)vnH, (X, 0) a(@)f( ) (0,1)

che ¢ quanto si voleva dimostrare. O

Osservazione 7.22. Illustriamo brevemente la modifica necessaria ad adattare questa di-
mostrazione al caso in cui non valga l'ipotesi F ii), ma la funzione B(z, ) sia della forma
speciale illustrata nell’Osservazione L’ipotesi F ii) ¢ stata usata solo per dimostrare che,
per ogni € > 0

lim  Py(|Bp(X,0n,0) — Bo(X,0,0) <€) = 1. (7.14)

n—-+00

Nelle ipotesi modificate abbiamo che

[Bu(X., 0, 6) = Bu(X.6,0)| = )| |966.) = 90)|.

1 n
n;W(

Poiché g € continua, dato € > 0, argomentando in modo analogo alla dimostrazione precedente,
possiamo mostrare che se w € A,,, allora

9(6.() ~ 9(0)| <.

{3

Do) - 1} ,
=1

dove m = FEy(1)(X1)). Per la legge dei grandi numeri, Py(B,) — 1 e, se w € By,

Zw

Sia

<m+1.
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Ma allora, se w € A, N B,

Poiché

Pg(An) — l,Pg(Bn) —1 = Pg(An N Bn) — 1,

per Parbitrarieta di e ((7.14)) si deduce facilmente.

Vediamo ora alcuni esempi di stimatori MV.

Esempio 7.23. (i) Cominciamo col considerare il modello statistico dell’Esempio

6"

p(x76):e 57

con © = (0,400). L'Ipotesi B ¢ verificata con I = N.

n

1 — 1 1 —
Ly(z,0) = - g log p(x;;0) = - g [0 + x;1log 0 — log z;!] = —0+7, loge—l—g g log x;!,

dove T,, = %Z?:l x;. Derivando rispetto a 0, si vede facilmente che

~

O, (x) = Tp.

Non ¢ difficile mostrare che le Ipotesi C-G sono verificate, eccetto la F ii). Infatti si

trova
T

Valgono pero le ipotesi modificate illustrate nell’Osservazione In questo caso,
tuttavia, la consistenza e la normalita asintotica di 6,,(X) seguono direttamente dalla

legge dei grandi numeri e dal teorema limite centrale.
Sia T'=(0,1), e X1 ~ Ge(#), ciog, per x € [ := N,

p(z;0) = 0(1 - 0)°

Otteniamo
Ly (z,0) =logf + Z, log(1l — 0).
Percio p ) 1
7L1’L 9 = 5 7n .
gt @0 =5~y

Ponendo d%Ln(g,H) =0, si trova

. 1
On(z) = 113,

che é facile vedere sia effettivamente I'unico massimo locale. Si noti che questo stimatore
non soddisfa pienamente 1'Ipotesi C, in quanto, se T, = 0, si ha 0,,(z) = 1 ¢ ©. Tuttavia,
per ogni 6 € ©

lim Py(X,=0)= lim 6" =0

n—-+0o00 n—-+00
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Questo permette di apportare opportune modifiche alle dimostrazioni dei Teoremi [7.16|
e[7.19] in modo da adattarli a questo caso. Si vede infatti che le Ipotesi C-G, a parte
questo aspetto e l'ipotesi F ii) che va rimpiazzata con quella nell’Osservazione

sono verificate. Ne segue che
1

1+ X,
é uni stimatore consistente e asintoticamente normale per §. Calcoliamo ora 'informa-
zione di Fisher.

d? 1 T
——1 )= —— -
g logp(z:0) = — 5 e

Percio, usando il Lemma [7.21}

1 d? 1 1 1 1 1-6 1
= By |2 logp(X1:0)| = oot Ep(X1) = - - .
72(6) 9[d92 o8 p(X1; )] Eiaer X = Eta e T Ao,
Percio

o(0) = 60v/1— 0.

E facile verificare che o(6) assume il suo massimo in (0, 1) per 6 = %, da cui si ricava

2
o= sup o(f)=——=.
9€(0,1) ©) 3V3

Quest’ultima identita consente di determinare un intervallo di confidenza per 6, come
indicato nel paragrafo precedente.

(iii) Supponiamo ora che X sia una variabile casuale assolutamente continua, con densita

f(z;0) = (0 + 1)3361(0,1)(90),
dove § € © = (—1,+400). L'Ipotesi A ¢ soddisfatta con I = (0,1). Calcolando

dg BT\ T g TIORT gr OB = T T e

1 n 0 n
Ln(z;0) =~ log f(x:,0) =log(6 +1) + > log;,
i=1 i=1

si puo verificare agevolmente che le ipotesi B-G sono verificate, e
— 1
=—l- =,
n Z?:1 log X;

che risulta dunque consistente e asintoticamente normale. Calcoliamo l'informazione di

Fisher:
2

1 d 1
0_2(9) — _E9 |:Cl02 10gf(X1,9):| - m7
da cui
o(f)=6+1.
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(iv) Supponiamo X; ~ I'(«,#), dove o > 0 si assume noto, ¢ § € © = (0,+00). In altre
parole

F@:6) = 5

per z € I = (0,+00) (che rende soddisfatta I'Ipotesi B). Si trova

xa—le—é‘z’

log f(x;0) = alogf —logT'(a) + (v — 1) log & — O,
_a d? o

Bl | L0y — &
7 og f(#;0) = — 53

d
5108 f(z:0) 2

do

1 1 ¢
Ly(z;0) = alogh —logT'(ar) + (. — 1)— log x; — 6— E X,
n n
i=1

da cui si puo verificare agevolmente che le ipotesi B-G sono verificate, e

A a

On(X) = I X,
n =1

che risulta dunque consistente e asintoticamente normale. Calcoliamo l'informazione di

Fisher:
2

d a
= —Fy |:(W logf(Xl;H)] = 92’

1
a?(0)

da cui

6
o) = NG
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Appendice A

Somme infinite

Da scrivere
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Appendice B

Un esempio di misura finitamente
additiva ma non o-additiva

Lo scopo di quanto segue ¢ di dimostrare 'esistenza di una funzione P : P(N) — [0, 1] tale
che P(N) =1, P(AU B) = P(A) + P(B) per ogni coppia di sottoinsiemi disgiunti A e B
di N, ma P non é c-additiva. Sia {*°(N) 'insieme delle successioni limitate a valori in R.
Tale insieme ha una naturale struttura di spazio vettoriale reale: se x = (x,), y = (yn) sono
elementi di [*°(N), «, 5 € R, definiamo ax + Py tramite (ax + By)n = oy, + Byn. Sia

Vo = {z € [*°(N) : ,, = 0 tranne che per un insieme finito di n}.
Inoltre sia 1 la successione con tutti gli elementi uguali ad 1. Poniamo
Vi={al4+z:a€eR, xze )},
cioé V1 ¢ lo spazio vettoriale generato da Vj e 1. Definiamo su V; il funzionale lineare
AMal+x) =

Teorema B.1. Esiste un funzionale lineare A : 1°°(N) — R che coincide con X su Vi, e tale
che, per ogni x € [°°(N) si ha

inf x,, < A(z) < sup . (B.1)

Prima di dimostrare questo risultato (non banale!), vediamo come usarlo per il nostro
scopo. Per A C N, sia 2(4) Ielemento di [*°(N) definito da

(A)_{ 1 seneA

T . .
n 0 altrimenti.

Definiamo P(A) = A(z?). Per (B1)), P(A) € [0,1]. Inoltre, P(N) = A(zV)) =
A1) =1, e P(A) = Az =0 se A ¢ un sottoinsieme finito di N . Infine, se A
allora z(A) + 2(B) = z(AUB) da cui, per la linearita di A, segue che P(AUB) = P(A
Dunque tale P é additiva. Non & pero o-additiva, in quanto

1=P(N) = P(|J{n}) #D_ P{n}) =0.

neN neN

\"D
Ud/-\

/-\||\_/

\_/sl\
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Si tratta dunque di dimostrare il teorema enunciato sopra. La dimostrazione, come il
lettore pitl esperto riconoscerd, ¢ un adattamento della classica dimostrazione del teorema di
Hahn-Banach.

Consideriamo 'insieme © delle coppie (W, Aw) dove W & un sottospazio di [*°(N) che
contiene Vi, e Ay & un operatore lineare che estende A e che soddisfa per ogni z € W.
Tale insieme © ¢ non vuoto, in quanto (V1, ) € ©, e pud essere dotato della seguente relazione
d’ordine parziale: (W, Ay ) < (W', Ay) se W & sottospazio di W’ e Ay (x) = Aw (x) per ogni
x € W. Sia ora ¥ un sottoinsieme di O totalmente ordinato, cioé se (W, Ay ), (W', Ay) € &
allora o (W, Aw) < (W', Awr) oppure (W, Aw) > (W', Awr). Definiamo W = [y es, W e,
per x € W,

Az) = Aw(x) sex € W.
Dal fatto che ¥ é totalmente ordinato, si deduce che W & un sottospazio di °°(N), e che
la definizione di A & ben posta. Inoltre A é lineare, ed ovviamente estende \. Dunque
(W,A) € ©,e (W,A) > (W, Aw) per ogni (W, Ay) € . Abbiamo percid dimostrato che
ogni sottoinsieme totalmente ordinato di © ammette un maggiorante. Per il Lemma di Zorn,
possiamo concludere che © ammette un elemento massimale, cioé esiste (V,A) € © tale che
(V,A) > (W, Aw) per ogni (W,Aw) € ©. Se V = [*°(N), allora il teorema & dimostrato.
Altrimenti, sia y € [*°(N) \ V, e V' lo spazio vettoriale generato da V e y. Mostramo che
il funzionale A si puo estendere ad un funzionale A’ su V' che soddisfa su tutto V.
Osserviamo che V' = {z + ay : x € V, a € R}. Ogni funzionale A’ che estende A dev’essere
della forma

N(z+ ay) = Alx) + ac,

per un ¢ € R. Scrivendo sup(z) e inf(x) in luogo di sup,, =, e inf, x,, dobbiamo verificare
che ¢ possibile scegliere ¢ in modo tale che

inf(z + ay) < A(x) + ac < sup(z + ay) (B.2)

per ogni z € Ve a € R. Se a > 0, osservato che inf(az) = ainf(z) e sup(az) = asup(z),
dividendo per « si vede che (B.1]) vale per ogni a > 0,2 € V' se e solo se

inf(z +y) < Alx) + ¢ < sup(z +y) (B.3)

per ogni z € V. Analogamente, se o < 0, dividendo per —a si vede che (B.1]) vale per ogni
a <0,z €V se e solo se

inf(z —y) < A(z) — ¢ <sup(z —y) (B.4)

per ogni z € V. Mettendo tutto assieme e ricavando ¢ in (B.3]) e (B.4)), abbiamo che I’estensione
A’ desiderata esiste se esiste ¢ € R per cui per ogni z,z € V

inf(x +y) — A(x)

< sup(z +y) — A(z)
A(z) —sup(z —y) <

c <

¢ < A(z)—inf(z —y).

Osservando che una famiglia di intervalli chiusi ha intersezione non vuota se e solo se ogni
estremo superiore é maggiore o uguale di ogni estremo inferiore, abbiamo che 'esistenza di
un ¢ € R soddisfacente alle disuguaglianze precedenti é equivalente alla validita delle seguenti
disuguaglianze, per ogni z,z € V:
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1) inf(z +y) — Alz) < sup(z +y) — A(2);
2 )

)
) inf(z +y) — Az
3) A(z) —sup(z — y) < A(z) — inf(z — y);
) A(z) —sup(z —y) < sup(z +y) — Ax).
Mostriamo , essendo , e del tutto analoghe. Essa equivale a

(
(
(
(4

A(x — 2z) > inf(x + y) — sup(z + y). (B.5)

Ma A soddisfa (B.1)), percid A(x — z) > inf(z — z). Dunque, per dimostrare (B.5]), basta
mostrare che

inf(x — z) > inf(x + y) — sup(z + y) (B.6)
per ogni z, z € A. Questo non é difficile. Per m € N
Tm — 2m = Tm + Ym — (Zm + ym) > inf(x + y) - sup(z + y)7

da cui segue facilmente. Si lascia per esercizio la dimostrazione delle altre disuguaglianze.

Abbiamo dunque costruito (V/,A’) tale che (V/;A’) > (V,A) Questo contraddice la
massimalita di (V,A). Non resta quindi che concludere che V' = [*°(N), il che conclude la
dimostrazione.
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