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ESERCIZIO 1. Siano A, B,C tre eventi indipendenti. Mostrare che A\ B e C sono eventi
indipendenti. (E possibile usare tutti i risultati sull’indipendenza nel programma)

SOLUZIONE. Occorre mostrare che
P((A\B)NnC) = P(A\ B)P(C) (1)
Sinoti che A\ B = AN B¢ Usando il fatto che A, B¢, C sono indipendenti, si ha

P((A\B)NC) = P(ANB°N C) = P(A)P(B°)P(C) = P(AN B°)P(C) = P(A\ B)P(C).



ESERCIZIO 2. Sia (B,,),>1 una successione di eventi. Definito

n
An = U Bk,
k=1

dimostrare che
ERCS) —+o00
U A, = U B,,.
n=1 n=1

SOLUZIONE.

Sia w € U A,,. Quindi esiste m per cui w € A, = U{, By, e quindi w € By per qualche
k < m. Percio w € U:{g B, e cio dimostra 'inclusione

+00 +o00o
U 4. < B
n=1 n=1

Per mostrare I'inclusione opposta, sia w € U:{g B,,. Allora esiste m per cui w € B,,. Essendo
By C A, sihaw € A, e quindi w € [J25 A,.



ESERCIZIO 3. Consideriamo la passeggiata aleatoria in dimensione 1: = {—1,1}?", P =
probabilita uniforme si Q; se x = (z1,22,...,72,) € Q, si pone s = x] + g + -+ + Ti.
Determinare, motivando adeguatamente la risposta, P(s2, = 0).

SOLUZIONE. s3, = 0 se e solo se la sequenza x ha esattamente n componenti uguali ad 1.
Dunque gli elementi x € {s9, = 0} sono in corrispondenza biunivoca con in sottoinsiemi di
{1,2,...,2n} con n elementi. Percid |{s2, = 0}| = (*"), da cui

(%)

A

P(SQn = 0) =



ESERCIZIO 4.

(a) Quante volte € necessario lanciare una moneta affinché la probabilita di ottenere almeno
una testa sia maggiore di 0.957

(b) E quante volte & necessario lanciarla affinché la probabilita di ottenere almeno due teste
sia maggiore di 0.957

SOLUZIONE.

(a) Lanciamo una moneta n volte. La probabilita di non ottenere alcuna testa e 2% Dovra
quindi essere

1
4£<0% — n>gﬂ@ﬁ

<~ > 5.
2n log 2 "=

(b) Lanciamo una moneta n volte. La probabilita di ottenere al pii una testa &

1 n n+1

on Ton T Tom

Anche qui si stratta di determinare il minimo n per cui "Q—J;l < 0.05. Si vede facilmente che

la funzione x — ”"24;1 ¢ decrescente per x > 1. Inoltre

T+1 §+1
g > 005>~

Percio deve essere n > 8.



ESERCIZIO 5. Due carte vengono estratte da un mazzo di 52 carte da Poker. Si considerino
gli eventi:

= “entrambe le carte sono di cuori”

“tra le due carte c¢’¢ almeno un asso”

QW=
|

“tra le due carte c¢’¢ 'asso di cuori”.

Calcolare P(A), P(B), P(C), P(A|B), P(A|C).

SOLUZIONE. "
P(A) = gg?; ~ 0.058824
2
P(B)=1-P(B°) =1- E}z; ~ 0.149321
(521)
P(C)=1-P(C)=1- ﬁ ~ 0.038462

2
Sinoti ora che ANB = ANC = “una carta ¢ ’asso di cuori e ’altra una delle altre tre di cuori.
Percio

12
P(ANB) = P(ANC) = —o ~ 0.009050.

(%)
Quindi
P(A|B) = P(;l(;)B) ~ 0.060606
P(A|C) = PANC) 935091

P(C)



ESERCIZIO 6. Si lancia tre volte un dado equilibrato. Sia X; il punteggio ottenuto all’i-mo
lancio. Consideriamo i tre eventi:

A= {X1 == XQ} B = {X1 == Xg} C .= {X2 == Xg}

Mostrare che A e B sono indipendenti, cosi come A,C e B,C, ma i tre eventi A, B, C' non sono
indipendenti.

SOLUZIONE. Sia = {1,2,3,4,5,6}>, con la probabilita uniforme P.
|A|=|B|=|C|=6-6=236

(6 scelte per i due punteggi uguali, 6 per I'altro). Quindi

Inoltre ANB=ANC =BNC ={X; =Xy = X3} che ha 6 elementi. Percio

S — PayP(B),

P(ANB) = 5

e quindi A e B sono indipendenti. Analogamente per gli altri due casi. Infine ANBNC = {X; =
X9 = X3}, quindi

P(ANBNC) = % £ P(A)P(B)P(C).



ESERCIZIO 7.

(a) Dimostrare che se 1, x2,...,2, € R, a1, a0,...,0, > 0e > o; =1, allora

min xigg o;r; < max I
i=1,2,...n ‘ i=1,2,..n

(b) Siano Aj, Ag, ..., A, eventi disgiunti. Mostrare che

r1n21n P(B|A;) < P(B|AjUAsU---UA,) < _max P(B|A4;).

SOLUZIONE.
(a) Sia m :=min;—1 2, n ;.
n n
Zai:ﬂi > Zaim =m.
i=1 i=1
Analogamente per l'altra disuguaglianza.
(b)

P(BA (A1 UAsU---UA4y))
P(A1UA2U'~ An)

DY PBmA =
= Zl PA g a; P(B|A4;),
i=1

P(B’AlLJAQU--'UAn):

dove
P(A;)

T P(A)

La conclusione segue dal punto precedente.



ESERCIZIO 8. L’urna A contiene 2 palline rosse e 4 verdi, 'urna B contiene 4 palline rosse e
2 verdi. Scelgo a caso una delle due urne, e da questa esegue 2n + 1 estrazioni con reimmissione.
Consideriamo gli eventi: £ = “la maggioranza delle palline estratte sono rosse”, F' = “I'urna
scelta € la B”. Usando il risultato dell’esercizio 7, mostrare che

2 1
S<PWFIE)< ——— .
3 < PUIFIE) < 5

SOLUZIONE. Sia Ej, = “tra le 2n + 1 palline estratte esattamente k sono rosse”. Abbiamo
k 2n+1—k
2n+1 2 1
P(EL|F) = - —
wn=-(")6) G
k 2n+1—k
2n+1 1 2
P(EL|F°) = - - .
=) ) 6)

P(Ex|F)P(F)
(Ex|F)P(F) + P(Eg|F)P(F)’

Percio

P(F|Ey) = P

Tenuto conto che P(F) = P(F€) = %

2n+1\ (2\k (1\2n+1-k
P(F|Ey) = k ( l; )1(513 (g) k ik 21 1—2k"
n+1— n+1— n+1—
¥ 3 6) +( (3)° () 1+2
Si osservi che

2n+1

E= U Ey,
k=n+1

e gli Ej sono ovviamente disgiunti. Quindi, per il risultato dell’esercizio 7,

1 1
min ————— < P(F|E) < max —_ .
k=n+1,...2n+1 1 + 22n+1-2k — ( ‘ ) ~ k=n+1,.2n+1 1 + 22n+1-2k
L’espressione W perk=n+1,...,2n+1, ¢ massima per k = 2n+ 1, dove vale 71”_11_2”,

e minima per k = n + 1 dove vare %



