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ESERCIZIO 1. Si mostri la seguente formula di disintegrazione per la
probabilita condizionata: dati tre eventi A, B,C tali che P(BNC) > 0 e
P(BNC¢ >0, si ha

P(A|B) = P(A|BN C)P(C|B) + P(A|BNC®)P(C°|B).

Soluzione. Osservando che

P(AnBNCQC)

P(A|IBNC)P(C|B) = P(B) ,

moltiplicando l'identita da dimostrare per P(B), si mostra che & equivalente
a
P(AnB)=P(ANnBNC)+ P(ANBNC®

che e vera per additivita della probabilita.
ESERCIZIO 2. Sia X una variabile casuale a valori in R. Dimostrare che

lim P(X <n)=1.
n—-+00
Soluzione. Sia A, := {X < n}. (4,) forma una successione crescente di
eventi, tali che U,A,, = €. La conclusion segue dalla continuita dal basso
della probabilita.

ESERCIZIO 3.

Ho due dadi regolari: il dado a ha sei facce, su cui sono scritti i numeri
da 1 a 6, mentre il dado @ ha dodici facce, su cui sono scritti i numeri da 1
a 12. Scelgo uno dei due dadi a caso, con la stessa probabilita, e lo lancio
per n volte, dove n € N & un numero fissato.

(a) Qual & la probabilita che tutti i lanci diano come risultato il numero
37

(b) Qual & la probabilita che tutti i lanci diano come risultato lo stesso
numero?

(c) Se tutti i lanci danno come risultato il numero 3, qual & la proba-
bilita che il dado scelto sia stato a? Si mostri che tale probabilita
(condizionata) ¢ sempre strettamente maggiore di % e se ne studi il
comportamento per n — oo.

Soluzione.



(a) Introduciamo gli eventi A := “il dado scelto ¢ A” e C := “tutti i
lanci danno come risultato il numero 3”. Allora P(A) = 1, mentre
P(C|A) = (3)" e P(C|B) = (15)", da cui

P(C) = P(C|A)P(A) + P(C|A)P(A7) = (1)"1-%(i1)";
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(b) Introduciamo 'ulteriore evento D := “tutti i lanci danno come risul-

tato lo stesso numero”. Allora P(D|A) = 6(%)" mentre P(D|B) =
12(1—12)"7 dunque

P(D) = P(D|A)P(A)+P(D|A¢)P(A°) = ;{(é)n_l+<112>n_l}.

(c) Per la formula di Bayes
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Dato che 2" > 1 per ogni n € N e che limn_,oo(%)” = 0, segue che
P(A|C) > § e che P(A|C) — 1 per n — oc.

ESERCIZIO 4. Siano A e B due eventi in uno spazio di probabilita discreto
(Q, P), tali che P(A) = 1, P(B) = £ e P(AN B) = . Consideriamo la
variabile aleatoria

X = Al +pulp,

dove A, i > 0. Si determini la densita discreta di X.
Soluzione. Notando che

A sewe A\ B

) sewe B\A
X(w) = A+pu seweANB
0 altrimenti

si ha: px(\) = P(A\ B) = P(A) — P(ANB) = 3, px(n) = P(B) — P(AN
B) =&, px(A+p) = P(ANB) = 5, px(0) = .

ESERCIZIO 5. Consideriamo una famiglia di urne, indicizzate dai numeri
naturali incluso lo zero: 'urna k-esima, con k € Ny = {0,1,2,...}, contie-
ne 1 pallina nera e k palline bianche. Katia sceglie un numero casuale X,
con distribuzione Po(\), e pesca una pallina a caso dall'urna numero X.
Indichiamo con A I'evento “la pallina pescata da Katia ¢ nera”.



(a) Si determini P(A|X = k), per ogni k € Ny. Si deduca che P(A4) =
1—e?
£ .

(b) Si determini g(k) := P(X = k|A) per ogni k € Ny.

(c) Si calcoli E(X|A), ossia il valore atteso di X rispetto alla probabilita

P(-]A).
Soluzione.
(a) Per costruzione P(A|X = k) = k:%—l’ quindi per la formula delle
probabilita totali
P(A) = Y P(AIX =k)P Z ! A:liﬁw
k+1k A !
keNg m=1
1 1—e"
= —-(1-PX = =

avendo fatto il cambio di variabili £k +1 =m

(b) Per la formula di Bayes

o PAX =RP(X =k) _ e e R
Q( ) - P(A) - l1—e

(c¢) Usando la formula per g(k) ricavata sopra si ha

)\k-{-l

B(X|A) = > kq(k) __AZ (=

keNg

e scrivendo k = (k4 1) — 1 si ottiene

ef)\ e )\k o0 )\k+1 67)‘ N N )\—(1—67)‘)
Bx}a) = 1_e—A<AZk' Py ) ST e h) = s

k=0

ESERCIZIO 6. Sia X una variabile aleatoria con distribuzione U(0,1) e
sia

con r € R parametro fissato.
(a) Per quali valori di p € [1,00) si ha E(|X|P) < oo, ossia X € LP?
(b) Si determini la distribuzione della variabile aleatoria X.

[Sugg. Si calcoli la funzione di ripartizione di X, separando i casir < 0,
r=0er>0.]



Soluzione.

(a)

(b)

1 1
< oo serp<l
B(2P) = [ s = {1 v
0 +00 serp>1,

dato che una primitiva di w™"P & ﬁwl_”p serp # 1lelogwserp =1.
P

Quindi Z € LP se e solo se rp < 1. Se r < 0, cio significa che Z € LP

per ogni p € (0,00), mentre se r > 0 cio significa che Z € LP per ogni

pE (0,%) mentre Z ¢ LP se p > %

Se r = 0 si ha chiaramente Z(w) = 1 per ogni w, quindi in questo caso
Z & una variabile aleatoria discreta con densita px(x) = 11y (z).
Sia ora r # 0. Calcoliamo la funzione di ripartizione Fz di Z. Chia-
ramente Fz(x) = 0 per x < 0, perché Z(w) > 0 per q.0. w € . Per
x > 0siha

Fz(z) = P(Z<z) = P(X"<ux).

Ser>0siha X7 <xseesolose X > m_l/’", dunque

0 sex <1
j— sex>1

xl/r

Fy(z) = P(X >z7Y/") = {

Dato che Fz ¢ C! a tratti, segue che Z ¢ assolutamente continua con

densita
1 1

fz(z) = FxZ'(x) = ;Wl(l,m)(ﬂﬁ)-

Se invece r < 0 si ha X" < z se e solo se X < 27/ = zVI"l, dunque
0 sex <0
Fz(z) = P(X7"<2) =z/I"l se0<a<1.
1 sex >1

Quindi F; & C! a tratti e segue che Z ¢ assolutamente continua con
densita

f2(z) = Fi(z) = @x“lm,u(w).

ESERCIZIO 7. L’ufficio informazioni delle Ferrovie dello Stato ha due
numeri verdi. I tempi di attesa 17 e T per parlare con l'operatore sono, per
entrambi i numeri, variabili aleatorie esponenziali, con media p = 15 minuti.
Inoltre T7 e T si possono considerare indipendenti. Avendo a disposizione
due telefoni, decido di chiamare contemporaneamente i due numeri, in modo
da parlare con 'operatore che rispondera per primo.



(a) Quanto tempo, in media, dovrd aspettare per parlare con un operatore?

(b) Qual ¢ la probabilita di attendere meno di 5 minuti?

Soluzione. a. Si noti che T; ~ Exp(1/15). Il tempo di attesa per la risposta
¢ T =min(Th,T5) ~ Exp(2/15), da cui segue che E(T') = 15/2.
b.
P(T<5) =1—e1°=1—¢3

ESERCIZIO 8. Sia (X;);cn una successione di variabili aleatorie, con valor
medio p finito, che soddisfa la legge debole dei grandi numeri. Si mostri che
per ogni funzione f : R — R limitata e continua nel punto p si ha

lim E[f(X;)] = f(u).

n—-+o0o

Soluzione. Sia € > 0 fissato ma arbitrario. Per continuita di f in u, esiste
J tale che |[x — u| <0 = |f(x) — f(r)| < e. Sia, allora,

Ap = {[Xy — pl <6}
Per la legge debole dei grandi numeri sappiamo che
lim P(A,) = 1.
Allora, posto M := sup, | f(z)|,

Elf (X)) =l < B [|Xn— ] = B [|[Xn = 1] 1a,] + B [|[Xn - 1] 1ac]
< eP(Ay) + (M + ) P(AS),

da cui
limsup |E[f(X,)] — pul < e,

e si conclude per I'arbitrarieta di € > 0.

ESERCIZIO 9. Siano Ai,..., A, eventi di uno spazio di probabilita di-
screto (£2, P). Si mostri per induzione su n € N che

k=1 k=1

1<i<j<n

In particolare, se P(4; N Aj) = 0 per i # j, si deduca che P(U;_; Ax) =

2 k1 P(Ak).
Soluzione. Per n = 1 non c¢’e¢ nulla da dimostrare, mentre, per n = 2, il
risultato segue dalla ben nota identita

P(Al U Ag) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N Ag)



Supponiamo ora 'identita vera per n.

n+1 n
P( U Ak) = ( U Ak) + P(Ap41) — (U (AN An+1)> (1)
k=1 k=1 k=1
Per ipotesi induttiva,
k=1 k=1 1<i<j<n

mentre, per subadditivita,

n

(U AkﬂAn_H > < P(AkﬁAn_H).
k=1 k=1

Sostituendo in (1),

n+1 n n
P< U Ak> > P(A) + P(Anp1) — Y P(ANA) =D P(AyN App)
k=1

k=1 1<i<j<n k=1
n+1

=Y P(Ay) — > P(ANA4A))
k=1 1<i<j<n+1



