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1 Parte teorica

1.1

Sia X una variabile aleatoria reale la cui funzione generatrice dei momenti Mx (¢) ¢ finita per
t € (—a,a), per qualche a > 0. Mostrare che X ammette momenti di ogni ordine.

1.2

Si enunci la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz.

1.3

Si dia la definizione di spazio di probabilita discreto.

2 Esercizi

2.1

Sia U una variabile aleatoria assolutamente continua con distribuzione uniforme nell’intervallo
(0,1), cioe
Ju(u) =1 1)(u).
Per a € [0, 3/4], definiamo
X :=1¢,1/4)(U)
Y = 1(a,a+1/4)(U)'
(i) Per quali valori di « le variabili aleatorie X e Y hanno la stessa distribuzione?

(ii) Per quali valori di « si ha che [p(X,Y)| =1, dove

o Cov(X,Y)
pXY) = VVar(X)Var(Y)

¢ il coefficiente di correlazione fra X e Y7
(iii) Per quali valori di « le variabili aleatorie X e Y sono indipendenti?
Soluzione.

(i) Sinoti che X e Y assumono solo i valori 0 e 1, quindi sono variabili aleatorie di Bernoulli.
Poiché, per ogni a € [0,3/4], P(X =1) = P(Y = 1) = 1/4, hanno la stessa distribuzione
Be(1/4).



(ii) Si noti che
1/d—a se0<a<1/4

PXY =1) = { 0 altrimenti.
Essendo Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), si ha

1 1 3
1.1 _ 3 <
C’ov(X,Y):{ 4_106 6 =16« se0<a<1/4

6 altrimenti.

Osservando che Var(X) = Var(Y) = 2, otteniamo
— e e 0<a<1/4

p— 3 -
p(X,Y) { 7% altrimenti.

Ne segue che 'unico valore di a per cui [p(X,Y)|=1¢e a=0.

(iii) Poiché se X e Y sono indipendenti allora Cov(X,Y’) = 0, 'unico valore possibile & a = 1%.
Verifichiamo che, in questo caso, X e Y sono effettivamente indipendenti.

P(X=1,Y =1)=P(U € (3/16,1/4)) =1/16 = P(X = 1)P(Y = 1)
P(X =1Y =0) = P(U € (0,3/16]) = 3/16 = P(X = 1)P(Y = 0)

e analogamente per gli altri due casi.

2.2

Un’urna contiene n palline, su ognuna delle quali & scritto un numero. Siano ki, ko, ..., k, i
numeri (non necessariamente distinti) scritti sulle n palline.

(a) Estraiamo a caso una pallina, e sia X il numero scritto sulla pallina estratta. Si determini
E(X)

(b) Supponiamo, invece, di estrarre due palline, senza reimmissione, e sia Y la media aritmetica
dei numeri scritti sulle due palline. Quanto vale E(Y')?

Soluzione.

(a) L’estrazione puo essere modellata con il seguente spazio di probabilita: Q = {1,2,...,n},
P = probabilita uniforme su Q. Si noti che X (i) = k;. Quindi

=) X(w)P({w}) = Z ki.
weN

(b) In questo caso sia Q = {(4,5),1 < i,j < n,i # j}, e P la probabilita uniforme su .
Inoltre Y'(i,5) = i +k , per ogni (i,7) € Q. Percio

1 ki + &
ZY P({w}) = n(n 1)2 ;

we i£]

n n

1 1 <
:2n(n—1) (n—l)z n—ljz:lk] :n;kz

i=1



2.3

Siano X1, Xo,..., X, ~ U(0, 1) indipendenti, e sia N ~ Bin(n, p), indipendente da X7, Xo, ..., X,,.
Definiamo

0 se N = 0.
Si determini la distribuzione di Y. Sugg.: si osservi che
{Y <y,N =k} = {max(X1, Xo,..., Xx) <y,N =k},
e si ricordi che P(N = k) = (})pF(1 — p)"~*.
Soluzione. Abbiamo, per y € (0,1), usando l'indipendenza e il fatto che P(X; < y) = y:

Y'—{ max(X1, Xo,..., Xny) se N >1

N N
Fy(y) =P(Y <y)=> P(Y <y,N=k)=P(N=0)+> P(max(X1, X, ..., Xs) <y, N = k)
k=0 k=1
N
=P(N =0)+ ) P(max(Xy,Xs,...,X;) <y)P(N =k)
k;l )
=P =0+ Yo () ) -t
k=1

N
n _
=>4 <k>pk(1 —p)" P =[1—p+uyp|"
k=0
Ovviamente Fy vale 0 in (—o0,0] e 1 in [1,+0c0). In particolare & C! a tratti. Si noti che Fy &
discontinua in y = 0, quindi Y non e né discreta né assolutamente continua.

24

In un gioco perdo un euro con probabilita 1/2 e vinco due euro con probabilita 1/2. Quante
ripetizioni indipendenti del gioco devo giocare per vincere almeno 100 euro con probabilita non
minore di 0.957 (usare I'approssimazione normale, ®~1(0.95) = 1.645)
Soluzione. Siano X,, variabili i.i.d. con P(X, = —1) = P(X, = 2) = 1/2. Notare che
1
p=EBXn) =3 o? =Var(X,) = 9/4.
Vogliamo che sia
P(X1+ -+ + X, > 100) > 0.95.

Usando 'approssimazione normale con la correzione di continuita

Xn—p 99.5 — 2
P(X o4+ X, >100) = P(X 4+ X, >995) =P >
(X1+--+ X 2100) = P(Xy + - + ) <Ux/53\/ﬁ/2>
—99.5 + 2

”(w)

—99.5+ 1
3/1/2

Poniamo quindi

> &71(0.95) = 1.645.

Cioe
n—3-1.645vn —2-99.5 > 0,

che fornisce n > 282.



2.5
Pera >1/2e A >0, sia A ~TI'(a, ), cioe

a—le—Azl

fa(z) = T(a) (0,400 (2)-

a)

Sia inoltre X D’ascissa positiva di un’intersezione fra la parabola di equazione y = Az? 4+ 1 e la
retta y = 2.

(a) Si determini la densita di X.

(b) Si mostri che

Soluzione.

(a) Dopo aver notato che X = ——. si vede che per z > 0

VA’
Fx(z)=P(X <z)=P(A>1/2%)=1— Fa(1/2%).
In particolare Fy ¢ C! a tratti, percido X ¢ assolutamente continua con densita

2 A\ 2 2
fx(z) = Fg{($) = ng(l/if) = mwe_k/m 1(07_'_00)(1‘).

+oo o +o0 1
BOO) = BOVA) = [ Zfatonte = s [ s

_ X T(a-3)  sT(e—3)
CD(e) pe—3 = VA L(a)

dove abbiamo usato 'identita

/+oo Za—%—le—)\zdz _ I (Oé B %) )
0



