Capitolo 1

1.1 Parte V

Exercise 1.1. Sia X una variabile aleatoria, definita su (£2,P) a valori in E, quasi
certamente costante, ossia esiste ¢ € E tale che P(X = ¢) = 1. Si mostri che esiste
un unico elemento ¢ € E con tale proprieta.

Solution 1.1. Se esistessero due costanti ¢ e ¢’ con tale proprieta, gli eventi {X = c}
e {X = ¢’} sarebbero due eventi disgiunti di probabilita 1, il che & impossibile.

Exercise 1.2. Siano A e B due eventi in uno spazio di probabilita discreto (2, P), e
consideriamo la variabile aleatoria

X =21y + ulp,

dove A,u € R. Si determini la densita discreta di X.

[Sugg. Si consideri innanzitutto il caso in cui i quattro numeri 0,4, i, A + u sono distinti.]

Solution 1.2. Supponiamo anzitutto che il caso in cui i quattro numeri 0, A, tt, A +
siano distinti. Abbiamo, allora

{X=A}=ANB" = px(A)=P(ANB°)
{X=u} =A°NB= px(u) =P(A°NB)
{X=A4+u}=AnB= px(A+un)=PANB)
{X=0}=A°NB°= px(0) =P(A°NB°)

Nel caso in cui i quattro numeri 0,4, (1, A + u non siano distinti, & sufficiente som-
mare le probabilita corrispondenti a valori uguali. Ad esempio, se A =t # 0, allora
X assume i valori 0,A,2A4 e px(A) = P(ANB°)+P(A°NB), px(2A) =P(ANB),
px(0) =P(A°NB). In modo analogo si trattano i casi rimanenti, cioe A = —u # 0,

0=A#Uu,0=pu#A,A=u=0.
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Exercise 1.3. Sia X una variabile aleatoria definita su uno spazio di probabilita di-
screto (£2,P) a valori in un insieme E. Indichiamo con ¢ (X) la famiglia degli eventi
generati da X:

o(X)={CCQ:3ACEtlecheC={X€cA}}.

Si mostri che un evento D C Q appartiene a 6(X) se e solo se verifica la seguente
proprietd: per ogni coppia di elementi ®, @' € Q tali che X (®) = X (®’), o entrambi
gli elementi appartengono a D o entrambi non vi appartengono, ossia non si pud
avere che @ € De @’ € D, o viceversache ® € D e @' € D.

Solution 1.3. Sia, per cominciare, D un evento con la proprieta: per ogni coppia di
elementi @, ®’ € Q tali che X(®w) = X ('), o entrambi gli elementi appartengono a
D o entrambi non vi appartengono. Poniamo A = {X(®) : @ € D}. Per definizione,
se @ € D allora X(w) € A, e quindi D C {X € A}. D’altra parte, se @ € {X € A},
dev’essere X(w) = X(w') per qualche @' € D; dunque, per ipotesi, @ € D. Cid
mostra che {X € A} C D, e quindi {X € A} =D, cioe D € o(X).

Viceversa, se D € 0(X), esiste A C E per cui D = {X € A}. Se 0,0’ € Q tali
che X (@) = X(@') si ha che

e se X(w) =X(w') € A allora w, 0’ € D;
e se X(0) =X(w') €A allora w,0' ¢ D;

dunque D ha la proprieta richiesta,

Exercise 1.4. Siano A e B due eventi in uno spazio di probabilita discreto (2,P). Si
determini la densita congiunta del vettore aleatorio (14,1p).

Solution 1.4. Denotiamo con p(x,y) la densita congiunta: p(x,y) =P(14 =x,1p =

y)-
p(0,0) = P(A° N B°)
p(0,1) = P(A° NB)
p(1,0) =P(ANB°)
p(1,1) =P(ANB)

Exercise 1.5. Siano Cy,C;, . ..,C, eventi in uno spazio di probabilita discreto (£2,P).
Posto X; := 1, si mostri I’equivalenza delle seguenti affermazioni

(1) le variabili aleatorie X;,X5,...,X, sono indipendenti;
(2) glieventi C1,Cy,...,C, sono indipendenti.

Si mostri quindi che vale lo stesso per una famiglia (C;);e; arbitraria di eventi.
Solution 1.5.(1) = (2) SiaJ C {1,2,...,n}. Si noti che

ﬂCi ={X;=1perogniiecJ}.

ieJ
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Dunque, usando I’ipotesi di indipendenza delle variabili aleatorie X1, X5, ..., X,:

P (ﬂC,) =P(X; =1 perognii€cJ,X; €{0,1} per ogni k ¢ J)

ieJ
=[IPxi=1)=]]P(G).

icJ icJ
(2) = (1) Mostriamo che la densita congiunta di X1,X3,...,X, € prodotto delle den-
sita marginali. Per x € {0,1}, poniamo C*:=C se x =1 e CX = C se x = 0.
Ricordando che I’indipendenza di eventi si conserva per complementazione, e
osservando che {X; = x} =C*:

Xy Xy (X1, X)) =P(Xy =x1,..., Xy = x,) =P(C' N---NC™)
n

= ﬁP(Cxi) = HP(X, = x,»).

i=1

Per estendere I’affermazione a famiglie arbitrarie, basta ricordare che 1’indipen-
denza di una famiglia di variabili aleatorie (risp. eventi) equivale all’indipendenza
di ogni sottofamiglia finita.

Exercise 1.6. Date n prove ripetute e indipendenti con probabilita di successo p,
consideriamo le variabili aleatorie S := “numero di successi nelle n prove” e T :=
“prova in cui si ha il primo successo”. Si determini la densita congiunta pg 7.
Solution 1.6. L’evento {S = s, T =} si pud esprimere come segue:

e le prime 7 — 1 prove sono stai insuccessi;

e la prova f-esima ¢ stata un successo;

e nelle rimanenti n — ¢ prove vi sono stati s — 1 successi.

Ne segue che

n—t

psr(s) =P(s=s.T=0)= (1= p(" 1)1 py

= (12 ra-ar,

con I’usuale convenzione (11\(/) #0seesolose 0 <K <N.

s—1

Exercise 1.7. Si sceglie “a caso” un campione di 5 oggetti da un lotto di 100 di cui
10 sono difettosi per effettuare un controllo di qualita. Sia X il numero di oggetti
difettosi contenuti nel campione. Si determini la densita discreta di X.

Solution 1.7. La variabile X assume solo i valori 0,1...,5. X = k significa che nel
lotto di 5 oggetti k sono difettosi. Possiamo calcolare P(X = k) con la formula “casi
favorevoli su casi possibili” della probabilita uniforme. Casi possibili: ci sono (](5)0)

modi di scegliere 5 oggetti tra 100. Casi favorevoli: devo scegliere 5 oggetti di cui
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k difettosi. Scelgo prima i k difettosi tra i 10 difettosi in (1}(0) modi, poi scelgo i

rimanenti 5 — k oggetti tra i rimanenti 100 — 10 = 90 non difettosi in (ng)k) modi. In

definitiva i casi favorevoli sono: (1ko ) (59£)k) e quindi:

10 ( 90
() (5%
(®)
5
Facendo un po’ di conti si ottiene: P(X = 0) ~ 0.583, P(X = 1) ~ 0.340, P(X =

2) ~0.070, P(X = 3) ~ 0.007, P(X =4) ~ P(X = 5) ~ 0. Per essere sicuri di non
aver sbagliato i conti su pud fare la verifica ¥;_P(X = k) = 1.

P(X = k) = k=0,1,....5

Exercise 1.8. Siano X, X, variabili aleatorie indipendenti, ciascuna delle quali as-
sume i valori {1,...,n} con la stessa probabilita, dove n € N. Definiamo la variabile
Y :=min{X;,X>}.

(1) Si calcoli P(Y = k) per ogni k € N.
(2) Si mostri che, per ogni ¢ € (0, 1), si ha che

lim P(Y <tn) = 2t —1°.

n—o0

Solution 1.8.  a) Chiaramente P(Y = k) = 0 per k > n. Conviene innanzitutto
calcolare, per k € {1,...,n}, la probabilita P(Y > k) che & data da

P(Y >k) = P(X; >k, X, > k) = P(X; > k) P(Xy > k)
-2y - ()

n—k—i—l)2

n

Si ha dunque

P(Y=k) =P(Y >k)-P(Y > k+1) = (

(n—k>2 1 2( k>
n n n n

b) Dalla formula per P(Y > k) calcolata al punto a) si ottiene

n

P(Y <tn) = 1—P(Y >m) = 1 —P(Y > [tn]) = 1_<1_L’”J_1)27

e dato che (|tn] —1)/n —t per n — oo, per ogni ¢ € (0, 1), si ha che

limP(Y <tn) = 1—(1—1)® = 2 —1°.

n—oo

Exercise 1.9. Un gioco a premi ha un montepremi di 512 euro. Vengono poste ad
un concorrente 10 domande. Ad ogni risposta errata il montepremi viene dimezzato.
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Alla prima risposta esatta il concorrente vince il montepremi rimasto. Se non si da
alcuna risposta esatta non si vince nulla. Un certo concorrente risponde esattamente
a ciascuna domanda con probabilita p € (0, 1), indipendentemente dalle risposte alle
altre domande. Sia X la vincita in euro di questo concorrente. Si determini la densita
discreta py di X.

Solution 1.9. La variabile casuale X assume i valori 0,1,2,22,23,...,2° Per 0 <
k <9, il valore 2°~* viene assunto se le prime k risposte sono errate, € la k + 1-ma
& corretta. Cid avviene con probabilita (1 — p)*p. Infine il valore O viene assun-
to se tutte le 10 risposte sono sbagliate, il che avviene con probabilita (1 — p)!©.
Riassumendo

px(277) = p(1-p)*
per0 <k <9, e px(0) = (1—p)'°.

Exercise 1.10. Due mazzi di 40 carte sono ognuno costituito da 20 carte rosse e 20
nere. Si mescolano entrambi i mazzi, quindi si dispongono uno accanto all’altro.
Cominciamo con lo scoprire la prima carta di entrambi i mazzi. Se entrambe sono
rosse vinciamo un euro, altrimenti non vinciamo alcunché. Proseguiamo scoprendo
le seconde carte dei due mazzi: se sono entrambe rosse vinciamo un altro euro, e
cosi via. Sia X il numero di euro vinti dopo aver scoperto tutte le carte. Si calcoli la
densita discreta di X.

Solution 1.10. Per entrambi i mazzi numeriamo le carte da 1 a 40, e conveniamo che
quelle rosse siano quelle numerate da 1 a 20. Denotando con ¢ (i) la posizione della
carta numero i del primo mazzo dopo il mescolamento, la disposizione delle carte
del primo mazzo si puo identificare con ¢ € S49. Analogamente, denotiamo con
N € S4o la disposizione del secondo mazzo. Prendiamo quindi 2 := S49 X S49, con
la probabilita uniforme, e X (o, 1) denota il numero di Euro vinti con le disposizioni
o,n.Perk=0,1,...,20,

[{(c.n):X(o,n) =k}
4012 ‘

P(X = k) =

Per calcolare |{(c.1) : X(0,7n) = k}| usiamo lo schema delle scelte successive: pri-
ma scegliamo & (40! scelte possibili), poi scegliamo 7 in modo tale che X(o,1) =

k. Per determinare il numero di scelte possibili per 17, sia I := {c(1),5(2),...,06(20)}.
Un 1 tale che X(0,n) = k si pud scegliere come segue.

e Si scelgono k carte rosse (del secondo mazzo): (2,?) scelte.

o Si dispongono queste carte in I5: (3)k! scelte.

e Le rimanenti 20 — k carte rosse si dispongono in /§: (239 k) (20 —k)! scelte.
e Si dispongono le 20 carte nere nei 20 posti rimasti liberi: 20! scelte.

Riassumendo

{X(c,n) =k}| = 40! (2k0) <2k0> k! (2022 k) (20 — k) 120!
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da cui, con facili semplificazioni,
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