Capitolo 1

1.1 Parte VII

Exercise 1.1. Un’urna contiene n > 1 palline bianche e 2 palline rosse. Si eseguono
estrazioni ripetute senza reimmissione. Introduciamo la variabile aleatoria

X = numero di palline bianche estratte prima di estrarre una pallina rossa,
la cui densita discreta verra indicata con py (k) = P(X = k).

(1) Si mostri che, per k=0,1,...,n,

pyx (k) = m(nfk+ 1).

(2) Si calcoli E(X).

Solution 1.1. (1) Consideriamo gli eventi A = “la k4 1-ma pallina estratta ¢
rossa”’, B = “le prime k palline estratte sono tutte bianche”. Si ha

P(X =K) = P(ANIB) = PAIB)P(B) = (,51)2) S -
k

dove nell’ultimo passaggio si sono eseguite le dovute semplificazioni.
2
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Exercise 1.2. Da un’urna contenente r palline rosse e v palline verdi si estraggono
successivamente, senza reimmissione, k palline, con k < min(r,v). Sia



peri=1,2,... )k,

9

X { 1 sel’i-ma pallina estratta & rossa
i=

0 altrimenti

e definiamo X = X| + - - - + X;.
(1) Si determini la distribuzione di X.
(2) Si determinino le distribuzioni delle X;.
(3) Si calcoli E(X).
(4) Si mostri, per induzione su k, che la densita congiunta delle X; ¢ data da

rr—1)--(r=Y% x4+ 1wy —1)--(v—k+ Y5 x;+1)
r+v)(r+v—=1)---(r+v—k+1)

PX“.‘,Xk(xl sy X)) =

Solution 1.2. (1) X ¢ il numero di palline rosse estratte in k estrazioni senza
reintroduzione, e quindi

= (1) () ()

(2) Identifichiamo I’insieme delle palline con {1,2,...,r+ v}, convenendo che le
palline rosse siano le prime r. Lo schema di estrazioni senza reitroduzione
si pud modellare scegliendo, come spazio campionario, 2 = insieme delle
permutazioni di {1,2,...,r+ v}, con la probabilita uniforme. Allora {X; =
1} ={0ce€eQ:0(i) e{l1,2,...,r}}, che ha cardinalita (r + v — 1)!, e quindi
probabilita r/r+ v. In conclusione

r

pX,'(l) =1 _PX[(O) = V+V.

(3) Essendo E(X;) = r/r+v,siha E(X) = kr/(r+v).

(4) Per induzione su k. Per k = 1 la risposta ¢ gia in b. Altrimenti, se x =
(xl, e ,xk,l,xk) S {0, l}k,

P(X :x) ZP(Xk :xk|Xk,1 Zxkfl,...,Xl le)P(Xk,1 Zxkfl,..wX] :xl).
Per P(Xy—1 = X4—1,--.,X1 = x1) si usa I’ipotesi induttiva, mentre
k-1
r=Y ) Xi
PX, =1|X_1 =x4—1,...,. X1 = - L=l
(Xk X1 =x-1,...,. X1 =x1) v k11

da cui si giunge alla conclusione.

Exercise 1.3. Sia n € N, n > 3 e indichiamo con S, il gruppo delle permutazioni di
{1,...,n}, munito della probabilita P uniforme. Gli elementi di S, saranno indicati
con 6 = (o(1),...,0(n)). Introduciamo le variabili aleatorie reali X,Y definite da

X (o) = o(1), Y(o) := o(2).
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(1) Si mostri che, per ogni i, j € {1,2,...,n}, la densita congiunta di X e Y vale

1
o — sei#]j
Px.y(l»]) =q % )
0 sei=j

dove ¢, ¢ un’opportuna costante che & richiesto di determinare.
(2) Si determini la densita della variabile D :=Y — X.

[Sugg. Basta calcolare pj,(m) per m > 0, poiché per simmetria p,(—m) = pp(m).]
Siano ora Z,W due variabili aleatorie reali indipendenti, definite su uno spazio di
probabilita (22,P), taliche P(Z =i) =P(W =i) = %, perognii€ {l,...,n}.
(3) Si calcoli P(Z # W).

(4) Simostriche P(Z=i,W = j|Z# W) = px y(i,j) perognii, j€ {1,2,...,n}.
In altri termini, il vettore aleatorio (Z, W), rispetto alla probabilita condizionale
P(-|Z # W), ha la stessa distribuzione congiunta del vettore iniziale (X,Y).

Solution 1.3. (1) Per definizione di spazio di probabilita uniforme

_ HoeS:o(l)=j,0(2) =}
[Snl '

pX,Y(iaj) = P(XZ[,Y:])

Chiaramente py y (i, j) = 0 se i = j, perché le permutazioni sono biunivoche e
dunque non si pud avere 6(1) = o(2). Per i # j, le permutazioni ¢ € S, tali
che o(1) = j, 6(2) = j sono in corrispondenza con le applicazioni biunivoche
da {3,...,n} avaloriin {1,...,n}\ {i,j}, di conseguenza |{c € S, : o(1) =
J,06(2)=j}| = (n—2)!esiottiene

(n—2)! 1

pxy(i,j) = - = o dove ¢, := n(n—1).

(Sinotiche ¢, = [{(i,j) € {1,...,n} x{1,...,n} 1 i #£ jH =|(X,Y)(Sy)|)
(2) Chiaramente i valori possibili per la variabile D sono D(S,) = {—(n—1),...,(n—
1)}\{0}. Per m € D(S,), conm > 0, si ha

{D=m} = J{X=kY =k+m},
k=1

e dato che gli eventi che appaiono nell’unione sono disgiunti segue che per
ognime {1,...,n—1}

n—m 1
P(D=m) = Y PX=kY=k+m) = —(n—m) =
k=1 Cn




4 1

Con analoghi argomenti (oppure per simmetria) si ha P(D =m) = P(D = —m)
per m < 0, per cui la formula generale &

n—|m|

nn—1)’

P(D=m) =

perognime {—(n—1),...,(n—1)}\ {0}.
3)

~ ~ LR 1 1
PZ#W)=1-PZ=W)=1-) PZ=iW=i)=1-n-— =1—-.
@AW) = 1-PE=W) = 1= Y PE=iW=i) = 1y = 1

(4) Chiaramente P(Z = i,W = j|Z # W) =0 se i = j. Per i # j, con i,j €
{1,...,n},siha

ﬁ(Z:iW:-|Z?éW):P(Z:ivWZj) 7§(Z:i)§(W:j) _ %%
e P(Z#W) P(Z4W) -1
1

~ n(n—1) - cl = pxx(B]).

n

Exercise 1.4. Sia X ~ Bin(n, p). Con un calcolo diretto a partire dall’espressione
della densita discreta, si mostri che E(X(X — 1)) = n(n — 1)p?. Ricordando che
E(X) = np, si deduca quindi che Var(X) = np(1 — p).

[Sugg. Sinoti che k(k— 1) (}) p* = p?- (}73) p* 2]

Solution 1.4. Si ha

EX(X—-1))= ) —*
< > 2(1 = p)n-D-(-2)

I’l—l Bin(n— 2p —n(n—l)p2

(
§

Si ottiene dunque E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X) = n?p? — np? + np, da cui segue
che Var(X) = E(X?) —E(X)?> = np —np? = np(1 — p).

Exercise 1.5. Sia X ~ Bin(n, p). Con un calcolo diretto a partire dall’espressione
della densita discreta, si mostri che My (t) = (pe’ 4+ (1 — p))". Si deducano quindi i
valori di E(X) e E(X?), e si ricavi Var(X).

[Sugg. Siricordi il binomio di Newton.]

Solution 1.5. Si ha
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Exercise 1.6. Sia X ~ Pois(A). Usando I’espressione della densita discreta, si mo-
stri che E(X) = A e E(X(X — 1)) = A2%. Si deduca quindi che Var(X) = A.

Solution 1.6. Cominciamo col calcolare E(X).

-io A -io:o n A +Zoo Anfl
X)=) npx(n)=e" n— =2Ae”
n=0 n=1 n! n=1 (n_l)'
=A.
In modo simile:
o0 A/n 2
E(X Znn—lpx AZnn—l —),2 JZ
= QLZ.
Ne segue che
E(X?)=E(X(X 1)) +E(X)=A*+A.
Infine
Var(X) =E(X?) = [EX)? =A% +1—-A2 = 1.
Exercise 1.7. Fissati p € (0,1) e n > 2, siano Zi,...,Z, variabili aleatorie indipen-

denti a valori in {—1,1}, con P(Z; = 1) = p per ogni i = 1,...,n. Definiamo

n
X=[]z=22 7.
i=1
(1) Si determini E(X) e si deduca la distribuzione di X.

[Sugg. Che valori pud assumere X ?]

(2) X ¢ indipendente dal vettore aleatorio (Zi,...,Z,)?
(3) X ¢ indipendente dal vettore aleatorio (Z,,...,Z,)?

Solution 1.7. (1) Per I'indipendenza delle Z; si ha E(X) =[]}, E(Z;) =E(Z,)" =
(p-14+(1=p)-(=1))"=(2p—1)". Dato che X € {—1, 1}, la distribuzione di
X edatada uy = g6+ (1 —¢)6_1, quindi E(X) =g — (1 —q)=2q—1dacui
=11+ (@2p—1)").
(2) X & funzione di (Z,,...,Z,), quindi non pud essere indipendente da (Z,,...,Z,)
(a parte il caso banale in cui X = (cost.) g.c.). Pit formalmente

0=P(X=—1,(Z1,....Z) = (L,...,1)) £P(X = —1) P(Zy,....Zy) = (1,...,1)) > 0.



(3) C’¢ indipendenza se e solo se p = % Infatti, se p = % si ha

P(X==+1|Zs=1s,...,Zy1 =tp_1) =P(Z) = £sign(ts 13- 1y_1)) = = = P(X = £1),

N =

quindi X e (Zy,...,Z,) sono indipendenti. Se invece p # %
1
PX=1|2=1,...,Z,=1)=P(Z; = 1):p7é§(1+(2p—1)”):P(X: 1).

Exercise 1.8. Un insetto depone un numero aleatorio N ~ Pois(4) di uova. Ciascun
uovo deposto si schiude con probabilita p € (0, 1), indipendentemente dal numero
di uova deposte e dal fatto che le altre si schiudano. Indichiamo con X il numero
(aleatorio) di uova che si schiudono.

(1) Qual ¢ il valore di P(X =k|N =n), pern € Ny e k € R?

(2) Si determini la distribuzione di X.

Solution 1.8. P(X =k|N =n) = (}) p"(1—p)"* per k € {0,...,n}. Per ogni k € Ny
siha P(X = k) = Lyen, P(X = kIN =) P(N = n) = L7 (}) P (1= p)"Fe* 4p =

e Ry W(ln:pk);;’*k = oM o (1-p) = o AL Gioe X~ Po(pA).

Exercise 1.9. Siano X e Y due variabili aleatorie a valori in Ny aventi la seguente
densita congiunta:

An
(n>pk(1 —p)"_ke_l— se0<k<n
pxy(k,n) = ¢ \k n!

0 altrimenti,

dove p € (0,1) e A > 0 sono parametri fissati. Si determinino le densita marginali
di X eY e si calcoli Cov(X,Y).
Solution 1.9. py (k) = ¢=* (Pkk!)k Yok W(ln_f;))]rk =e Pt (P,?",)k,

py(n) =e 200 o ()P (1—p)"* =25,

quindi X ~ Pois(pA) e Y ~ Pois(A).

Infine E(XY) = ¥, ren, nk pxy (n,k) = Er_gne  Ae X0 k(3) p*(1— p)*

= Yoo Px (n) Ei_okPgin(a p) (k) = Eion px (n) (pn) = pE(X?) = p(A +42),
da cui Cov(X,Y) = pA.

Exercise 1.10. Siano X,Z e W variabili aleatorie indipendenti con X ~ Be(p) e
Z,W ~ Pois(A). Definiamo Y :=XZ+W.

(1) Si spieghi la seguente uguaglianza di eventi: per ognim € {0,1} en € Ny
{X=mY=n} ={X=mmZ+W =n}.

(2) Si determinino le densita discrete di (X,Y) ediY.
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(3) Usando la densita py ottenuta al punto precedente, si calcoli E(Y) e Var(Y).
(4) Si calcoli E(Y) e Var(Y) senza utilizzare py.

Solution 1.10. (1)
2 pX,Y(07n) :P(X =0Y :n) :P(X =0,w :n) - (1 7p)e_k%’ pX,Y(lvn) =
P(X =1,Y =n) = P(X = 1,Z+ W = n) = pe 22 "qa cui py(n) =
—2a (24)" A AM
Py y(0,n) +pyx y(1,n) = pe M% +(1—=p)e A%-
(3 E(Y)=p-24+(1-p)- A =A(p+1), E(Y?) = p-[(24)*+ (24)] + (1 - p)-
(A2 + 1), dacui Var(Y) = A%(p — p?) — A(1+p).
(4) E(Y) =E(X)E(Z) +E(W)=pA +A,E(Y?) =..., ecc.
Exercise 1.11. Elena lancia ripetutamente una moneta. La probabilita di ottenere
testa vale p € (0,1). Detto X;. € {0, 1} Iesito dell’k-esimo lancio (testa = 1, croce =
0), indichiamo con §, T rispettivamente il primo e secondo istante in cui esce testa:

S:=min{keN: Xp=1}, T:=min{keNk>S: X; =1},
con la convenzione min := +oo. Poniamo quindi
U:=T-S§
e definiamo infine per £ € N gli eventi
A ={X=1}.

(1) Fissiamo n,m € N con n > m. Si esprima I’evento {S = m,T = n} in funzione
deglieventi Ay, ...,A, mediante opportune operazioni insiemistiche. Si deduca
quindi la densita congiunta

pS,T(m7n> - P(S =m,T = n) = (1 7[’)"_2[)2 ]1{l§m<n} .

(2) Si determini la densita congiunta delle variabili aleatorie S,U. Si deduca che S
e U sono indipendenti e hanno la stessa distribuzione marginale (quale?).

(3) Si calcolino E(T') e Var(T).

Solution 1.11. (1) {S=m,T =n} = (N7;"AS) N A, N (NS, AS) NA, e dato
che gli eventi {A; }ren sono indipendenti con la stessa probabilita p si deduce
che per m,n € N con m < n si ha pg(m,n) = (1—p)" ' p(1—p)" 1 =
(1—p)"=2p*.

(2) Perognim, ¢ € Nsiha{S=m,U =(}={S=m,T =m+{} dacuipg,(ml)=
ps.r(m,m+£) = p*(1=p)"*=2 = [p(1 — p)""][p(1 - p)"~"]. Questo mostra
che S,U ~ Geo(p) e che S e U sono indipendenti.

(3) Siha T =S+ U dacui E(T) = E(S) +E(U) = £ +

2

1
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