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Compito A

Esercizio 1

a) Calcolare
lim ln(1.+ sin(5x)) |
=0 esin(3z) _ 1

b) Quanto vale invece

. In(1+ sin(5z) + 20sin(x?))
lim . )
2—0 esin(3z) — 1 — 2

Esercizio 2

a) Si fornisca la definizione di punto di discontinuita eliminabile

b) Si consideri la funzione

€xr —

) = (o= eos (1)

Si dica se x = 1 ¢ un punto di discontinuita eliminabile per f e si dica chi ¢ un
prolungamento continuo di f.

Esercizio 3

Si consideri la funzione

1+z
1+ a2

f(x):ln( ) z€[0,5].

a) Verificare che la funzione ¢ definita e continua in [0, 5].
b) Si calcolino f" e f”.

¢) Si determinino i punti di minimo e massimo relativo nonche i punti di minimo
e massimo assoluto in [0, 5].

d) Fare il grafico di f(z) in [0, 5].



Indicazioni sulle soluzioni

Esercizio 1, 8 punti.

(a) Il limite ¢ una forma indeterminata 0/0. Si puo procedere con de I’'Hopital
oppure come segue. Moltiplichiamo numeratore e denominatore per sin 3x cos bz,
si ha

. In(1 +sin(bx)) sin(3z) sin(bz)
lim , . ,
z=0  sin(5x)  e*mB2) — 1 gin(3x)

Ora, i primi due fattori hanno limite uguale ad 1, mentre il terzo vale 5/3 in
quanto si ¢ usato il fatto che sin(az) ~ ax per  — 0. Pertanto il risultato
e 5/3.
(b) In questo caso usiamo le approssimazioni In(1 +t) ~ ¢, e' — 1 & t per
t — 0. Pertanto
In(1 + sin(5x) + 20sin(z?)) a sin(5z) + 202* ~ 5z + 202°, x — 0,
G2 1 _9r ~sin(3zr) — 20 ~3r -2z =1, =—0.

Quindi calcolare il limite richiesto e equivalente a

2 2
fim 22200 s 0e— 5.

x—0 €x x—0
Esercizio 2, 8 punti.

(a) Un punto xy del dominio di f per cui

T f(@) = lim f(z) =1 # f(x0)

Q?—)QJO

si dice di discontinuita eliminabile poiché f si pud prolungare con

o) {0 22

l T = X
g € un prolungamento per continuita di f in xy ( g risulta quindi continua
in xg).

(b) f & discontinua in = 1. Per x — 1, cos(1/(z — 1)) oscilla tra —1 e 1
mentre x — 1 va a zero. Essendo

1 1
lim(x—l)cos( )zlim(x—l)cos( )z
z—1t r—1 z—1— r—1

mentre la f non e definita in x = 1. Ma x = 1 & un punto di discontinuita
eliminabile poiché

g(x):{ (().m—l)cos(ﬁ) ii}

e il suo prolungamento per continuita in x = 1.



Esercizio 3, 14 punti.

(a) La funzione ¢ definita in (—1, 4+00), ivi continua essendo composta di fun-
zioni continue. Pertanto in [0, 5] la funzione ¢ definita e continua. Nota:
f(x) =0 solo per z = 1.

(v) 2

, o+ 2x —1
r) = —
J'(w) (x+1)(x24+1)
() = x4+ 42% — 222 — 42 -3+ 20— 1
(x +1)2(z2 4 1)2

(c) Osservo che f/(0) =1 >0, f/(5) = —17/78 < 0 che ci dicono che x =0 é
un punto di minimo relativo con f(0) =0 e x =5 é pure punto di minimo
con f(5) = In(3/13) < 0. Inoltre f'(z) = 0 se e solo se x15 = —1 &+ /2.
Solo x5 = /2 — 1 appartiene allintervallo [0,5]. z; é punto di massimo
in quanto per x € [x1, %3] la derivata prima risulta essere positiva, quindi
f crescente. Inoltre f”(x2) < 0 quindi x é effettivamente di massimo e

f(z2) = In(1/(2z3)) > 0. Tale massimo ¢ assoluto poiché la funzione in
[0, 5] risulta assumere valori sempre minori di f(z2).

Riassumendo: f ha due minimi, in = 0 (relativo) e in x = 5 (assoluto).
Ha un solo punto di massimo assoluto per x = x,.

Nota: eventuali flessi si ricavano risolvendo f”(x) = 0. Solo per com-
pletezza, anche se non era richiesto dal testo, facciamo vedere che effet-
tivamente c’era un flesso dove la funzione cambia la concavita. Infatti,
guardando al numeratore di f®(z) (il denominatore risulta invece sempre
positivo) si osserva che in 1 vale —4 < 0, mentre in 3/2 vale circa 5 > 0.
Quindi esiste un « € (1,3/2) dove la funzione cambia la concavita. Questo
lo si vede bene dal grafico.

(d) Grafico

0.4

.67

.87

-1.21

4.4

Figure 1: Grafico in [0, 5] della funzione dell’esercizio 3 .



