Assoluta stabilita e metodi multipasso
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Assoluta stabilita

» La convergenza e un concetto fondamentale: non avrebbe
senso un metodo non convergente.

» la convergenza non e tuttavia una garanzia perche un
metodo fornisca risultati numerici accettabili.

» E’ necessario richiedere che la soluzione numerica abbia
alcune proprieta della soluzione esatta.

» | metodi numerici a un passo costutuiscono in realta una
famiglia di metodi al variare di h (passo). Ciascuno di questi
metodi deve rispettare alcune proprieta della soluzione
esatta, quale, per esempio, fornire una soluzione limitata se
la soluzione esatta € limitata.
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Assoluta stabilita

» zero-stabilita di un metodo numerico: studio il
comportamento della soluzione w,, in [ty,to + T'] per h — 0.

» assoluta stabilita di un metodo numerico: studia il
comportamento di u,, per t,, — oo per h fissato.Viene anche
chiamata stabilita per h fissato.
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Assoluta stabilita

Problema modello:

con Re(\) < 0.

Soluzione esatta: y(t) = e, lim;_.o |y(t)| = 0.
Definizione .

Un metodo numerico é assolutamente stabile se

U, — 0 per t, — o
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Assoluta stabilita

Metodo di Eulero
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Assoluta stabilita

Definizione.

Regione di assoluta stabilita ~ del metodo numerico:

A={z=MeC:|u,| — 0per t, — o}

Definizione.

Un metodo si dice A-stabile se la sua regione di assoluta stabilita

ADC™

ovvero se per Re(A) < 0 la condizione di assoluta stabilita ¢

verificata Vh.

Elena Loli Piccolomini-metodi multipasso — p.6/3:




Assoluta stabilita

Metodo di Eulero applicato all’equazione campione:
Upt1 = Uy + hAu,

Per ricorsione su n:
U, = (14 Ah)"

quindi deve essere |1 + \h| < 1:

2
AMeC e O0<h<— Re()
A7
dove C~ ={z € C: Re(z) < 0}
Assoluta stabilita
» Metodo di Eulero all'indietro
1 <0
Uy = ———— N <
Y

A=C—-{ze€C:|z| <1}

» Metodo dei trapezi

e (1 5) (1)) o

quindi € A-stabile
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Assoluta stabilita

Eulare implicite
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Metodi multistep

Definizione.

Un metodo numerico si dice a ¢ passi (¢ > 1) (multistep) se

Vn > 1, u,4, dipende da w145, 7=1,...

Esempio.
Metodo esplicito a 2 passi.

Uyl = Up_1 + 20 f(tn, uy)

qg.

(approssimazione centrale della derivata prima).

ug = Yo, w1 da determinare.
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Metodi multistep

Esempio.
metodo a due passi implicito (Simpson):.

h
Upt1 = Up—1 + g(fn—l +4fn +fn—|—1)7 n > 1

ug = Yo, u; da determinare.
Per innescare un metodo a ¢ passi servono g condizioni inziall
up, . .. u,—1. POSSONO essere calcolate con metodi a un passo es-

pliciti (Runge-Kutta).
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Metodi multistep

Metodi a ¢ + 1 passi. Schema generale.
q q
Up41 = Z AjUp—j + hz bjfrn—j+hb_1fns1, n=q,q+1,...
=0 =0

| coefficienti a;, b; individuano il metodo, a, # 0 oppure b, # 0.

» b_1 # 0: schema implicito

» b_; =0 schema esplicito.
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Metodi multistep

Riformulando:

q+1 q+1

Z&Sun—h@ — hZﬁsfn—F& n=0,1,...
s=0 s=0

O{q+1:1’a{sz_a/q_87 8:07...q

Bs=0bp—s, s=0,...q+1.

N—(qg+1)
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M etodi Adams

Metodi di Adams-Bashford (espliciti)

q
Upt1 = Uy + hz bjfn_j

j=0

AB3 (3 paSSi) Up41 = Up -+ 1_};(23]071 - 16fn—1 + 5fn—2)

Metodi di Adams-Moulton (impliciti):

q

j=—1

AM4 (4 paSSi) Un41 = Un + %(9.]071—1-1 + 219fn o 5fn—1 =+ fn—2)
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Criterioddleradici

Definiti i seguenti polinomi:

aq

p(r) =i = a4t

j=0

q
o(r) =b_yr?t + Z briI

j=0
primo e secondo polinomio caratteristico del metodo multipassc

individuato dai coefficienti a; e b;.
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Criterioddleradici

Il polinomio
II(r) = p(r) — hAo(r)

e il polinomio caratteristico  del metodo.
Le radici r;(h),j = 1,...p di II(r) si dicono radici caratteristiche.
Criterio delle radici

Il metodo multistep soddisfa il criterio delle radici se tutte le radic|
r; sono contenute nel cerchio unitario centrato nell’origine del pi-
ano complesso.Nel caso in cui una radice cada sul bordo, deve

essere una radice semplice.
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Consistenza metodi multistep

Errore locale troncamento metodi multipasso:

q

q
hTpi1 = Ynt1 — (Z aYn—j + Z bj%j) n=q

=0 j=-1

Errore troncamento globale:
7(h) = max |7, (h)|

. Consistenza
Il metodo multipasso é consistente se 7(h) — 0 quando i — 0.
Metodo di ordine p se 7(h) = O(h?), p > 1.
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Consistenza metodi multistep

Condizioni equivalenti alla consistenza:

N
q

q q
Zajzl —Z]CLJ—FZZ?Jl:l
7=0

s r =1 €& unaradice del primo polinomio caratteristico p(r).
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Zero-stabilita metodi multistep

Teorema.
Per un metodo multistep consistente, la condizione delle radici e
equivalente alla zero-stabilita .

Esempio. Metodi di Adams.
p(r) = rP™ — P, Le radici ro = 1 € 7, = 0 dunque tutti i metodi di

Adams sono zero-stabili.
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Convergenza metodi multistep

Teorema di equivalenza.

Un metodo multistep consistente e convergente se e solo se e
zero -stabile e se l'errore sui dati iniziali tende a zero per h che
tende a zero.

Prima barriera di Dahlquist.
Non esistono metodi multistep lineari zero-stabili a q passi con
ordine di convergenza maggiore di g+1 se g e dispari, g+2 se g €

pari.
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Assoluta stabilita metodi multistep

Regioni di assoluta stabilita di alcuni metodi multipasso.

x r=1
o0 — ] ;=9
E:v::l ———
r = .3
] T = -’1
1T r=>5
— Adams—-Bashforth
— Adams-Moulton 1r=6
- R N
-6 -5 —4 -3 -2 —1 Ah=0

Figura 9.22 Intervalli di stabiliti a passo fissato dei metodi di Adams espliciti e impliciti.
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Assoluta stabilita metodi multistep

Condizione assoluta delle radici.
Un metodo multistep soddisfa la condizione assoluta delle radici
se esiste hy > 0 tale che:

(BN <1, j=1,...q, VA < hy

Condizione assoluta delle radici € necessaria e sufficiente
affinche il metodo sia assolutamente stabile Vi < hy.
Seconda barriera di Dahlquist.

Un metodo multistep lineare esplicito non puo essere A-stabile.
Inoltre, non esistono metodi multistep lineari A-stabili di ordine su-

periore a due.
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Assoluta stabilita metodi multistep

Calcolo del bordo 0A della regione di assoluta stabilta di un
metodo a g passi.

hA = <Tq_|_1 — Zq:aﬂ“qg) / (i: bjrqj)

J Jj=0
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Metodi BDF

Metodi alle differenze all'indietro (BDF). Famiglia di metodi
multistep che si ottiene approssimando y/(¢,,1) con un rapporto
iIncrementale all’indietro di ordine elevato. Sono metodi impliciti:

p

Upt1 = Z AjUp—j + hb_1 fpy1, b1 # 0

j=0
Esempio (2 ordine implicito):

4 1 2
Up4+1 — gun - gun—l + ghfn—{—l
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| sistemi di ODE

Nel caso di sistemi di equazioni differenziali:

» | metodi numerici si applicano ad ogni equazione del

sistema.
Esempio. Metodi a un passo:

Upy1 = Uy + h(I)(tna un)

» Nell'analisi di stabilita il ruolo del parametro A\ € dato da:
A = —maxp(A(t)) dove p(A(t)) e il raggio spettrale di A(t)
nel caso in cui le parti reali degli autovalori A\, della matrice
Jacobiana A(t) = (47)(t,y) siano tutte < 0
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Problemi stiff

» |l passo di integrazione e stabilito sulla base di due criteri:
accuratezza e stabilita .

» Di solito e determinato dall’accuratezza, ma nei problemi stiff
e determinato dalla stabilita .
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Problemi stiff

y1(t) = =2y1(t) + y2(t) + 2sin(t)
) =y1(t) — 2y2(t) + 2(cos(t) — sin(t))

y1(t) = —2y1(t) + ya(t) + 2sin(t)
< Ys(t) = 998y1 () — 999ys(t) + 999(cos(t) — sin(t))
y1(0) =2

| 42(0) =3

Stessa soluzione:

yl (t) — 26_t _|_ SZTL(t), y2 (t) — 26_t _|_ %@glicl’itc)bmini-metodi multipasso — p.27/3:

Problemi stiff

odeds  hmin=000056556

odeds  hmin=0.030662
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Problemi stiff

Problema 1 .

» Metodo di Runge-Kutta esplicito IV ordine: 25 passi, 169
valutazioni funzione

» Metodo implicito: 41 passi, 90 valutazioni funzione
Problema 2.

» Metodo di Runge-Kutta esplicito IV ordine: 3015 passi, 1867¢
valutazioni funzione

o Metodo implicito: 48 passi, 112 valutazioni funzione
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Problemi stiff

y'(t) = My(t) — sin(t)) + cos(t),y(0) =1

soluzione esatta:y(t) = e* + cos(t).
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Figura 9.18 (1) soluzione y = exp(—10t) + sint del problema a valori iniziali " = —10(y — sint) + cos
y(0) = 1; (2) sint; (3) componente transiente exp(—10%). Etena Loli Piccolomini-metodi mulipasso - p.30/3:




Problemi stiff

» La stiffness dipende dal’'equazione differenziale, dalle
condizioni iniziali e dal metodo numerico.

» Non si puo dare una definzione. Non e una proprieta ma un
comportamento che si evidenzia quando il sistema é risolto
numericamente (sono sistemi comungque stabili).

» terminologia utilizzata per un sistema con costanti di
decadimento nel tempo diverse fra loro.

» inun sistema lineare y’ = Ay, le costanti di decadimento
sono date da Ai dove )\; sono gli autovalori della matrice A.
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Problemi stiff

» Rapporto di stiffness:

. ’Re(AminM

R—
‘Re()‘max”

R >> 1 indica probabile stiffness.

» Se un metodo numerico con regione finita di assoluta stabilita
applicato ad un problema e forzato ad usare in qualche
intervallo un passo di integrazione eccessivamente piccolo in
relazione alla regolarita della soluzione, allora il problema e
detto stiff in quell’intervallo.

» | metodi numerici adatti per risolvere problemi stiff sono
metodi con una regione di assoluta stabilita grande,
t|p|Camente metoc“ |mpl|c|t| ) Elena Loli Piccolomini-metodi multipasso — p.32/3:




Funzioni Matlab

Funzioni Matlab adatte a risolvere problemi stiff:
» 0del5s
» 0de23s
» 0de23t
» 0de23tb
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