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Capitolo 1

Introduzione

Un problema di fondamentale importanza in molti settori dell’analisi numerica e la ricerca
di funzioni interpolanti e approssimanti su un certo dominio nel quale si conoscono i valori
di una funzione su determinati punti di esso. La possibilita di suddividere il dominio in
sottoregioni, nelle quali la ricerca di funzioni approssimanti o interpolanti sia facilitata, ha
sempre attratto I'attenzione degli studiosi permettendo di risolvere un “grosso” problema
come somma di problemi piu piccoli.

Tra le sottoregioni in cui un dominio 2 € R™ & suddivisibile, le piu semplici sono senza
dubbio gli n-simplices. Un n-simplex ¢ individuato da n + 1 punti X!, ..., A"»*! in R” e tali
che

vol, (AL, ..., A" > 0.

Tale richiesta implica che la scelta dei punti deve essere tale che essi non devono appartenere
ad uno stesso iperpiano. Inoltre ogni faccia dell” n-simplex ¢ un (n — 1)-simplex.

Vedremo al Capitolo 2 che ad ogni simplex non degenere si puo associare un sistema di
coordinate locali, dette coordinate baricentriche.

Se le funzioni interpolanti sono funzioni polinomiali, il problema di interpolazione su sim-
plices ha soluzione purche siano individuati su di esso un numero “sufficiente” di punti ,
detti nodi, per cui si possano individuare univocamente i coefficienti che le descrivono (vedi
tra gli altri [43, 51, 62, 63, 65]).

Negli ultimi decenni grazie soprattutto all’'uso di sempre piu potenti calcolatori, si & affer-
mata una metodologia computazionale per la descrizione e la rappresentazione di curve e
superfici: i1 CAGD (Computer Aided Geometric Design). Esso si occupa prevalentemente
dell’ approssimazione di forme mediante curve a superfici parametriche ottenute con schemi
interpolatori. Tra gli schemi piu usati si ricordi ad esempio 1’ algoritmo di De Casteljau per
la costruzione di curve e superfici di Bézier, di Shephard per interpolazione su “scattered
data”, di Chaikin per l'approssimazione di curve mediante schemi di suddivisione o per
I'inserimento di nodi per curve B-spline ecc... Per una rassegna di tali metodi vedasi [7, 31].
In quest’ottica sono classificabili le curve di Bézier e i Bézier patches. In particolare nel
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2 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

caso di 2-simplex parleremo di patch triangolare di Bézier.

Lo strumento che piu di ogni altro ha esteso 'utilizzo di queste tecniche anche a settori
tradizionali dell’approssimazione numerica ¢ stato, a nostro avviso, ’algoritmo di De Castel-
jau [7, 30, 31]. I concetti matematici connessi con detto algoritmo sono basati essenzial-
mente sui polinomi di Bernstein. Si ¢ dimostrato infatti, che una curva o un patch di
Bézier ottenuta/o con detto algoritmo, é esprimibile in termini di polinomi di Bernstein.
La conseguenza di questo risultato ¢ quindi inequivocabile: le curve e le superfici di Bézier
sono polinomi particolarmente regolari essendo i polinomi di Bernstein un utile strumento
di approssimazione [17, 30]. In questa classe sarebbero da includersi le B-spline di cui le
curve di Bézier sono un sottoinsieme [7, 55]. Una applicazione della capacita approssimanti
delle spline si puo trovare in [28], dove sono state usate spline multivariate, ottenute con la
tecnica dei prodotti tensoriali, per approssimare la superficie di movimento di un robot.

Ci sono due categorie principali di problemi di approssimazione dove queste tecniche trovano
applicazione. Problemi di data fitting per i quali & richiesto di costruire una approssimazione
di una funzione incognita basata su qualche insieme di dati (spesso questi dati sono di natura
sperimentale). Un esempio ¢ ancora il problema della calibratura inversa di un robot de-
scritta in [28].

Problemi differenzialila cui formulazione ¢ data mediante una insieme di equazioni differen-
ziali: ODE’s, PDE’s, BVP ecc.... Questi problemi sorgono nella modellizzazione matematica
di processi fisici. In questi casi & di fondamentale importanza la ricerca di una soluzione
approssimata avente certe caratteristiche di regolarita su un certo dominio. Tale soluzione
¢ spesso determinata come proiezione su un sottospazio di dimensione finita dello spazio
funzionale a cui appartiene la soluzione analitica. I metodi classici per far questo sono i
metodi alle differenze finite e agli elementi finiti.

In particolare, nel metodo degli elementi finiti & di fondamentale importanza la scelta delle
funzioni di base la cui combinazione determina 1’approssimante della soluzione analitica del
problema. La scelta di funzioni polinomiali e polinomiali a tratti sulle discretizzazioni del
dominio, ha sempre svolto un ruolo determinante [43, 58, 67]. Per questo e altri motivi
ancora, nella presente tesi si ¢ cercato, quando si presenta ’occasione, di sottolineare come
le tecniche di interpolazione trovano applicazione nella descrizione di funzioni di base (o di
forma) per il metodo degli elementi finiti, vedi in particolare il Capitolo 3.

In entrambe le categorie su citate, si pone una questione fondamentale: “B possibile deter-
minare univocamente una funzione polinomiale interpolante i dati o i valori della soluzione
su fissati punti del dominio e che presenti buone condizioni di regolarita?”

La risposta & quasi sempre affermativa e una tecnica di ricerca di detta soluzione & pas-
sando attraverso una triangolazione con simplices. Questo e vero in particolare se lo spazio
e topologico.

Ecco quindi la necessita di disporre di metodi per la costruzione di funzioni polinomiali
interpolanti su simplices o su triangolazioni in genere.



Nel Capitolo 2 si presentano alcuni risultati preliminari relativi all’interpolazione su
simplices. Si dimostra in particolare, I'utilita di descrivere queste funzioni in un sistema
di coordinate locali dette coordinate baricentriche. La loro utilita sta principalmente nel
rappresentare un sistema di coordinate simmetriche e invarianti per affinita. Inoltre esse
sono positive all’interno del simplex. Di questo fatto si € fornita una diversa dimostrazione
alla sezione 2.1.

Ad ogni n-simplex non degenere ¥ = {c!,...,0" !}, & associato un sistema di coordinate
baricentriche nel quale ogni punto & individuato da n + 1 coordinate (&1, ...,&,+1) tali che
Z;:rll i = 1. Queste coordinate sono legate a quelle cartesiane da una trasformazione li-
neare A : R” — R"*! tale che A\(0?) = e;, ove ¢; & I i-esimo versore della base canonica di
R,

Per ottenere schemi interpolanti o approssimanti aventi maggiore regolarita, di uso frequente
sono le tecniche di suddivisione. Nel caso bidimensionale, si suddivide un dato triangolo
in sottotriangoli al fine di individuare una distribuzione di nodi su cui costruire il poli-
nomio interpolante. In generale per costruire un polinomio di grado p in R?, si necessita di

m = < p —;_ 5 > punti distribuiti sul simplex, esattamente quanti i coefficienti del polinomio

interpolante. Un tale triangolo sara detto di ordine p.

Due sono le tecniche di suddivisione su triangoli che si considerano: lo splitting regolare
e quello irregolare. In quello regolare di ordine p, ciascun lato viene suddiviso in p parti
uguali, identificando cosi i nodi sui lati. Le linee parallele ai lati del triangolo uscenti da
questi nodi, intersecandosi generano la suddivisione richiesta.

In quello irregolare, i nodi sono individuati mediante combinazioni baricentriche dei vertici
del triangolo: questa suddivisione trova applicazione nella costruzione di superfici irregolari
(o frattali). Di questo si discutera al Capitolo 7.

Il principale problema connesso all’interpolazione e 'unisolvenza di esso su una data dis-
tribuzione di punti e per una certa scelta dello spazio polinomiale £ in cui si cerca la
funzione interpolante. Si supponga che £ = span{ly,...,lx}, l; € V* con V* il duale dello
spazio lineare di dimensione finita V. Risolvere il problema

ZZ(X) =y, xeV gy eR, i=1,...,k (1.0.1)

significa richiedere che I'insieme L sia V-unisolvente. Una condizione necessaria e sufficiente
perche questo avvenga € che la mappa x — Lx sia iniettiva [43].

Se B = {by,....,b;} & una base per V e quindi x = 25:1 cib;, allora (1.0.1) equivale a
richiedere

t
Zcilj(bi) =Y, ] = 1, ...,k‘ (1.0.2)
=1

Questo permette di scrivere la soluzione in forma determinantale [17, 9].

Alla sezione 2.3 si presentano condizioni di unisolvenza in R®, s > 2, sia nel caso di inter-
polazione di Hermite (o osculatoria) che di Lagrange.

Un teorema importante di esistenza e unicita dell’interpolante su elementi simpliciali,
dovuto a Nicolaides per lattici principali di ordine p in R"™, L, [51]: esso & presentato alla
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sezione 2.4. Si consideri un n-simplex 7, di vertici 11, ..., T,4+1. Allora il lattice principale
di ordine p ad associato e

n+1 n+1
Lpn(To) ={x €R"x = &T;, Y &i=1, &€ 4y} (1.0.3)
i=1 i=1
dove A, = {0, %, e pp%l, 1}. E facile verificare che esso consta di 7(’; Tﬁ)! elementi, cioe tali

da permettere di determinare i coefficienti di un polinomio in P,(R™). Di questo fatto si ¢
data una nuova dimostrazione alla Proposizione 2.4.1.

Nel Capitolo 3 si prende in considerazione l'interpolazione lagrangiana. Viste le nu-

merose applicazioni che essa trova nel metodo degli elementi finiti, si descrive una nuova tec-
nica di calcolo di funzioni di forma, basata su una estensione dell’algoritmo di Neville-Aitken
(N-A), vedi sezione 3.2. Quindi si passeranno in rassegna alcune applicazioni dell’algoritmo
di N-A a distribuzioni generalizzate di punti, descritte estesamente in [34, 35, 37, 59]. Questo
¢ particolarmente conveniente nella soluzioni di problemi di data fitting.
La tecnica di calcolo di funzioni di forma descritta alla sezione 3.2, rappresenta un risultato
originale in questa tesi. Ci si ¢ ristretti al caso bidimensionale con triangoli di ordine p. Si
consideri un triangolo 7 di ordine p, i cui nodi sono individuati da terne (p},pb, pé), per
1=1,.., W, tali che 23:1 pé- = p. Si sfrutta l'idea che la i-esima funzione di forma
NP & un polinomio scrivibile nella seguente forma (vedi [67] )

NP (&1, 62, 83) = 1PV (£)172) (&)179) (&) (1.0.4)

con (&1,&2,&3) le coordinate baricentriche e [(P) sono i polinomi elementari di Lagrange.
Facendo uso dell’algoritmo di N-A unidimensionale, si determinano i polinomi l(pi)(fi), 1=
1,2,3 per ogni nodo T sapendo che per definizione N(T}) = §;;.

Note le tre componenti lagrangiane si e in grado di descrivere la i-esima funzione di forma
e quindi il polinomio interpolante su un triangolo di fissato ordine.

Nello sforzo di generalizzazione dello schema di N-A un posto meritano i sistemi di Tcheby-
cheff (vedi [26, 55, 49]). Si tratta si insiemi di funzioni 7, = {f1,..., fn} dove f; : G — K,
con K corpo commutativo di caratteristica zero, G = {z1,...,Zm}, m > n un insieme di
punti per i quali il determinante

f1($1) e fn(xl)
Hr (T1, . @n) =| -+ or oo | #0. (1.0.5)

Un tale determinate e noto anche come determinante di Haar.

Dato quindi un insieme di Tchebycheff & possibile generalizzare su un dato insieme di
punti lo schema di N-A per calcolare il polinomio interpolante su un dato insieme di punti
[49]. L’interesse di una tale generalizzazione sta in alcune relazioni per i coefficienti della
combinazione che descrive il polinomio interpolante. Se si indica con py, ., f(x) il polinomio




interpolante di grado n + m di una funzione f, esso ¢ esprimibile come combinazione di
polinomi di grado n, p, f(x), risultando

Prmf(@) =D Xj(@)pnf (). (1.0.6)
7=0
I coefficienti Aj(z) sono funzioni (polinomiali) indipendenti dalla funzione f e tali che
D N@) =1, vz eG.

Di questo risultato ci si € serviti per la ricerca di alcune caratterizzazioni e proprieta
dell’interpolazione lagrangiana dimostrate al Capitolo 5. Si noti infine che nel caso in
cui il sistema di Tchebycheff scelto sia la base canonica dei polinomi, Iespressione (1.0.6)
permette di riottenere la relazione di ricorrenza di N-A generalizzato presentata alla sezione
3.2.

Algoritmi di calcolo di polinomi interpolanti su triangoli e in particolare su lattici principali
di fissato ordine, sono presentati in Appendice A, sezione A.l.

Nel Capitolo 4 si presentano alcuni risultati relativi ai polinomi di Bernstein. Questi
polinomi oltre alla ben nota proprieta di fornire una dimostrazione al teorema di approssi-
mazione di Weierstrass di una funzione continua su un intervallo della retta reale, hanno
trovato popolarita nella descrizione di curve e superfici di Bézier.

Nonostante le potenti capacita di approssimazione, i polinomi di Bernstein convergono alla
funzione solo linearmente [17, 52]. Nel corso degli ultimi decenni si sono introdotte delle
combinazioni di polinomi di Bernstein allo scopo di accelerare la convergenza di detti poli-
nomi alla funzione approssimanda (vedi [11] nel caso unidimensionale e [66] per quello
multidimensionale). Si indichi con By, f ’approssimante di Bernstein di una data funzione
f esprimibile come

Bmf(x) = Z CkBm,k(X) (107)

k|=m

m

K ) xK & un polinomio di Bernstein multivari-

ove, in notazione multiindice, B,, x(x) = (

ato di grado m.
Tali combinazioni sono definite ricorsivamente come segue

L% = B.f
(1.0.8)
LE = ok 1) (2’%["“ 1 Lg@;”) k=1,2,..

Si verifica immediatamente che L f ¢ effettivamente una combinazione di operatori di
Bernstein B:f, con t = t(k) una qualunque funzione di k. Cio che ¢ interessante ¢ che
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Liﬁﬂ]f —f=o0 (#) per ogni f € C2F*T(L,, ), vedi sezione 4.2.
Un breve accenno ai polinomi 75, , introdotti in sezione 4.2 per costruire queste combi-
nazioni nel caso multidimensionale. Partiamo dalla loro definizione.

@) = 3 (e — o) BI@) = m W Y 5T () (1.0.9)
la|=m |w|=]ul
n+1 A
ove T, ,(z) = E‘M:m(a —mé&)¥ BT (z) dove a,w € N*l ez = Z&X‘ ¢ un punto su un
i=1

lattice principale di ordine m. In (1.0.9) abbiamo introdotto dei coefficienti 3, ., dei quali
si sono date esplicite epressioni in funzione dei vertici del lattice, vedasi espressioni (4.2.7),
(4.2.8) e (4.2.9). Questo risultato, originale in questa tesi, conferma che notazione usata
per detti coeflicienti & consistente: essi sono numeri dipendenti solo dai multiindici w e da
1h.

Dal punto di vista computazionale esiste un potente strumento per costruire funzioni di
Bézier: I'algoritmo di De Casteljau. Come per 'algoritmo di Neville-Aitken esso consente di
costruire la funzione di Bézier con successive combinazioni convesse, partendo da un insieme
di punti del piano o piu in generale di R". Esso ¢ facilmente adattabile a un sistema locale
di coordinate baricentriche [7, 30]. Di esso si sono descritte sia la versione unidimensionale
che quella multivariata dimostrando che un punto appartenente alla funzione di Bézier
e esprimibile in termini di polinomi di Bernstein. Una versione migliorata dal punto di
vista dell’efficienza computazionale, basata su una riscrittura dei coefficienti in una forma
modificata erediatata dallo schema di Horner, si presenta in Appendice A, sezione A.2.

Nel Capitolo 5 si descrivono gli schemi di Neville-Aitken e di De Casteljau nell’ottica
della teoria dell’estrapolazione. Detti schemi possono essere visti come trasformazioni del
tipo

FP(z) = Zcﬁj(x)Fi (1.0.10)

dove i numeri F; sono valori fissati (nei casi suddetti al passo iniziale essi rappresentano
i valori del polinomio nei nodi) e cf, ; sono funzioni (polinomi di grado p per N-A e De
Casteljau).

Trasformazioni del tipo (1.0.10) sono completamente caratterizzate da un funzionale lin-
eare, detto Funzionale di Riferimento, a cui € associato uno spazio vettoriale detto Spazio
Caratteristico.

Lo spazio caratteristico non sempre esiste. Se esiste esso € generato da p + 1 funzioni lin-
earmente indipendenti 7o, ..., ¥, soddisfacenti a delle proprieta descritte in sezione 5.1.

11 funzionale di riferimento associato allo schema (1.0.10) si indica con

Jj+p
Fi) =) =) (1.0.11)

=7



ove z; sono punti di un insieme Z C R™. Se in particolare v(z;) = Fj, allora ]:f(*y) = Fjp(x).
Quindi la conoscenza delle funzioni v; : Z — R consente di calcolare il polinomio inter-
polante. Ma non solo, il calcolo di esso si puo ottenere come rapporto di determinanti [10],
come per il problema generale di interpolazione, a cui possono applicarsi tecniche di accel-
erazione della convergenza. Infatti il funzionale di riferimento soddisfa ad una ricorrenza la
cui espressione rientra nello schema dell’ E-algoritmo [10].

Si & dimostrato che nel caso dello schema di N-A esiste lo spazio caratteristico sia nel caso
unidimensionale [20] che in quello mutidimensionale [22], la cui dimostrazione ¢ differita al
Capitolo 6. In entrambe le dimostrazioni si & fatto uso delle proprieta dello schema di N-A
per sistemi di Tchebycheff. Questo € uno dei risultati originali contenuti in questa tesi.
Nel caso dell’approssimazione di Bernstein-Bézier si € provato che lo spazio caratteristico
non esiste nel caso unidimensionale. Gia in [10] si era provato che usando la relazione
di ricorrenza classica per i polinomi di Bernstein non & possibile determinare uno spazio
caratteristico associato allo schema di De Casteljau. Si € cercato di usare un’altra relazione
di ricorrenza per detti polinomi ricavabile dalla relazione a cui soddisfano i polinomi gen-
eralizzati di Bernstein, ovvero quelli aventi esponenti non interi (vedi [45] pagg. 44-46).
Ma anche in questo caso lo sforzo & stato vano deducendo, come risultato originale, che in
effetti non esiste lo spazio caratteristico. Inoltre e stata dedotta una nuova espressione per i
coefficienti dell’approssimante di Bernstein basata sui polinomi generalizzati (vedasi tabella
5.1 e relazione 5.3.2).

Nel Capitolo 6 si sono raccolti i risultati raggiunti nel caso multidimensionale, nella
descrizione di polinomi interpolanti e approssimanti.
In sezione 6.1 si ricavano alcune utili espressioni connesse allo schema di N-A associato a
sistemi di Tchebycheff. Per un sistema di Tchebycheff, ¢ possibile esprimere il polinomio
interpolante mediante una relazione di ricorrenza, provata in [49], ovvero la relazione (3.4.9).
I coefficienti (Aj(z))j=0,..m in questa relazione, si possono esprimere come rapporto di
determinanti di matrici i cui elementi, che indicheremo con

(Vk,l(iv))k:L...,m; 1=0,....j—1,j+1,....m

con j = 0,...,m, sono gli errori di interpolazione ottenuti sostituendo la funzione da interpo-
lare, f, con una delle funzioni della famiglia (si veda il teorema 3.4.2). Inoltre questi errori
possono essere calcolati come rapporto di determinanti di Vandermonde generalizzati.
Due interessanti relazioni si possono dedurre:

> A =1
" (1.0.12)
Z’Yk,z(x))\j(a:) =0 k=1,..m
7=0

Queste ultime relazioni sono quelle di cui si e fatto uso per la determinazione dello spazio
caratteristico. Infatti, dalla (1.0.12) le funzioni 7y () sono proprio le funzioni 7; richieste
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nella definizione di spazio caratteristico. I dettagli sono descritti alla sezione 6.1.2.

Nel caso multidimensionale dello schema di De Casteljau, si veda la sezione 6.2, per di-
mostrare I'esistenza dello spazio caratteristico si e fatto uso delle proprieta a cui soddisfano
i polinomi 75, , introdotti al Capitolo 4. Esplicitamente essi sono scrivibili come una com-
binazione di polinomi di Bernstein

Tonp(x) = Y (Xa — X)" B (x) (1.0.13)

|lal=m

Al solito, con BJ'(x) si ¢ indicato il polinomio di Bernstein multivariato di grado m e o € N*.
Si dimostra facilmente che i polinomi T}, ,,(x) soddisfano alle relazioni

Tm,,u(x) =1 |u[=0
Tm,u(x) =0 ’M’ =1

Sono queste relazioni che hanno consentito di dimostrare I’esistenza dello spazio caratteris-
tico. Anche questo € una risultato originale contenuto in questa tesi.

Un altro aspetto importante nella costruzione di funzioni interpolanti e lo studio delle
condizioni di adiacenza, ovvero quelle a cui devono soddisfare i polinomi su simplices con-
finanti. Una approccio si presenta in sezione 6.3 per polinomi in forma di Benstein-Bézier.
Queste condizioni, come provato al teorema 6.3.1, riguardano essenzialmente i coefficienti
dei patches polinomiali definiti su simplices adiacenti.

Nel Capitolo 7 si presenta l'interpolazione su simplices basata su funzioni frattali. In

particolare si descrivono curve e superfici frattali ottenute come attrattori di i.f.s. (iterated
function system) [3, 4] e superfici frattali ottenute con lo schema di suddivisione irregolare
descritto al Capitolo 2. Di entrambe le tecniche si descrivono sia i fondamenti teorici che
computazionali. In particolare gli algoritmi per determinare curve e superfici interpolanti
frattali sono presentati in Appendice B.
L’interesse dell’interpolazione frattale sta principalmente nel disporre di metodi di calcolo
veloci e efficienti nell’utilizzo della memoria di massa. Per descrivere completamente un i.f.s.,
basta allocare una matricie contenente i coefficienti delle mappe lineari che lo definiscono.
Infatti un i.f.s., su un insieme di punti E = {x; : [ = 0,1,...,m} con x; € R®, & esprimile
come un insieme di mappe

wi(x) =Aix+b;, i=1,...,m; xeR’ (1.0.14)

Ad esempio, per s = 2, la forma della matrice A &

a; 0
Aj = < e d ) (1.0.15)



Per alcuni dei parametri che definisco le mappe w; c’e liberta di scelta. I parametri liberi,
detti parametri di scalatura verticale, per ragioni che sono spiegate alla sezione 7.3, permet-
tono di determinare la forma della curva o superficie generata. Infatti, se sono nulli la curva
o la superficie altro non ¢ che l'interpolante lineare. Di questo fatto si da una dimostrazione
nella Proposizione 7.3.1.

Dal punto di vista analitico, ’attrattore di un i.f.s. interpolante altro non e che il limite a
cui convergono dette trasformazioni. L’esistenza di tale limite richiede che queste mappe
siano contrattive, ovvero che l'i.f.s. sia iperbolico. La topologia dello spazio e la metrica su
di esso indotta, consentono di dedurre tutte le condizioni per dimostrare che tale attrattore
effettivamente esiste dandone una esplicita espressione (vedi Teorema 7.2.1 e Teorema 7.4.1
).

L’approccio che in prima istanza sembra attraente, si rivela piuttosto limitato. Le curve
e le superfici che sono generate possono essere continue, uniformemente continue e piu in
generale molto irregolari o frattali. Questo suggerisce due considerazioni.

(i) La descrizione di funzioni interpolanti mediante la tecnica i.f.s. puo essere usata come
una prima approssimazione per il metodo degli elementi finiti o per la generazione
di curve e superfici che approssimano dei dati distribuiti a caso, detti usualmente
“scattered data”.

(ii) La costruzione di superfici (irregolari) mediante schemi di suddivisione irregolare con-
sente di disporre di un metodo di interpolazione multidimensionale continua, come
descritto in [24].

Dopo questa breve introduzione ¢ doveroso indicare alcune conclusioni e prospettive per fu-
turi approffondimenti. Anzitutto I'utilita della conoscenza di uno spazio caratteristico per
gli schemi di N-A e De Casteljau sta nella possibilita di conoscere una nuova base polino-
miale per 'operatore interpolante o approssimante. Infatti, le funzioni che generano detto
spazio, permettendo di calcolare ’interpolante come rapporto di determinati, costituiscono
una base per risolvere il problema di interpolazione (generalizzata). La rappresentazione
determinantale ha un vantaggio: la possibilita di applicare delle tecniche di accelerazione
della convergenza per il calcolo dei determinanti. Come futuro obiettivo per questi risultati,
si cerchera di usare dette tecniche per la determinazione del polinomio interpolante a partire
dalle funzioni che generano lo spazio caratteristico.

Per quanto concerne il Capitolo 7 relativo all’interpolazione frattale, come gia detto essa
permette di costruire in generale curve e superfici irregolari, ma con una opportuna scelta
dei parametri consentono di generare curve o superfici C°. Un desiderio futuro ¢ di poter
estendere detti risultati alla approssimazione di soluzioni di problemi differenziali magari
modificando la struttura di degli i.f.s. per ottenere soluzioni piu regolari.
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Capitolo 2

Interpolazione su “simplices”: risultati
preliminari

In questo capitolo preliminare ci occuperemo di presentare le notazioni e alcuni risultati
fondamentali relativi alla interpolazione polinomiale su simplicies, di cui faremo uso nei
capitoli seguenti. Come detto nell’Introduzione, ci interessano i simplices perché molte ap-
plicazioni agli elementi finiti nonché la descrizione di superfici nel CAGD fanno uso preva-
lente di elementi simpliciali. Per questo motivo abbiamo scelto di presentare i risultati piu
noti e maggiormente usati per dimostrare I’esistenza e I'unicita del polinomio interpolante
nonche le tecniche di splitting che consentono di costruire un tale polinomio. La descrizione
delle funzioni interpolanti in coordinate baricentriche si e rilevata particolarmente facili-
tata. Dedicheremo la prima sezione alla presentazione delle caratteristiche principali delle
coordinate baricentriche.

2.1 Coordinate baricentriche

Ogni punto A del piano puo essere espresso in termini di coordinate baricentriche rispetto
a un qualsiasi triangolo 7 non degenere del piano di vertici 17,75, T5. Risulta

3
A= aT; (2.1.1)
=1

I coefficienti a1, g, aeg sono le coordinate baricentriche di A rispetto a T. Segue da (2.1.1)
che A & una combinazione baricentrica dei vertici del triangolo 7, infatti tali coordinate
soddisfano alla relazione di “normalizzazione”

la| = a1 +ag + a3 = 1. (2.1.2)
13
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(0,1,1)

as

(2,0,0)
Ty
(0,2,0)
az=0 as=1 1=0
a3=0 az=0 =2
az3=0

Fig. 2.1: Coordinate baricentriche (o di area) in un triangolo di ordine 2

Dette (x;,y;) le coordinate cartesiane di T; e (z4,y4) quelle di A, da (2.1.1) e (2.1.2)
ricaviamo le seguenti relazioni

TA = 121 + Qoo + a3x3
Yya = a1y1 + qoy2 + asys (2.1.3)
l=ar+a2+a3

Esplicitando in (2.1.3) rispetto ad a;, as, as otteniamo

0 1 2
a; +a;xa+a;jya

a; = A i=1,2,3. (2.1.4)
ove A = areaT e i coefficienti aé- sono
0 _ ... .
a; = TjYk — TgY;
aj = yj — Yk (2.1.5)
a? =z —

ove (i,7,k) € S?Ep ) con S’?Ep )il gruppo delle permutazioni pari di tre oggetti.

Da (2.1.4) possiamo dedurre che le coordinate baricentriche sono rappresentate da linee
parallele ai lati del triangolo. Ad esempio a; = 0 sul lato congiungente i vertici T», T3 ecc...
Una definizione alternativa e la seguente:

areaAT;Ty,
A

con 1, j, k permutati come sopra. Si deduce immediatamente che questa ¢ una buona defin-
ione se A = areal # 0, cioe solo quando 11,75 e T3 non sono collineari definendo un

i=1,2,3 (2.1.6)

Q; =
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triangolo non degenere. Inoltre, (2.1.6) giustifica la definizione di uso corrente che le “a;
sono le coordinate di area di A”.
Le coordinate baricentriche soddisfano le seguenti due proprieta.

PROPOSIZIONE 2.1.1 Sia A un generico punto del piano. Dette «; le sue coordinate bari-
centriche, si ha

(i) se A é all’interno e sui lati del triangolo allora 0 < a; < 1;

(i1) altrimenti esse sono qualsiasi.

3
In ogni caso Za,; =1.

i=1
Dim.: Distinguiamo 3 casi

1. A appartiene ad uno dei lati del triangolo.
Da (2.1.6) una coordinata baricentrica ¢ nulla. Supponiamo ag. La relazione (2.1.2)
implica che a; = 1 — ag. Se per assurdo as < 0 allora a; > 1 che contradirebbe
(2.1.2).

2. A ¢ interno al triangolo.
Facendo uso di (2.1.6) si conclude poiché il numeratore & sempre > 0.

3. A ¢ esterno al triangolo.
Supponiamo che A sta nel cono di vertice T} (vedi Fig. 2.2) avente per lati i prolun-
gamenti delle rette 1175 e T1T5. Si verifica subito che

areaAT3Ty areaA'TyTy
Qg = A = — A <0

area AT T areaA'T\T,
a3 = A = — A <0

ove A’ ¢ il punto interno al triangolo corrispondente ad A.
Calcoli analoghi per le altre regioni po, ..., pg.

Osservazione

Questi calcoli sono facilitati se si fa riferimento al 2-simplex standard, Tg, avente lati paralleli
agli assi coordinati e vertici (0,0),(1,0) e (0,1). Questo richiede di usare dapprima una
trasformazione o : 7 — Tg che mappa i vertici di 7 in quelli di 7g.
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T
a1>0,a2<0,a3>0

P2 P6

a1>0,a2>0,a3<0

T3

P4
a1<0,a2>0,a3>0

Fig. 2.2: Coordinate di area: valore e segno.

PROPOSIZIONE 2.1.2 Le coordinate baricentriche sono invarianti per affinita.

DiMm.: Sia ¢ una affinita del piano in sé. Siano A un punto del piano e T un triangolo

3
non degenere rispetto al quale A = Z «;T;. E noto che una affinita si puo scrivere come
i=1
#(x) = Bx + q, ove x,q € R® e B € M3x3 ¢ non singolare. Segue quindi
(2.1.2)
6(4) = BA+q=B (L ali) +q "= YL ai (BLi+q) = YL, (L) m

Ne consegue che le coordinate baricentriche sono simmetriche nel senso che ciascun lato
del triangolo e trattato allo stesso modo degli altri due quindi non ¢ necessario I'utilizzo di
un triangolo standard di riferimento (nel qual caso bisogna distinguere su quale lato ci si
trova), rendendo la descrizione di funzioni polinomiali su simplices pitt semplice ed elegante.

Osservazione

Questi brevi richiami, d’altra parte indispensabili per capire le notazioni che verranno in-
trodotte, possono facilmente estendersi al caso n dimensionale. Generalizzando quanto
sinora detto, diremo che ad ogni n-simplex ¥ non degenere & associato un sistema di coor-
dinate baricentriche, ovvero una mappa biettiva

A R? — R

tale che sui vertici di ¥ vale A(T;) = e;, i =1,...,n+ 1 (e; & i-esimo vettore della base
canonica di R"*!). Le proposizioni 2.1.1 e 2.1.2 rimangono ancora valide apportando le
ovvie modifiche.
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2.2 Tecniche di suddivisione

Consideriamo ancora un triangolo 7 di vertici {77, T», T3} che chiameremo triangolo orig-
inale. In letteratura esistono molti modi di suddividere un triangolo in sottotriangoli che
indicheremo come triangoli derivati. Lo scopo di tali suddivisioni e, tra ’altro, di ottenere
schemi interpolanti o approssimanti aventi maggiore regolarita. Di uso frequente, soprat-
tutto nelle tecniche di disegno geometrico e di approssimazione agli elementi finiti, sono
gli schemi di suddivisione di Clough-Tocher [1, 2, 30], Powell-Sabin [12, 30], Morgan-Scott
[62] e molti altri ancora (vedasi ad esempio le suddivisioni type-1 e type-2 in [15] per
la costruzione di Spline multivariate, ecc...). Tutti questi schemi sono basati fondamental-
mente nella suddivisione di ciascun angolo interno del triangolo in un numero finito di parti,
allo scopo di individuare una distribuzione di nodi che permetta di costruire un polinomio
(continuo a tratti) soddisfacente a certe condizioni di regolarita [1, 2, 12, 30, 62].

2.2.1 Splitting regolare ed irregolare

Poiché queste tecniche trovano applicazione nel metodo degli elementi finiti [51, 62, 65]
nonché nella costruzione di superfici [1, 2, 15, 30], vogliamo ora analizzare queste due tec-
niche di splitting nel caso di elementi triangolari. La scelta restrittiva di elementi triangolari
e suggerita dal fatto che ogni poligono e riconducibile ad un triangolo oppure ¢ triangolar-
izzabile.

DEFINIZIONE 2.2.1 Dato un triangolo T, Uordine di T € un intero p > 0.

L’ordine di un triangolo ¢ legato al grado delle funzioni di forma di tipo polinomiale che si
possono costruire su 7. E noto che un polinomio di grado p in R? ha

<p+1><p+2>:<p+2) (22.1)

m = m(p) = 5 5

coefficienti’. Quindi, per descrivere (univocamente) un polinomio di grado p su 7 abbiamo
bisogno di m punti. Una tecnica per individuare questi punti ¢ il cosidetto “splitting regolare
di ordine p” ottenuto suddividendo ciascun lato del triangolo equamente in p parti (vedi
fig.2.3). Uno “schema di suddivisione irregolare” puo essere ottenuto suddividendo ciascun
lato in piu parti non necessariamente uguali e iterando il procedimento. Precisamente,
siano Q1,Q2 e Q3 i tre punti, originati al primo passo di uno splitting irregolare di ordine
2, ottenuti come combinazione baricentrica dei vertici del triangolo originale. Avremo

Q1 =1 —an)Tr+ a3

'La formula (2.2.1) si estende facilmente a R® mediante ( p 1_ 5 )
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T
a)
Ty
T
T 2
T
b) 6 ya
Ty
Ty T,
T3
Ts T
c) T:
Ty
Ty

Fig. 2.3: Splitting regolare su triangoli di vari ordini: a) triangolo di ordine 1; b) triangolo
di ordine 2; c) triangolo di ordine 3
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Ts

T3

Q2

Fig. 2.4: Splitting irregolare e regolare di ordine 2 di un triangolo

Q2 = (1 — a12)T3 + arxTh (2.2.2)
Q3 = (1 —ou3)Th + a1213

ove 0 < a5 < 1. Se ayj = % avremo lo splitting regolare di ordine 2. Su ciascuno
dei 4 triangoli ottenuti congiungendo questi punti ripetiamo la suddivisione originando 16
triangoli e cosi via. Indichiamo con «;; j = 1,2,3 i coefficienti al passo i-esimo (vedi fig.
2.4). Presenteremo una tecnica di costruzione di una funzione interpolante su un triangolo
suddiviso irregolarmente al Capitolo 7. Ora desideriamo evidenziare alcune differenze tra i
due schemi ora presentati.

La prima osservazione riguarda il numero di nodi ottenuti con i due schemi. Il numero di
nodi individuati nello splitting irregolare aumenta secondo la seguente legge. Supponiamo di
essere all’ n-esimo passo e siano K, e M,, il numero dei triangoli e dei nods, rispettivamente.
Queste due successioni sono strettamente connesse. Infatti, le sequenze K,, e M, soddisfano
alle ricorrenze

Ko=1
K — 4Kt n>1 (2.2.3)
M, =3 (2.2.4)

MnJrl =M, + 3Kn717 n=>1

Per lo schema di suddivisione regolare il numero dei nodi & calcolato attraverso la ricorrenza

Vo=1

n—1
Vn=<2 2+2> n>1 (2.2.5)

La ricorrenza (2.2.5) puo essere usata per calcolare il minimo numero di punti necessari
a determinare i coefficienti del polinomio interpolante di grado n in due variabili su un
triangolo. Questa asserzione puo essere verificata notando che un polinomio multivariato
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puo essere descritto come combinazione di monomi della forma

d
bi(w1, .o zq) = [ [ ()™ (2.2.6)

k=1

d
dove d indica la dimensione dello spazio e Z ni < n, cosicché b; & un polinomio di grado
k=1
< n. Cio dipende dal particolare insieme di punti che ¢ disponibile (vedi [59]). In ogni
caso, il numero minimo m di punti richiesto per specificare un polinomio in d variabili e
(n+d)!

n!d!
Deduciamo due considerazioni

m=Ky,q= . Per d =2 e n = 28! otteniamo 'espressione (2.2.5).

(i) Lo splitting irregolare puo essere usato per determinare univocamente il polinomio
interpolante su un triangolo per polinomi fino al secondo grado. Infatti, M,, = V,, solo
sen=1,2.

(ii) Per n > 2 lo splitting irregolare al passo n-esimo, puo essere usato per la costruzione
di polinomi interpolanti incompleti di grado n + 2. Per esempio, per n = 3 abbiamo
Ms = 18. Per un tale insieme di nodi si hanno 3 condizioni in piu rispetto a quelle
necessarie a costruire un polinomio di grado 4 ma tre in meno per la costruzione di
un polinomio di grado 5. Spesso nella costruzione di funzioni di forma per metodi agli
elementi finiti, uno deve considerare polinomi incompleti di ordine piu alto rispetto al
problema da risolvere. Tali elementi sono noti con il nome di elementi non-conformi.
Questo tipo di elementi si inflettono meglio e sono piu adattabili di quelli conformi. Per
meshes non raffinate le soluzioni “displacement e stress” sono abbastanza accurate e
la soluzione con meshes pit fini converge allo stesso risultato. Un esempio di elemento
non conforme & ’elemento di Bell-Argyris. Questo ha 18 gradi di liberta invece dei 21
richiesti dall’originale elemento di Argyris.

2.3 Unisolvenza

Nella costruzione di funzioni polinomiali per approssimare ad esempio la soluzione di un
certo problema differenziale, la prima richiesta e di sapere a priori se il problema d’interpolazione
ha soluzione e se questa ¢ unica. Questo si traduce chiedendo che il problema sia unisolvente.
Formalmente, sia V uno spazio lineare di dimensione finita k e V* il suo duale algebrico.
Siano £ = {li,...,l,} un sottoinsieme di p elementi di V* e Z = {21, ..., 2} un insieme di
reali. Risolvere il problema di interpolazione

Lyv=Z (2.3.1)
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significa trovare v € V tale che

DEFINIZIONE 2.3.1 Diciamo che lo schema di interpolazione L é V-unisolvente (o unisol-
vente sull’insieme V) se (2.3.1) ha soluzione e questa é unica.

PROPOSIZIONE 2.3.1 Uno schema L é V-unisolvente se e solo se l’applicazione

\IJL : V—TR?
v +— Lo

e iniettiva.

DiM.: Se £ ¢ V-unisolvente, esiste un unico v € V per cui l;(v) = z;, Vi. Allora per ogni
v* # v si ha [;(v*) # [;(v) per almeno un indice j. Cio implica che U, & iniettiva.
Viceversa se W, ¢ iniettiva, allora esiste un unico v # 0 t.c. [;(v) = z;, Vi. Da cui segue,
per definizione, che £ & V-unisolvente. R

In particolare, se By = {1, ..., B} € una base per V e quindi

m
v = Z a; 3;
i1

allora (2.3.1) ¢ equivalente

m

Y aili(B) =z j=1,..p (2.3.2)

=1

e (2.3.2) ha soluzione se e solo se span{l;} = V*. Assumendo che m = p e che le [; sono
linearmente indipendenti, la soluzione di (2.3.1), se c¢’&, puo scriversi sotto forma (vedi [17])

21 L(B1) ... U(Bm)

u=— o) ) (2.3.3)

hww%‘

517"‘76771

Nota: Il denominatore ¢ diverso da zero se (2.3.1) ¢ unisolvente.
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Osservazione. Se scegliamo la base By tale che [;(3;) = 6;5, allora le {3;} sono dette un
insieme di funzioni di base per lo schema L.

Un teorema di Haar (vedi [17] pag. 32) ci ricorda che in ogni aperto @ C R™, n > 2, esiste
almeno un insieme non unisolvente ed esistono infiniti insiemi unisolventi.

Questo suggerisce che nella ricerca della soluzione del problema di interpolazione su un certo
spazio lineare, ci sono molte scelte di punti da considerare e condizioni a cui desideriamo che
I'interpolante soddisfi. In letteratura sono stati fatti molti lavori per la ricerca di condizioni
di unisolvenza o per la costruzione di insiemi unisolventi. Nei paragrafi che seguiranno
considereremo diversi esempi di insiemi unisolventi per lo spazio dei polinomi a valori reali,
per ora ci occupiamo di dare delle condizioni generali di unisolvenza in R®, s > 2.

1. Unisolvenza in R?

Lo strumento indispensabile ¢ il teorema di Bezout, che come noto vale nello spazio proiet-
tivo per ogni s > 0, mentre non vale in spazi affini.

TEOREMA 2.3.1 (di Bezout). Due curve algebriche di grado my e mo rispettivamente, senza
componenti comuni, hanno esattamente mims zeri reali o complessi.

COROLLARIO 2.3.1 Sep é un polinomio di grado k avente L radici a; di molteplicita m; su
L

una retta di equazione d(x) =0 e Z m; > k allora esiste un polinomio py di grado < k —1

=1
tale che p=d - p1.

Di questo risultato faremo uso in seguito per dedurre un algoritmo per calcolare I'interpolante
su un triangolo (vedi Appendice A.1).

PROPOSIZIONE 2.3.2 Siano A, A, Az tre punti del piano R? non allineati. Lo schema di
interpolazione associato alle condizions

() i=1,2,3 |a| <k (2.3.4)

kE+1
2
grado 2k—2, tali che ciascun A; é di molteplicita k+1, esiste almeno un l; tale che l;(p) # 0.

lij, 1=1,2,..., < ¢ (2k + 1)-unisolvente® se e solo se per tutti i polinomi p di

DiM.: Vedi [43]. m

2Intendendo con ciod che la soluzione del problema di interpolazione soddisfacente alle (2.3.4), & un poli-
nomio di grado 2k + 1
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2. Unisolvenza in R®, s > 2

E ben noto che il teorema di Bezout non si puo applicare per s > 3. Un banale esempio si
ha considerando un iperboloide e un piano. La loro intersezione ha un insieme infinito di
zeri.

Useremo invece il seguente risultato, estensione s dimensionale del Corollario 2.3.1.

PROPOSIZIONE 2.3.3 Sia p € Pi(R®). Se p, =0

, ove H ¢ un iperpiano di equazione
h(z) = 0, allora esiste un unico polinomio q € Py_1(

0
%) tale che p=gq - h.

Detto altrimenti, la restrizione di un polinomio di grado k£ in s variabili ad ogni iperpiano
di R®, e ancora un polinomio di grado k£ ma in s — 1 variabili.

COROLLARIO 2.3.2 Sia % C R® un insieme di (ss—;_kk;)! punti. Se esistono k + 1 iperpiani

Hy, ..., Hy tali che X N H; & unisolvente in P;(RS™1) i = 0,1,....k allora ¢ unisolvente in
Pr(R®).

Risultati circa la molteplicita di punti di interpolazione in R® come nella proposizione 2.3.2
si estendono facilmente. Ad esempio, nel caso s = 3 vale la seguente

PROPOSIZIONE 2.3.4 Siano A;, i = 1,2,3,4 i vertici del tetraedro standard (3-simplex) e
B; un qualsiasi punto appartenente alla faccia del tetraedro opposta al vertice A;. Lo schema
L che soddisfa le condizioni

0% (4;) lof <k

0% (B;) o <k-1

¢ (2k + 1)-unisolvente in R3.

DiM.: Vedi [42, 43]. m

Un’ultima definizione.

DEFINIZIONE 2.3.2 Due schemsi interpolatori

L= {ll, ,lm} e V*

L ={l,..,01}yeV

sono W-intercambiabili se sono entrambi WW-unisolventi e YW C V.
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Fig. 2.5: Esempio di Py(R?) intercambiabilita: a) insiemi intercambiabili in Po(R?) b)
insiemi non intercambiabili in P (R?)

Esempio 2.3.1 Un esempio & evidenziato in fig. 2.5.

Quest’ultima definizione ci permette di osservare che per avere uno schema interpolante m-
unisolvente su un triangolo, basta individuare su di esso o una distribuzione sempliciale di
nodi (vedi fig.2.3 e fig. 3.1) oppure si impongono delle “condizioni di molteplicitad” su certi
nodi del triangolo. Cio che si richiede € che i due schemi siano intercambiabili rispetto allo
spazio polinomiale in cui cerchiamo la soluzione. Imponendo condizioni di molteplicita si
parla di interpolazione di Hermite (od osculatoria) altrimenti di interpolazione di Lagrange.

2.4 Esistenza e unicita dell’interpolante su simplices

Introduciamo una classe di elementi simpliciali che possono essere descritti come

n—+1
E,=<z¢€ R”\xi = Z)\jTZ’j, 1= 1, . (2.4.1)
j=1

dove al solito, T sono i vertici del simplex e A; sono le coordinate baricentriche del punto
T.

DEFINIZIONE 2.4.1 Un lattice principale di ordine p su E, é l’insieme

n+1 n+1
Lpn(Bn) =z Rz =Y NT;, > N=1el €A (2.4.2)
j=1 j=1

-1
dove A, = {0, %, ey pT,l}.
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PROPOSIZIONE 2.4.1 L, ,(Ey) ha < p;n ) elementi.

DiM.: Dimostriamo per induzione su p.

p = 1. In questo caso A; = {0,1}. Gli unici valori assunti dagli «; sono 0 o 1. Ma poiché la

loro somma deve essere 1, possiamo costruire solo le (n+1)-ple (0,..., 1 ,...,0), j =
J
sn+1. Man+1= ( n—li—l >

p > 1. Sappiamo che

<n+p> Z:<n+1) y)_

Per 'ipotesi induttiva si conclude. B

Si puo osservare inoltre, che la cardinalita di £, ,(Ey) € I'insieme di tutte le (n 4 1) — ple
di “lunghezza” 1 e tali che o;j € Ay, j =1,...,n 4+ 1. Ma questo numero ¢ ben noto essere

n+
mw:< pp>

I problema di interpolazione polinomiale su £, ,(E,) ¢ unisolvente. Vale infatti il seguente
teorema [51].

TEOREMA 2.4.1 Sia E, un n-simplex di vertici T}, j = 1,...,n+ 1. Per ogni intero p > 1,
ogni polinomio q € P,(R™) é univocamente determinato dai suoi valori su Ly n(Ey).

DiM.: Usiamo induzione su n.
Per 0 <5 <p, j € N, consideriamo l'iperpiano

. n
BN {x‘ﬂf = ]%Tl + ZAiTiH}

=1

con = + Zx\ leX € Ay T'—1,; ¢ parallelo alla faccia del simplex opposta a 77.

Intersecandolo con i lati di E,, che sono n + 1, si ottengono i punti del lattice

) >\Z:1_

X =2 Loi=1,..n
p p
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ovvero i punti
Y, = (7> T, + (1_*7> Tiv1, i=1,..,n (2.4.3)
p p

Questi n punti generano un (n — 1)-simplex, E,,_;.
Proviamo che £,_1 ,,—1(Fn—1) coincide con la parte di £, ,,(E,) che sta su I',_; ;. Infatti,

n n
I; ,
Lp—jn-1(En-1) = {ﬂc ER"z =) Y pi= p ; ;0shisp — Y mi= 1}
i=1 =1

dove I; € un intero tale che se x € £,_j,,—1, facendo uso di (2.4.3), si ha

- Sl (-

n .
= <]>T1+Z< ‘ .p]>Ti+1
p —\p—j p
j ~ I
= () Tl‘*’ZiTiJrl
p — p

Ma, per definizione, z &€ un punto che appartiene a £, ,,(Ey,).

Facilmente si prova che £,_;,—1 coincide con la parte di £, che sta su I',_1 ;. A tal fine
proviamo che il problema di interpolazione omogeneo (in cui la funzione da interpolare si
annulla sui nodi) ha solo la soluzione nulla.

Per assurdo, supponiamo che per un certo 1 < k < n, il problema abbia in £, ;. la soluzione
po € Pp(R¥) . Allora, la restrizione gy di py all’iperpiano I'y_1 ¢ & un polinomio in P,(R¥~1).
Ma qp si annulla sui punti del lattice che stanno su I';,_1 o e quindi per 'ipotesi induttiva il
solo elemento di IT,(R¥~1) con questa proprieta & il polinomio identicamente nullo, g = 0.
Ma allora, per la Proposizione 2.3.3

Po = P1To

dove p; € Hp_l(Rk) e 1o ¢ lineare in x e a tale che no(z) =0, z € I'y_q 0.

Consideriamo I'j_1 1.

Poiché I'y_11 NTi_19 = (), possiamo applicare a p; e I't—1,1 lo stesso ragionamento. Con-
tinuando avremo che

p—1
po=C- H ni(x), con C costante.
i=0
Per concludere resta da considerare I'y_; ,. Ora po(z) deve annullarsi in 77. Cio implica

che C' = 0. Perci6 se il problema omogeneo ha soluzione questa ¢ necessariamente nulla.
Inoltre, poiché zero e soluzione questa € unica.
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Concludendo: il problema omogeneo k dimensionale ¢ univocamente solubile se lo & quello
k — 1 dimensionale. In particolare esso vale per k=1. &
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Capitolo 3

Interpolazione lagrangiana: applicazioni
ed estensioni

3.1 Introduzione

Scopo del presente capitolo e di capire come costruire polinomi interpolanti su triangoli e piu
generalmente su simplices. Presenteremo alcune tecniche di interpolazione che proveremo
essere utilizzabili per la descrizione di funzioni di forma per il metodo degli elementi finiti.
In forma di Taylor un polinomio bivariato di grado p si scrive

pla,y) = D Aea"y" (3.1.1)

lr|[<p

conr € N2 |r| =71 + 79 e \p = A\, Ap,. Questa scrittura & utile in particolare quando z, y
denotano coordinate triangolari ([54]).
Usando coordinate baricentriche, la relazione (3.1.1) si riscrive

pla)= > pa’ (3.1.2)
ls|<p

con s € N3, [s| = s1 + s2 + s3 e al solito a® = aj'az?a3’.

Consideriamo il caso in cui il polinomio p(a) rappresenti una funzione di forma. Come
osservato nell’Introduzione e nel precedente Capitolo, dato un triangolo di ordine p >
1 sul quale abbiamo individuato m(p) punti, detti nodi, la costruzione di una soluzione
approssimata @ di un problema differenziale mediante il metodo degli elementi finiti e usando
elementi triangolari, si ottiene descrivendo ciascuna funzione di forma su detti elementi.
La i-esima funzione di forma di grado p, Nl-(p ), puo essere descritta come prodotto di polinoms
di Lagrange (vedi [67]), che in coordinate baricentriche scriveremo

N (a1, a2, a5) = 107 ()18 ()18 (ag) (3.1.3)
29
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dove ciascuna (9 (ay), ¢ € {pgi),pg),pgi)}, ¢ data dall’usuale prodotto

1Y, e y) — ails, )

90 =
1120 g @i, Yq) — ci(j, )

(3.1.4)

Come si nota immediatamente, (3.1.3) € del tipo (3.1.2).

La terna (pﬁi),péi), pgi)) identifica il nodo i-esimo su 7. Ad esempio in fig. 2.1, il nodo T &

individuato dalla terna (2,0,0), Ty da (1,1,0) e cosi via.
In generale per un triangolo di ordine p, sul lato congiungente i nodi 77 e T5 del triangolo
originale avremo la sequenza di terne

(p,0,0), (p—1,1,0), ...,(0,p,0). (3.1.5)
su quello congiungente 7> con T3
(0,p,0), (0,p—1,1), ...,(0,0,p). (3.1.6)
e cosi via. In tal modo,
Ni(p)(al,ag,ag) =1<<= o = (x;,y:) i=1,2,3 (3.1.7)
Naturalmente, espandendo (3.1.3), il massimo termine coinvolto &
aP) ) o p3) (3.1.8)

ove p1 + p2 + p3 = |p|.

3.2 Schema di Neville-Aitken

Ci siamo posti il seguente problema:

Problema 1 FEsiste uno schema ricorrente per il calcolo di una funzione di forma polino-
miale del tipo (3.1.2)7

Il fatto che si desideri uno schema ricorrente e non semplicemente incrementale, verra
chiarito in seguito, quando si analizzeranno delle proprieta di questi schemi per la ricerca
dell'interpolante (vedi Capitoli 5 e 6).

Una risposta al Problema 1 e I'algoritmo di Neville-Aitken. Nella sua forma originale,
nel caso unidimensionale, esso permette di costruire il polinomio interpolante come una
successione di interpolazioni lineari di polinomi di grado via via crescente. Formalmente



3.2. SCHEMA DI NEVILLE-AITKEN 31

Algoritmo 3.1

1. Dato un insieme di punti in R?, diciamo S, = {(zs,y;): i =0,...,n};
2. Costruisci il polinomio di grado n interpolante su S, mediante

Pio =Y

PF(z) = Me(2)PF " a) + pbf(2)Pf (@) 1<k<n i=0,1,2,..,n—k
(3.2.1)
dove . . v
Ae(p) = itk T O P 3.2.2
i () P (x) P—— (32.2)

Si noti che la formula ricorrente ora presentata, puo estendersi a una formulazione di tipo
estrapolatorio modificando gli indici k£ e ¢ nel seguente modo: 1 < k <iei = 0,1,2....
Questa versione ¢ usata soprattutto per calcolare il polinomio di interpolazione in z = 0
generando uno schema interpolante (colonna per colonna) di tipo asimmetrico.
Il polinomio interpolante ottenuto con lo schema di Neville-Aitken puo scriversi pitu com-
pattamente

i+k

Pf(x) =Y nji(x)y; (3.2.3)
J=1

Nota: i coefficienti 77;?1-(:1:), che rappresentano i polinomi elementari di Lagrange di grado
k, sono legati ai polinomi A¥(z) e u¥(z) da relazioni di ricorrenza, come & verificato in [20]
(vedasi pure sezione 5.1).

3.2.1 Schema di Neville-Aitken per funzioni di forma su triangoli

Problema 2 In quale modo possiamo estendere questa schema unidimensionle a funzioni
di forma in coordinate baricentriche come in (3.1.2)%

Presentiamo ora ’algoritmo da noi pensato per estendere lo schema (3.2.1) a funzioni di
forma polinomiali in coordinate baricentriche.

Premesse. Dato un triangolo 7 di ordine p, consideriamo un certo nodo T; = (pgi) , pg) , pgi))

coni=1,..m= (m—%ﬂ e pgi) +pg) +Pz(),i) = |p|.

La nostra congettura e la seguente:
(p) (4) (4)

la funzione di forma N;*’ (o1, oo, a3) corrisponde a un polinomio di grado py’ in aq, py’ in

o el i
2 €P3” M ag.
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Usando quindi la ricorrenza (3.2.1) e la proprieta che Ni(p ) (Tj) = d;j, costruiamo i 3 poli-
nomi elementari di Lagrange come segue.

Ad esempio, se p = 2 e T1 = (2,0,0) il polinomio che dovremo costruire sara di sec-
ondo grado in a7 e costante in ag e a3. Per calcolare 1(2)(a1) prendiamo l'insieme Sy =

{2.1),(1,0,0,0}
In generale, se T; = (pgl), pg), pg)), costruiamo 3 diversi insiemi

s = {01, 0. 61" = 1.0)....,(0,0)
8 = {0, 68 ~1,0),...,0,0)} (3.2.4)
s = {1, 68 —1,0),...,(0,0)}

che ¢i consentiranno di determinare 7 (1), s (cr2) ed s’ (ag). Se p(.i) = 0, per definizione

J
2 o qli
Pi (a;) =1, quindi S](. )= {(0,1)}.
Algoritmo 3.2
1. Peri=1,...,m esegui {ciclo su tutti i nodi}
(@) (@) (3) S N ORI ) (i) '
2. Dato T; = (py ', vy 0y ) costruisci gli insiemi Sy, Sy’ ed Sg’ come in (3.2.4).

3. Per j =1,2,3, usando l’algoritmo di Neville-Aitken,

calcola la j — esima componente lagrangiana di Ni(p)(al, a9, a3) a partire da S](.i)

Alla fine avremo determinato tutte le funzioni di forma su un elemento triangolare di ordine
.

Osservazioni.

1. L’algoritmo 3.2 ha un inconveniente: richiede 1'utilizzo dell’algoritmo di Neville-Aitken
su ogni componente lagrangiana della funzione di forma (punto 3.).

2. L’Algoritmo precedente si puo facilmente estendere al caso multivariato n > 2, con-
siderando n + 1 insiemi formati da multiindici n dimensionali del tipo (3.2.4).

Concludiamo il paragrafo, osservando che con I’Algoritmo 3.2 abbiamo ottenuto uno schema
di calcolo per funzioni di forma e quindi per polinomi interpolanti su triangoli o su simplices.
Purtroppo esso non generalizza completamente lo schema di N-A. Nella sezione che segue
risolveremo quest’ultimo problema.
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3.3 Schema di Neville-Aitken generalizzato

La domanda d’obbligo che ci si pone ¢ dunque:

Problema 3 FEsiste uno schema di N-A per polinomi multivariati e in particolare per poli-
nomi in coordinate baricentriche?

La risposta e anzitutto affermativa. Osserviamo inoltre che I’attenzione rivolta allo schema
di N-A e giustificata dal fatto che non e necessario calcolare differenze divise, come nello
schema di Newton, riducendo di gran lunga la complessita dell’algoritmo di calcolo del poli-
nomio interpolante.
Nel corso degli ultimi anni, ’algoritmo e stato esteso a problemi di interpolazione gener-
alizzata (vedi ad esempio [9, 34, 49]). Sfortunatamante 'applicazione di questi risultati &
difficile nel caso multidimensionale su problemi definiti su insiemi di nodi “complessi”.
Thacher e Milne in [59] proposero un metodo per determinare un polinomio multivariato,
osservando che esso e riconducibile allo schema di N-A. Provarono che il polinomio di grado
(m+ s)!
mls!
punti di R®, puo essere costruito dalle soluzioni p!. _; di s+ 1 problemi di interpolazione in
P,,—1(R®) su qualche sottoinsieme S; di S (1 < ¢ < s+ 1). Inoltre p,, € ottenibile come
quoziente di due determinanti di ordine s + 1. In particolare per s = 1 si riotteneva lo
schema di N-A univariato. Poiché le ipotesi in [59] erano molto restrittive, 'unico esempio
di applicazione della loro tecnica fu I’ s-simplex.
Gasca e Lebrén in [35] estesero il lavoro di Thacher e Milne fornendo un approccio piu
generale. Mostrarono che il numero di problemi piu semplici da risolvere (necessari) per
ottenere il polinomio interpolante dipende dalla distribuzione dei nodi. In generale essi
non sono solo s + 1. Vista I'importanza di detto risultato, desideriamo presentarlo anche
per successive applicazioni.

m, pm € Pp(R?®), soluzione di un problema di interpolazione su un insieme S di

3.3.1 Applicazioni dello schema di N-A generalizzato

Indichiamo con

k
px) =) wil@)p;() (3.3.1)
j=1

la soluzione del problema di interpolazione, dove p;(z), 1 < j < k sono le soluzioni di &
problemi pitt semplici e i “pesi” w;(x) sono le funzioni di Lagrange di un altro problema,
detto “problema connesso”.

Per inciso, se in (3.3.1) prendiamo k = 2, si ha che wj(z), j = 1,2 sono polinomi lineari

Tjy— T T —x;
ﬁiewg(:n)zij,lglgm.
Tj+l — Tj Lj+l — Tj

dati al solito da wq(x) =
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Denotiamo con S = {X1, Xy, ..., X;n} un insieme di m > 1 punti di R® e con S;, 1 < j <Kk,
k sottoinsiemi di S, 1 < k < m tali che

(ii) per ogni j =1,...,k la cardinalita di S; e |S;| = ¢ (0 < ¢ < m);

(iii) esistono k punti in S, diciamo X7, ..., X}, tali che per ogni j =1,...,k

k
Xj S Sj X]’ ¢ U Si (3.3.2)
I=1,1#]

Notiamo che la richiesta in (3.3.2) era gia ammessa da Thacher e Milne nella costruzione
dell’interpolante e piu di recente da Walz [60] per la descrizione di un algoritmo che per-
metteva di calcolare le splines su un triangolo con nodi distribuiti sui lati. L’ “essenza” della
relazione (3.3.2) sta nel fatto che essa rende il denominatore del rapporto di determinanti
diverso da zero. Daremo maggiori dettagli nel seguito. Il primo problema e dimostrare
I'unisolvenza dello schema (3.3.1) nello spazio dei polinomi.

Scopo: dare delle condizioni sufficienti per [’esistenza e unicita di un polinomio p € Py, (R?)

interpolante su S, ovvero
p(Xi) = f(X;) 1<i<m (3.3.3)

ove f & una data funzione (definita su S), in termini dell’esistenza e unicita di k problemi
associati agli insiems S;, rispettivamente.

Indichiamo con R un sottospazio di dimensione k di polinomi a valori in R?, tale che

(iv) i polinomi costanti stanno in R;

(v) per ogni funzione f esiste un unico polinomio u € R tale che
u(X;) = f(X5), 1<i<k (3.3.4)
(vi) per ogni j =1, ...,k il polinomio w; € R definito
wi(Xy) =6 1<1<k (3.3.5)
soddisfa la condizione

r>ke X, ¢S5 = wj(X,)=0 (3.3.6)



3.3. SCHEMA DI NEVILLE-AITKEN GENERALIZZATO 35

Infine, indichiamo con Q un sottospazio polinomiale di dimensione ¢ di P,,(R®) tale che

(vil) RQ={f=wg |weR, g€ Q} CPy,(R%);
(viil) per ogni f e 1 < j < k esiste un unico polinomio p; € Q tale che

pi(Xi) = f(Xi) VX, €S (3.3.7)

TEOREMA 3.3.1 ([35])

Sotto le ipotesi (i)-(viii), per ogni f € F (dove F é uno spazio vettoriale delle funzioni a
valori reali definite su D C R®) esiste un unico polinomio p € P,,(R®) soddisfacente (3.3.3)
che puo essere scritto

k
p= ijpj (3.3.8)
=1

dove p; € Q (w; € R) soddisfa (3.3.7) (rispettivamente (3.3.5)).

DiM.: La condizione (3.3.7) implica che p definito in (3.3.8) appartiene a P,,(R®) e per
l=1,...,k (3.3.3) &€ una diretta conseguenza di (iii), (3.3.5) e (3.3.7).

Consideriamo k < 1 < m e sia r (1 <r < k) il numero di sottoinsiemi S; tali che X; € Sj.
Dopo rinumerazione di 1, 2, ..., k possiamo osservare che

X eS; j=1,..,r (3.3.9)
eser <k
Xi¢€8; j=r+1,r+2,..,k (3.3.10)
Da (3.3.6) e (3.3.7) abbiamo
k r
> wi(X)pi(X0) = F(X1) Y wj(X)). (3.3.11)
j=1 j=1

Ma da (iv),(v) e (vi) sappiamo che

e quindi (3.3.6) e (3.3.10) implicano che

iwj(xl) = 1. (3.3.12)
j=1
Percio in (3.3.11)
k
> wi(Xi)pi (X1) = f(X0). (3.3.13)

j=1
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Infine, poiché il problema ha sempre una soluzione questa € necessariamente unica. B

Osservazioni

1. La condizione (vi) puo essere scritta equivalentemente assumendo che {uq,...,u;} sia
una base di R. Allora da r >k, X, ¢ S; si ha

Ul(Xl) UQ(Xl) e uk(Xl)
ul()("j_l) 'U,2(Xj_1) uk();'j_l)

w(X,)  uw(X) ... w(Xy) | =0 (3.3.14)
ur(Xjp1) wa(Xjs1) oo up(Xjtr)

Similmente, possiamo scrivere il polinomio interpolante nella forma (vedi ancora [59]):

p1(X) wi(X1) we(X1) ... wup(X1)
) eX) w) .. )
p(X) = (X)) w(X1) ... wn(X1) (3:3.15)
w (X)) uw(Xp) ... up(Xy)

2. L’interesse del Teorema 3.3.1 e dell’espressione (3.3.15) sta nella possibilita di risolvere
un particolare problema di interpolazione con una tecnica ricorsiva. D’altra parte sembra
che solo distribuzioni di punti molto speciali permettono il loro utilizzo.

Diamo ora due esempi in R? di distribuzioni di punti a cui puo applicarsi il Teorema 3.3.1.

Esempio 3.3.1 Come in [37] consideriamo in R? una distribuzione simpliciale di punti
(vedi fig. 3.1) del tipo

Sm,q = {(900,yo)7(10,y1),-~~7($0,ym)7($1,y1)7--~7($1,ym)7~~-,($m—17ym—1),(2m71,ym)7(wm,ym)}

ove rj; = ¢z, Y = ¢’y con q fissato e tale che 0 < ¢ < 1. Denotando con pg, p1,p2 €
P,,—1(R?) i polinomi che interpolano una funzione definita sui sottoinsiemi, soddisfacenti a

(1),(ii) e (iii)

S1(7)7,7q == {<x07y0)7 ceey (x(]vym—l)? (xlv yl): DRI (xla ym—l): sy (xm—laym—l)}
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Yo

yl /

Y2

Y3

x3 T2 x1 )

Fig. 3.1: Distribuzione di tipo simpliciale con q = % ed m = 3.

Srln,q = {(x17y1)7 SRR (xluym)7 (1"27y2)7 ceey (x27ym)7 ceey ($m7ym)}

ng’q == {(x()a yl); ey ($07ym)7 ($17y2)7 sy (xlaym)a ey (xm—lvym)}

e con p € P, (R?) il polinomio interpolante f su Sy, , si ha

p(z) = <y_y’”> po(x) + (9“_””00> pi(z) + ( Y= bm _ T T0 )pg(x) (3.3.16)

Yo — Ym Tm — Yo — Ym Im — L0

OO0

Come facilmente si verifica un lattice principale di ordine p ¢ ancora una distribuzione
simpliciale di punti. Essi si ottengono, intersecando piani equispaziati di passo 1% paralleli
alle facce del simplex.

Esempio 3.3.2 Consideriamo un insieme S di m punti in R? e una funzione f : (S C
)Dy — R da interpolare sui punti di S con un polinomio p. Per ciascun punto X; di S
prendiamo una retta r; parallela ad una arbitraria ma fissata direzione. Essa si descrivera
come un polinomio lineare del tipo

ri=ar+by+c=0 1<i<m (3.3.17)

Sceglieremo i coefficienti a e b (quindi la direzione a cui essa ¢ parallela) cosicche I'insieme
T = {r1,ra,....,m}, (t <m) dirette distinte contenga k (k > 2) rette {ry,ra,..., 7} tali che,
detta n; = card(r; N S), si abbia

ny=mng=... =Nk > Njy1 > ... > Ny (3.3.18)
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T12

Fig. 3.2: Insieme unisolvente sullo spazio dei polinomi P(R?).

Siano X;;, j = 1,...,n; i punti di S che appartengono a r;, 1 <7 <, vedi fig. 3.2 per il
caso m = 6 e k = 2. Per X;; prendiamo la retta r;; parallela ad una direzione diversa da
quella di r;, sia essa

rij=dr+ey+c; =0 1<i<m (3.3.19)

In [36] & provato che il problema di interpolazione Lagrangiana su S ¢ unisolvente nello
spazio polinomiale

1—1 7—1
P:wmm{<IIm>-OImJ,izljwwmjzlﬂwwm} (3.3.20)
h=1 s=1

(Si conviene che il prodotto ¢ 1 se i o j sono 1).
Da (3.3.17) e (3.3.19) segue che P & anche generato dal seguente spazio

Pzﬁmn&flwﬁ%i:1@,wﬁj:1g,wm} (3.3.21)

Questo segue dalla scelta delle rette r; e r;; parallele a 1 e r1; rispettivamente.
Per applicare il Teorema 3.3.1, prendiamo per X; i punti di S che stanno su r;, 1 <i < k.
Rinumerando i restanti punti Xg41, ..., X;n € denotando

k
Si=S\ |J

=1

otteniamo
R = span{l,ry,...,ri 1}
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Q= span{ri_kril_l, i=kk+1,.,t j=12,...,n}

Tutte le condizioni valgono e quindi

0 1 rm@ ... )
pi(x) 1 ri(z1) ... Tlf_l(xl)
_ pr(z) 1 rl(;”ck) r’f_l(xk)
p(z) = — @) ) (3.3.22)
ri(z2) i~ (za)
i rl('gvk) r]f_l'(a:k)

Nel caso k£ = 2 riotteniamo le formula di N-A univariata

p(z) = pa() (”@)_”(“)> + pi(2) <”<”“°2)_”(5”)> (3.3.23)

ri(x2) — ri(z1) ri(xa) — ri(z1)

OO0

Conclusioni

Dall’esempio 3.3.1 di questa sezione, possiamo concludere che un lattice principale di ordine
m € un insieme unisolvente per polinomi multivariati riottenendo il risultato del Teorema
2.4.1. Inoltre il polinomio interpolante & calcolabile con lo schema di N-A multivariato, che
introdurremo al Capitolo 6. E questa la ragione che ci ha spinto a considerare il lattice
principale (di fissato ordine) quale insieme di punti su cui basarci per la costruzione del
polinomio interpolante su simplices.

3.4 Sistemi di Tchebycheff e schema di N-A generalizzato

Nella presente sezione analizzeremo due aspetti della teoria dei sistemi di Tchebycheff.

1. La connessione fra le proprieta dei determinanti formati a partire da un insieme di
funzioni F,, = {fi,..., fn} che formano un insieme di Tchebycheff e il numero di zeri
o di cambiamenti di segno che posseggono dello loro combinazioni lineari.

2. I sistemi di Tchebycheff permettono di generalizzare schemi di interpolazione classici

quali lo schema di N-A.

Siano n € N, K un campo commutativo di caratteristica zero e G un insieme di punti, che
per ora assumeremo in R, di cardinalita almeno n. Al solito, |G| indica la sua cardinalita.
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DEFINIZIONE 3.4.1 Un insieme di funzioni continue Fp, = {f1, ..., fn} soddisfa la condizione
di Haar su G se ogni determinante

fizr) oo falx1)
Hr (x1,...,2n) = (3.4.1)

definito sull’insieme di punti distinti X = {x1,...,x,} C G é non nullo.

DEFINIZIONE 3.4.2 Un insieme di funzioni F, = {f1,..., fu} ove fj : G — K ¢é detto un
K sistema di Tchebycheff su G (nel sequito K-ST) se e solo se verifica la condizione di
Haar su G (3.4.1).

Per un sistema di Tchebycheff vale il seguente teorema che lo caratterizza in termini dei
cambiamenti di segno.

TEOREMA 3.4.1 Se F,, = {fi} é un K-ST su un intervallo I C R, allora

Cl (Z lez> S n—1 (3.4.2)

i=1
per tutti i numeri reali non tutti nulli ci, ...,c, con la funzione (1(-) che indica il numero
di zeri semplici su [.

Viceversa, se Fpn = {fi}} & un insieme di funzioni che soddisfa (3.4.1), allora sia F, che
Fon =A{f1,s fr—1,—fn} sono un K-ST.

Dim.: Dalla discussione del problema generale di interpolazione lagrangiana, sappiamo che
¢ possibile determinare n costanti ci, ..., ¢, tali che > 1" | ¢;f; = 0 su n punti z1,...,z, se e
solo se Hr, (x1,...,x,) = 0. Ma allora F, ¢ un K-ST.

Viceversa, se vale (3.4.2), allora Hr, (x1,...,zy,) non pud mai essere zero. Poiché Hr, (x)
¢ una funzione continua, essa deve cambiare segno per ogni x; < 3 < ... < z, € I.
Deduciamo quindi che o F,, oppure F,, ¢ un K-ST. m

Esempio 3.4.1 Il piu semplice esempio di K-ST & l'insieme delle funzioni potenza =, =
{1,z,22,...,2" '}, In tal caso il determinante (3.4.1) si riduce a quello di Vandermonde.
In particolare se gli x; sono tutti diversi, allora (3.4.1) & pure positivo.

OO

Esempio 3.4.2 Un altro esempio € l'insieme 7 = {1, cosz,sinx, ....,cos px,sinpx} su I =
[0, 27[. Questo insieme non ¢ un K-ST su qualsiasi intervallo di ampiezza > 27.

OO0
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Osserviamo inoltre che la proprieta (3.4.2) rimane ancora valida se consideriamo gli zeri
doppi (2 della combinazione >, ¢; fi [55].
Introduciamo ora una sottoclasse di K-ST che ha delle proprieta determinantali pitu strette.

DEFINIZIONE 3.4.3 Dato un K-ST, F,,. Esso é detto completo se e solo se per ogni k =
1,2,...,n il sottoinsieme {f1,..., fr} di Fp, € un K-ST.
Indicheremo tali insiemi con K-STC.

L’insieme E,, delle potenze ¢ un K-STC. Invece 77 = {cosz,sinz} in [0, 7] ¢ un K-ST ma
non e completo. Infatti € sempre possibile trovare una combinazione di sinz e cosz che si
annulla in [0, 7].

Esempio 3.4.3 Un esempio di insieme che non ¢ un sistema di T. completo sono i polinomi
di Bernstein, di cui ci occuperemo estesamente nel prossimo Capitolo. In [-1,1] con n = 2
essi sono {3(1 — ), $(1 —2?), X (z + 1)}

OO0

E ben noto che la differenza divisa di ordine n basata sull’insieme delle funzioni potenza
(che & un K-STC) Z,,11 = {1,2,22,...,2"} e sull'insieme di punti Tj,11 = {to,t1,...,t,} di
una funzione f a valori reali si puo scrivere con il seguente rapporto di determinanti

‘1,x,...,x"‘1,f ‘

toyt, .. s tn 1,t

Fltoy oo tn] = T2 ’n’ill’x” (3.4.3)
)

Lz, ...,z
t07t17"’7tn_17tn

n ‘
Possiamo generalizzare le differenze divise ad un generico K-STC, F.

DEFINIZIONE 3.4.4 Dato un K-STC, Fp+1 = {fo, .-, fn} € una funzione f sufficientemente
regolare, definiamo la sua differenza divisa di ordine n rispetto a Fpy1 ed a un insieme di
punti Tr11 = {to,t1,....,tn} come segue

fosfrsoos a1 f
)= 549
to,t1,. -y tn—1,0n
Anche nel caso delle differenze divise rispetto ad un K-STC vale la ricorrenza [49]:
JFoi o, - tn] = F7alits s tnl = Jrultor ot (3.4.5)

B fny}—n [t17 "‘7tn] - fTL,]:n [t(]a "'7tn71]
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PROPOSIZIONE 3.4.1 Sia F, = (f1, f2,..., fn) un insieme di funzioni f; : G — K. Le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) Fpn € un K-ST;

(ii) per ogni funzione f : G — K e ogni insieme G, = {x1,x2,...,2,} C G con|G,| =n,
esiste un’unica combinazione lineare

F_ f17f27-"7fn—17fn
f B pnf |: L1, L2y, Tn—1,Tn (346)
tale che
o) = fla) i=1,2,...,n (3.4.7)

dove pp f 1 foses Fo1s f indica linterpolante di f rispetto al K-ST, F,.
L1yX2y.+.3Tn—1,Tn

Dim.: La dimostrazione si fa facendo uso della regola di Cramer. B

In analogia con la formula di interpolazione di Newton, il coefficiente del monomio di
grado massimo dell’interpolante p, f rispetto a F, ¢ ottenuto generalizzando le differenze
divise come fatto in (3.4.4).

DEFINIZIONE 3.4.5 L’errore di interpolazione é

L1,X2y.+.,Lp—-1,Ln, T

fi, fas- s fae1s fn

T1,X2y...,Tn—1,Tn

f17f27"'7fn—17fn

L1yX2y...y3Tn—1,Tn

mf i =f—pnf=1f

[ Ji, fas s fne1s oo f ]
] (3.4.8)

Il seguente teorema generalizza lo schema di N-A per un sistema F,, che & un K-ST (vedi
[49]).

TEOREMA 3.4.2 Datim,n € N, consideriamo due K-ST su un insieme G Fp, = (f1,.--, fn)
ef/n-i-m - (fl)"'afna"'afn-‘rm)-
Allora per ogni funzione f : G — K, ogni Gpim = {z1,22,...,Tntm} C G tale che

|Grtm| =n+m e ogni x € G, vale la ricorrenza

pf flaf27--'afm'-->fn+m :|(1_)_Z>\J($)pf[ fl’f2""’f” ](;c) (349)

L1, X2,y Tn, -+ Tnt+m =0 Lj+1y- -5 Tj+n
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dove i “coefficienti’ (A\;)j=o,..m sono funzioni indipendenti da f e tali che

D N(z)=1 vz eq.

7=0
Posto
Y0,5 = 1 ] = 0,...,m
3.4.10
:Tf fl)fQ""?fn j:07“'7m ( )
ki ek Tj41y--+5Tj4n k=1,...m
allora Vx € G\ {z2, ..., Tp+m—1}
N(z) =det(yg;(x)) #0 j=0,...,m k=0,...m (3.4.11)
e unicamente Vx € G\ {2, ..., Tnym—1} €5 =0,....,m
A —(_1)jdt 3.4.12
](l') - N($) e (’Yk,l(‘/lj)) k=1,....m ( cE. )

1:01"'7j_17j+17"'7m

dove per x € {2, ..., Tntm—1}, © ‘coefficienti’ \j(x) € K possono essere scelti cosicché
m
D A =1 (3.4.13)

sem>2ep=2,....m

(3.4.14)

DiM.: Vedi [49]. Una dimostrazione alternativa basata sull’identita di Sylvester per i de-
terminanti si trova in [8].m

Osservazione: sostituendo f = f,4 in (3.4.9) per k = 1,..,m osserviamo che valgono le
seguenti relazioni

zm: Aj(z) =1 (3.4.15)

j=0

D (@A) =0 k=1,m (3.4.16)
j=0
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Esempio 3.4.4 Consideriamo il caso in cui n =1 e m = 2. Come sistema di T. completo
prendiamo =3 = {1, z,2%}. Dobbiamo cosi determinare un polinomio interpolante di grado
2 (ovvero ordine n +m = 3). La scelta di m = 2 richiede 1'uso di N-A generalizzato (3.4.9)
a due passi. Indichiamo i passi da eseguire

1. Determinazione delle funzioni Vk,j?’-
Usando (3.4.10), dobbiamo costruire le funzioni v ; k& =1,2 j =0,1,2 date da

Vg =T ek { S ] (3.4.17)
Lj+1
Esplicitamente ) )
V1,0 =T7f2 A T
L xl =
Y11 ="rf2 foloae T
L x2 E
1,2 =72 filow- 3
L T3 ]
(3.4.18)
mo=rfy | | =2 -3
; |2 | 1
R
Y21 =71f3 | | =22 — 23
— 1] — 22 2
Y22 =7f3 PN
In questo caso N(x) e
N(z) = ’ 71,0 =711 71,1 — 71,2 (3.4.19)

72,0 — V2,1 V2,1 — 72,2
che per (3.4.12)

rog —T1 I3 — X9

2 2 2 2

N =
() Lo —T1 T3 — Ty

= (23 — 22) (22 — 1) (23 — 1) (3.4.20)

N(x) & indipendente da x: & semplicemente una constante.

2. Determinazione delle funzioni Aj(x) j=0,1,2.
Date le funzioni v j(x) e N siamo in grado di determinare Ag(z), Ai(z) e Aa(x).
Otteniamo

)\0 (.%') _ ((:rfmg)(:vf‘m)

r1—x2)(T1—23)

M (w) = L=l (3.4.21)

x2—x1)(r2—23)

)\2 (l‘) _ (z—z1)(x—22)

T (z3—z1)(z3—22)

311 primo indice in vk,; indica il grado del polinomio rappresentato.
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3. Verifichiamo (3.4.15) e (3.4.16).
Le funzioni A;(z) sono i polinomi di Lagrange, come facilmente si verifica. Quindi

segue immediatamente che (3.4.15) vale. Anche (3.4.16) & verificata: omettiamo la

prova poiché i calcoli sono lunghi e noiosi.

OO0
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Capitolo 4

Polinomi di Bernstein e loro applicazioni

4.1 Generalita sui polinomi di Bernstein

Un capitolo importante della teoria dell’approssimazione & dato dal teorema di Weierstrass.
Come ben noto esso asserisce la possibilita di approssimare uniformemente una funzione
continua su un intervallo chiuso [a,b] della retta reale tramite polinomi di grado “suffi-
cientemente” elevato. Tra le varie dimostrazioni di questo teorema ce n’¢ una dovuta a
Bernstein basata sui polinomi che da lui presero il nome. Anche se questa dimostrazione
non & la piu semplice essa e senza dubbio la piu elegante ed inoltre fornisce una esplicita
rappresentazione dei polinomi approssimanti.

DEFINIZIONE 4.1.1 Sia f(x) una funzione definita su [0,1]. Il polinomio di Bernstein di
grado n associato ad f ¢é

Buf(r) = Y b — o) f(Y) (11.1)
k=0

Bn,k(w)

doveb":<z>.

Osserviamo che B, f(0) = f(0) e B,f(1) = f(1) ed inoltre B, f € P,(R) *.
Un’utile identita e la seguente

n

By(z) =) Builx)=1 (4.1.2)

k=0

4In certi casi esso pud degenerare e diventare un polinomio di grado minore di n

47
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Infatti (4.1.2) & 'espansione binomiale di 1" = [z + (1 — z)]™.

PROPOSIZIONE 4.1.1 [ polinomi di Bernstein soddisfano la ricorrenza

Boo = 1;
Bog =0 k>0 (4.1.3)
Bpip(z) =1 —-2)Bp_1x(z) + 2Bp_14-1(x) k=0,...,n n>1

Dim.:
Basta ricordare che i coefficienti binomiali soddisfano 'equazione b} = bZ_l + bZ:i. [

TEOREMA 4.1.1 (Bernstein)
Sia f(z) limitata in [0,1]. Allora

li_>m B, f(x) = f(x) (4.1.4)
in ogni punto x € [0,1] dove f é continua. In particolare se f € C([0,1]) il limite (4.1.4)
vale uniformemente in [0, 1].

DiM.: Vedi ad esempio [17, 45]. m

Il risultato si estende facilmente ad un generico intervallo [a, b] tramite la solita trasfor-
T —

mazione 7 : [a,b] — [0,1] data da t = 7(z) = -

a. Come corollario del teorema 4.1.1 e
a

della trasformazione 7 abbiamo

COROLLARIO 4.1.1 Sia f € C([a,b]). Dato € > 0 possiamo trovare un polinomio p(x) tale
che |f(z) — p(x)| < € per ogni x € [a,b].

DiM.: Consideriamo la funzione fi(t) = f(a+ (b—a)t). f1 € C(]0,1]). Per il teorema 4.1.1
dato € > 0 esiste un polinomio pq(t) tale che |fi(¢t) — p1(¢)] < € per ¢t € [0,1]. Ponendo

r—a

p(z) = p1(3=%) si conclude. m

A differenza di altre tecniche di approssimazione, quali ad esempio Tchebycheff o la
“best optimal approximation”, I’approssimazione con polinomi Bernstein ¢ molto regolare.
Se in particolare f e differenziabile non solo B,f — f ma pure B,(lp ) f— f® p>
1. Percio i polinomi di Bernstein forniscono ’approssimazione della funzione e delle sue
derivate. Vale infatti
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TEOREMA 4.1.2 Sia f(x) € CP(]0,1]). Allora dato € >0

B f(x) - P @) < e Vae o] (4.1.5)
DiM.: Vedi ancora [17, 45]. m

Un altro risultato utile a comprendere le formidabili capacita di approssimazione di questi
polinomi si ha nel caso in cui la funzione da approssimare ¢ convessa.

TEOREMA 4.1.3 Sia f(x) convessa in [0,1]. Allora
By 1f(z) > Bpf(z) 0<z<1, n=23,.. (4.1.6)

con disuguaglianza stretta valida a meno che f sia una funzione lineare, nel qual caso in
ciascun intervallo I; = {@ J } ,j=1,...n—1siha By_1f(z) = Bpf(z).

n—1’ n—1

DiM.: Vedasi [17]. m

Il risultato del teorema 4.1.3 vale anche se f(x) & concava: basta invertire la disuguaglianza
in (4.1.6).

Geometricamente parlando, 'approssimazione di Bernstein di funzioni continue e tutta
compresa tra i valori assunti agli estremi dell’intervallo di definizione della funzione. Le
sue derivate sono tutte limitate se le derivate di f lo sono. Detto altrimenti, i polinomi di
Bernstein “mimano” il comportamento della funzione che approssimano.

Ma c’e un prezzo da pagare per tutto questo: la convergenza dei polinomi di Bernstein
¢ lenta. Intendendo con cido che essi convergono alla funzione approssimante con ordine
O(n~1). Vale infatti il seguente teorema.

TEOREMA 4.1.4 (Voronouvsky)
Sia f(x) limitata in [0,1]. Per ogni xo € [0,1] dove esiste f” si ha

lim n[Bnf(zo) — f(x0)] = zo(1 — o) f" (o)

n—o0 2

(4.1.7)

DiM.: Vedi ancora [17]. m

Questo risultato era gia noto a Bernstein il quale aveva tentato di definire una nuova ap-
prossimante che avesse migliori proprieta di convergenza. Infatti introdusse un’altra classe
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di polinomi legati alla successione B, f ma di tipo diverso:

= (1 —=x)f"(E
Quf@) =Y | - 2L=DI0)

k=0

Pk (T) (4.1.8)

Si verifica che se f(z) ¢ limitata in [0, 1] ed esiste un Z in cui esiste f*(z) allora

(1 —1x)?

lim n?[Q.f(z) — f(Z)] = o0 -2 8

n—00 6

FO@) - F4(@) (4.1.9)

Furono quindi introdotte da Butzer [11] delle combinazioni lineari di polinomi di Bern-
stein aventi proprieta di convergenza piu marcate. Il vantaggio di tali combinazioni & che
non contengono i valori delle derivate di f(x) come visto in (4.1.7) e (4.1.9).

Data I'importanza dell’approccio e la possibilita di estenderlo al caso multidimensionale, di
seguito elenchiamo i passi da seguire per ottenere tali combinazioni. Dimostreremo inoltre,
che tali combinazioni “accelerano” la convergenza all’ordine O(n_k), k=1,2,... e n — oo.

4.1.1 Combinazioni lineari di polinomi di Bernstein univariati
Anzitutto presentiamo i passi preliminari.

1. Consideriamo il polinomio

_y
Spr(z) = Z(ﬁ — )" Bpg(z) n=1,2,... 1=0,1,... (4.1.10)
k=0

o equivalentemente il polinomio

Tor(z) =n"Sy (). (4.1.11)

Un risultato dovuto a Bernstein, che gia aveva indagato su tali operatori, ci garantisce
che se f(x) ¢ limitata in [0, 1], nei punti in cui esiste f2*)(z) vale

SPANC) n
Buf(w) = f(x) =D == Snr(2) + 1 (4.1.12)
r=1 )
ove €, — 0 per n — oo.
2. I polinomi T, ,(x) soddisfano la ricorrenza, di facile verifica
Topi1(x) = 2(1 — ) [T, (x) + nrl 1 (x)] . (4.1.13)

Inoltre, per r fissato, T}, »(x) puo essere scritto come un polinomio in n. Risulta

Tor(x) = Y (m)nrl + fym/_l(:c)nrlfl + ...+ yi(x)n (4.1.14)
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ove
z n pari

= n dispari
e ¥ (x) sono polinomi in z indipendenti da n.

3. Infine definiamo la seguente combinazione

Y () = By f ()
(4.1.15)
Q@) = @ = 1)t (2l @) - o)) k=12,

Si verifica facilmente che i polinomi QM (x) sono combinazioni di polinomi di Bernstein.

Infatti
QP (2) = o Bowp, f () + g1 Boi—1,f () + ... + aoBn f () (4.1.16)
k
e i coefficienti a; = a;(k) sono tali che Z o; = 1.
i=0

TEOREMA 4.1.5 (Butzer [11])
Se f(x) & limitata in [0,1] e f@F)(z) esiste in ogni punto = € [0,1], allora

Q25 (@) = f(a)] = O(n™F) (4.1.17)

e tnoltre
Q2H (2) — fz)| =o(n ) n— o0, k=1,2,... (4.1.18)
DiMm.: A partire dai polinomi S, ,(x) dati in (4.1.10), come fatto in (4.1.15) definiamo i

polinomi

FL?}T (z) = Snr (z)

(4.1.19)
(@) = @ = 1)t (20050 Fe) - TR F@)) k=12,
Si verifica per induzione su k che
o 2(k+s) £ - .
2k _ 2k n
OPF(2) — flx) = > @) + o 520 (4.1.20)

n
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se f(h+25) (1) esiste in .

In particolare, per s =0

~ fl@) = Zf () + % (4.1.21)

al solito per n — oo, €, — 0.
Affinche (4.1.18) sia verificata, basta quindi dimostrare che

jg: T2 (2) = O(n~ k). (4.1.22)

Per provare questo fatto osserviamo che

M%) =0 1<r<k+1

(4.1.23)
Fglfj () =O(n~ D)y =12 .
Questo deriva da (4.1.14) con opportune modifiche.
Allora, facendo uso di (4.1.20) si ha
F €n
Q22 (g Z 1“[2’“ A(z) + 520 (4.1.24)

che tenuto conto della seconda delle (4.1.23) si verifica (4.1.17). m

Tutti questi risultati hanno la loro controparte multidimensionale che analizzeremo in det-
taglio nella sezione successiva.

4.1.2 Algoritmo di De Casteljau

I polinomi di Bernstein hanno trovato applicazione nella geometria computazionale e in
particolare modo nella descrizione di curve e superfici di Bézier, che sono funzioni polinomiali
ottenute tramite ripetute interpolazioni (lineari) baricentriche.

Consideriamo in questa sezione un algoritmo per la costruzione di curve di Bézier.
L’algoritmo comunemente usato per eseguire queste interpolazioni ¢ I’Algoritmo di De
Casteljau (descritto ad esempio in [30, 31]).

Algoritmo 4.1 Dato un insieme B = {by,...,b,} di punti del piano e t € R (usualmente
€ [0,1]), il generico punto appartenente alla curva di Bézier si determina con i seguenti
passi:
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bo bs

Fig. 4.1: Costruzione di una curva di Bézier con [’algoritmo di De Casteljau.
1. {Passo di inizializzazione}
b\ (t) = b, (4.1.25)
2. {Passo iterativo}
07 (1) = (1=t V(@) + V() =t i=0,nr (4.1.26)

La curva di Bézier calcolata con 'algoritmo 4.1 € quindi ottenuta con combinazioni bari-
centriche ripetute. In figura 4.1 & descritto il funzionamento dell’algoritmo di De Casteljau.

PROPOSIZIONE 4.1.2 I punti b."

stein Bj, di grado r risultando

(t) possono essere espressi in termini di polinomi di Bern-

b (1) =Y b Bia(t) i=0,.n—7 (4.1.27)
§=0
DiM.: Induzione su r.
r 4.1.26 — .
b (1) YV @ — pl Y ey + 70 (1)
(4.1.3) i+r—1 i+r
=T (1= > B )+t Y biBii1,a(t)
j=i j=i
Usiamo il fatto che B;,(t) = 0 se j ¢ {0,...,n}. Riordinando gli indici otteniamo
i+r i+r
(L=1)) 0;Bj 1, a(t)+t> biBji1,1(t) =
j=i j=i
i+r i+r

> b [(1=1)Bj i 1(t) +tBj i1, 1(t) | =D b;Bjin(t)
j=t Jj=t

Bj—ir(t)
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cv.d. |

Usando 'algoritmo di De Casteljau e la geometria ad esso sottostante possiamo dedurre delle
proprieta possedute dalle curve di Bézier. Di queste ricordiamo l'invarianza per affinita,
I'interpolazione nei punti estremi dell’intervallo di approssimazione, la proprieta di convex
hull®, la simmetria e come per i polinomi di Bernstein la caratteristica capacitd mimica
della curva.

4.2 Polinomi di Bernstein multivariati

Generalizzando il teorema di Weierstrass a funzioni di n variabili reali si puo dimostrare che
se f € C(Q™), con Q" = [0, 1]™, essa puo essere uniformemente approssimata con polinomi
n-variati: i polinomi di Bernstein generalizzati o multivariati.

Il seguente teorema generalizza il teorema 4.1.1

TEOREMA 4.2.1 Se f(z) € C(Q™), allora

Bf @) =3 3 (TZ; )(r;;)

k1=0 kn=0

k K,
a1 — my)m R gk (1 g e f (1 . > (4.2.1)

) )
mi mn

converge uniformemente ad f su Q™ se min m; — oo.
1<j<n

Usando la notazione a multiindice e le coordinate baricentriche, i polinomi (n + 1)-variati
di Bernstein si denotano

m m 7 in
BM®:<1>af~%ﬁ 1| =m (4.2.2)

|
conl= (ll’ --'7ln+1)’ a—= (alv "'7a’n+1) e m _ ni
1 Iy

La notazione (4.2.2) & quella di cui faremo uso per indicare i polinomi di Bernstein multi-
variati su un simplex nel quale si & introdotto un sistema di coordinate baricentriche.

Anche per i polinomi multivariati di Bernstein vale una relazione di ricorrenza come in
(4.1.3).

®Si definisce conver hull 'insieme formato dalle combinazioni convesse di un insieme di punti (di uno
spazio euclideo) detto il poligono di controllo.
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PROPOSIZIONE 4.2.1

Bj(a) = alB{_—gl (@) +...+ anHBf_—;ml (a) (4.2.3)

dove || =1 ed e; ¢ l'i-esimo versore della base canonica.

DiM.: La dimostrazione si fa per induzione su r. ®

Come fatto nel caso unidimensionale cerchiamo di verificare se anche per n > 1 si pos-
sono estendere alcuni o tutti i risultati del paragrafo precedente. Abbiamo gia visto che il
Teorema 4.2.1 estende il Teorema 4.1.1. Una condizione di convessita di Bernstein-Bézier
patches ¢ stata provata in [13] e successivamente migliorata in [14].

Cerchiamo ora di estendere i Teoremi 4.1.4 e 4.1.5 al caso multidimensionale. Di questi
risultati ci serviremo nel prossimo capitolo per dimostrare alcune proprieta degli operatori
di Bernstein su simplices.

Negli ultimi anni (vedi ad esempio [66]) sono state introdotte delle combinazioni di opera-
tori di Bernstein su simplices n dimensionali, dimostrando che esse convergono alla funzione
approssimante pit velocemente che non l'originale approssimazione di Bernstein. Il miglio-
ramento dell’ordine di convergenza ¢ equivalente a quello ottenuto nel caso unidimensionale.

4.2.1 I polinomi 7, ,

Questa classe di polinomi multivariati generalizza i polinomi 7}, () della sezione prece-
dente.

Introduciamo dapprima una classe di polinomi leggermente diversa che denoteremo con
T Per la quale vale il seguente lemma.

LEMMA 4.2.1 Dato un lattice Lo, n(Ey) di vertici X', 2, ..., A" consideriamo i polinomi

Tow(®) = Y (@ —m&)“ B (x) (4.2.4)
|a|=m
n+1 .
dove a,w € N"1 g = Zgi)\’.
i=1

Valgono le sequenti relazioni:

1L Tho(x)=1selw =0

2. T o(x) =0 se |w| =1

i



56 CAPITOLO 4. PoOLINOMI DI BERNSTEIN E LORO APPLICAZIONI

Dim.: Caso 1. T (%) = Z Bl'(z)=1.

|a|=m
Caso 2. Prendiamo un particolare w: diciamo wy = (0,..., 1 ,...,0) (1 <k <n+1). Da
k
(4.2.4) otteniamo
T = Y (a—m&)“* B (x)
|a)]=m
= > aBY(x)—m& Y Bi(x)
la|=m la=m
= ) aBY(x) —mé
|al=m

Osserviamo che

aq Qe Qn+1
akm!§1 T SRR e
Z atl-ag! o apg!

(m — 1)!§ﬂ1 '..§£n+1
= mé Z ﬁl!"%ﬁn-i-l! .

|8l=m—1

= m& Y, BFT'(z)=mé&
|Bl=m—1

1

Quindi 7, ,, (v) = m&, —m& =0, 1 <k <n+ 1. Questo prova il lemma. ®

Sia 4 = Y"1 % \" un punto appartenente al simplex. Definiamo i polinomi T, () come

i=1 m
Tou(z) = > (v — 2)"B(x) (4.2.5)
lal=m
Consideriamo
n+1

e ()

i=1
quindi per un dato multiindice 4 € N abbiamo

(@a—2)" = > Buw (% - £>w (4.2.6)

|l =]l

dove w € N*™l e B, , sono numeri che dipendono da w e p. Si noti che la somma in (4.2.6)
¢ fatta rispetto a w.

Diamo una espressione generale dei coefficienti 3, in (4.2.6). Dobbiamo distinguere tre
casi.
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1. Dato = (0, ..., |ul,...,0), allora
-

(2

Buw = ( (|5| ) ()‘fli(,u))m e ()\Za'}))wn+l (4.2.7)

dove k: N — {1,...,n} & una funzione suriettiva tale che k(u) =i, 1<1i<n.

2. Assumiamo che p1ha 1 < ¢ < n componenti consecutive non nulle, diciamo ;, ..., fti4q—1
con 1 <i<n—gq+ 1. Per tutti i vertici consideriamo le corrispondenti componenti,

cioe )\g, s )\g -1 Ancora, dobbiamo distinguere due sottocasi dipendenti da w.
2.1 Se w=(0,...0, |g|,...,0) allora
~—~
S

Bu,w = 15 f+1 e (Z‘S+q,1- (428)

2.2 Altrimenti, se w ha r componenti diverse da zero, diciamo
Wiy eeey Wjgr—1, allora
Buw= D> M- NITTL (4.2.9)
ws#0

3. Infine, assumiamo che p ha 1 < ¢ < n componenti non nulle. Indichiamo con I
I’insime degli indici in cui p € diverso da zero. Ancora una volta dobbiamo distinguere
due sottocasi dipendenti da w.

2.1 Se w=(0,...0, |g|,...,0) allora
-

S

Buw = [T (Ni)" (4.2.10)

J€lq

2.2 Altrimenti, se w ha r componenti diverse da zero e sia J,- 'insieme di questi indici.
Le espressioni che si ottengono hanno alcuni caratteri in comune: a) hanno r
termini;

b) se w; = 1, i € J, allora sono preceduti da un coeffciente c¢(u) che dipende
dalla componente massima del multiindice p;

c) sew; = 1, Vi € J, oltre alla proprieta b) i vertici del simplex che si considerano
sono ottenuti con permutazioni pari degli indici in J;

d) se w; > 1 allora c¢(u) = 1.

Se siamo nell’ipotesi b) in cui, ad esempio, una componente di w & maggiore di
1, i coefficienti sono somma dei seguenti due pezzi

Buw=clw) [ ()~ (4.2.11)
jElg i€y
Buw = [ (A (4.2.12)

jel,
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Se invece siamo nell’ipotesi ¢) allora essi sono del tipo

Buw=cw) [ > T[N (4.2.13)

keSp(Jr) J€1q

Abbiamo cosi verificato che i coefficienti 3, ., dipendono solo dai multiindici y and w. Le
loro espressioni sono combinazioni dependenti da u, w e dalle componenti corrispondenti
dei vertici {A;} del simplex.

I polinomi 7y, () sono legati ai polinomi 7 ,(x) dalla seguente relazione:

Toule) = O (@a—2)'BE@) =m W 3 fuuTrule) (4214

laf=m |w[=|p]

La seguente proposizione diventa quindi facile da provare.

PROPOSIZIONE 4.2.2 Per il polinomio Ty, ,, valgono

~

- Tmp(x) =1 se |u| =0

2. Tpu(z) =0 se|pu| =1

)

Dim.:

1. Ovvia.

1 k
2. Ton i (2) = — > Buw Ty jujer (@) = 0. m
b=t Ty

4.2.2 Combinazioni di polinomi di Bernstein multivariati

Prima di introdurre la combinazione di polinomi di Bernstein abbiamo bisogno di un altro
strumento.
Sia f(z) una funzione definita nel lattice Ly, ,,(E,,), di vertici A*. Possiamo scrivere

n+1 n+1
flx)=f (Z £N> =f (Al +) &GN - Al)) = F(&, o nst) (4.2.15)
i=1 =2
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n+1
ove si ¢ sfuttato il fatto che & =1 — Z &.
i=2
Consideriamo la derivata di f nella direzione non nulla \* — A!

fla+s(\ = AY) — f(z)

Di,lf(x) = D)\i_)\lf(.'E) = S]ggo -
(4.2:.15) lim F({l, e i, ...,§n+1) — F(fl, e &, "'ﬂ€n+1)
S—00 S
= gg 1=2,..,n+1 (4.2.16)

Usiamo questo risultato e lo applichiamo a 7,; ,. Si vede che per j =2,...,n + 1 vale

&&Din T = =60 T p—e, 0 61E T yer + & T pre; — & Tmpre,  (4:2.17)
Da cui

517-7;:,}14+6j —& T;;,u+€1 -
=&¢&DiaT,,, + muj&g]"m’;#,% —mp&1& T ey =201 (4.2.18)

Introduciamo [’operatore differenziale

Ar(D) = &D21 + .. + &1 Dot (4.2.19)
e il polinomio
Tr;k:u = /’LlflT?jl,ﬂfel + FLQgQTnt”ufeg +.o..+ /’Ln+1£n+17-n>;,u7€n+1 (4220)
n+1
Osservando che Z(ai —mé&;) =0, da (4.2.19) e (4.2.20) deduciamo
i=1
n+1
> T pies =0 (4.2.21)
i=1

Quindi, da (4.2.18) e (4.2.21) otteniamo

nzvﬂ—i-el = _glAl(D)Tnt,y - mngnﬂ;Ty + mﬂlflﬁ—el
mte, = —&GA1D) T —mE Ty
+muj§j7;k,ej + ngjvlTﬂiu (4.2.22)

Vale quindi il seguente lemma che stabilisce la relazione di ricorrenza tra i polinomi 7,7%, e
b

*
Tm7/1"
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LEMMA 4.2.2

Tpre; = —§81UD) T —m& T,
+mMan>;,,u—ej + ijj,lTr;“ j=12,...n+1 (4223)

Esempio 4.2.1 Caso n = 1. 1l simplex ha vertici A = 0 e Al = 1. Per z € [0,1] le
coordinate baricentriche di s sono & =z e &y =1—2x. Prendiamo p = (0,p), « = (m—k, k)
e Ay(D) = (1 —z) 4. Scrivendo Tnp = T, abbiamo

Z k —mx)P By, k(x)
k=0

Top =21 —2) T 1.
Si noti che 7 , sono i polinomi Sy, () introdotti nella precedente sezione.
Usando il lemma 4.2.2 otteniamo

* d * *
Tmpt1 = —(1— z)? [demuv +mpTy, p—1] -

OO0

Un’ultima osservazione

PROPOSIZIONE 4.2.3 Se f(x) € Cz’“(ﬁmn(En)) allora

B f(z k Z “D“f )+ (4.2.24)
=1 |ul=j "

dove €, — 0 per m — oo.

DiM.: Vedi [66]. m

Nota: questo risultato ¢ ’analogo di (4.1.12).
Abbiamo ora gli strumenti per enunciare il teorema che “accelera” la convergenza per poli-
nomi multivariati di Bernstein.

TEOREMA 4.2.2 Poniamo
Lo = B.f
(4.2.25)
LE = 2k 1)t <2’fL[2’j;” - L[k_”) k=1,2,..

m

Supponiamo che f € C*FH(L,, .(Ey)). Allora
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1 LW f(@) = f(2) = Do (D) f() + 0 (sr) ;
2. LY (@) — f) = o (he) 5

k
3. Lgn}p =p perpé€Pri(R").

Dim.: La dimostrazione & una generalizzazione di quanto fatto nel teorema 4.1.5. Dapprima
definiamo i polinomi

RO, = T
(4.2.26)
Kl _ ok —1 (kg k—1] k—1 _
REL, = @ -7 (2RE - RED) k=12,
Sia ora f € C2++9) (L, ,(E,)). Proviamo per induzione su k che
2(k+q) R[k] .
LEf—fr=> > Ik =DM f(x) + m,jiq. (4.2.27)
J=1|pul=j
Per k = 0 si verifica facendo uso di (4.2.24).
Proviamo per k > 1.
Consideriamo f € C2*k+1+9)(L,. . (E,)). Quindi
2(k+1+q) (K] .
Wror= Y Y Rhepeyayy o
J=b ul=j
Usando le definizioni di LL,];'H] e Rg,ﬁ}] abbiamo
g = f = @ )7 (2L p - 1) - f =
= o () - (8- 1) -
2(k+1+q [k+1] c
m,u m
Z Z — D)+ mk+1+q
J=bpl=j
che prova (4.2.27).
Inoltre si verifica che R[ ] x © un polinomio in m della forma
R,[fiu = m*(kH)FH,kH(x) +...+ m*(m'*l)fu"u‘,l(x) (4.2.28)

ove F, () sono indipendenti da m. In particolare se k + 1 > |u| — 1 allora

Ry, =0. (4.2.29)
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Posto quindi
2(k+1)

2kt 1) ( Z > “”““ . (4.2.30)

J=k+2 |u|=j

Usando (4.2.27),(4.2.28) e (4.2.29) si prova la 1.
Da (4.2.27) e (4.2.28) deduciamo 2.
Infine usando (4.2.24) sappiamo che

k+1 k+1 R
LYlp—p=Bup—p= ZZ “D“ => > m“D“
7=1 |ul|=j p 7=1 |ul=j

Usando (4.2.29) si verifica 3. ®



Capitolo 5

Funzionali di Riferimento e Spazi
Caratteristici

5.1 Idee generali

Nei capitoli precedenti abbiamo presentato sostanzialmente due metodi di descrizione di
funzioni di forma: lo schema di Neville-Aitken, di tipo interpolante, che costruisce funzioni
di forma esprimibili con combinazioni di polinomi elementari di Lagrange e lo schema di De
Casteljau, di tipo approssimante, che consente di determinare polinomi che si esprimono
come combinazioni di polinomi di Bernstein. Quest’ultimo schema, soprattutto usato in
geometria computazionale, si € rivelato uno strumento utile nella costruzione di funzioni di
forma definite su simplices.

Entrambi gli schemi possono essere visti come trasformazioni del tipo

FP(x) = chj(x)pi. (5.1.1)

dove i numeri F; sono valori fissati (ad esempio, al passo iniziale essi coincidono con i valori
della funzione nei nodi) mentre i coefficienti cf ](3:) sono polinomi in x. Al variare di j si
ottiene una sequenza di trasformazioni.

Una approccio generale a queste sequenze di trasformazioni si trova in [10] dove & anche
provato che trasformazioni del tipo (5.1.1) sono completamente caratterizzate da un fun-
zionale lineare detto Funzionale di Riferimento (nel seguito FR). Inoltre questo funzionale
¢ associato con uno spazio vettoriale detto Spazio Caratteristico (nel seguito SC).

Il funzionale FR generalizza (5.1.1) al caso in cui i numeri F; sono i valori assunti da delle
funzioni v appartenenti all’insieme

F={yy:WCR" — R} (5.1.2)
63
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Queste funzioni devono inoltre verificare alcune condizioni che elencheremo nel successivo
paragrafo. Lo spazio da esse generato, indichiamolo con I'P, & un sottospazio vettoriale di
T.

In questo capitolo proveremo ’esistenza di uno SC per il funzionale FR associato agli schemi
di Neville-Aitken e De Casteljau fornendo anche delle espressioni esplicite delle funzioni
appartenenti a detti SC.

DEFINIZIONE 5.1.1 Sia data una sequenza di {Fj}jeZ di elementi di uno spazio vettoriale.
Definiamo ricorsivamente le sequenze {Fjp}jGZ,pENo come segue
FP=F jei
(5.1.3)
-1 1
FP =M P+ X5 FPy ez, p=1,2,..
ove i coefficienti A’f,j e )\12)73- sono numeri reali o complessi che possono eventualmente dipen-
dere, anche non linearmente, da qualche termine della sequenza {Fj}.
La (5.1.3) é detta uno schema ricorrente di tipo triangolare.

Come si nota immediatamente gli schemi unidimensionali di Neville-Aitken (3.2.1) e De
Casteljau (4.1.25) e (4.1.26) introdotti nel capitolo precedente, possono essere descritti
come schemi di tipo triangolare.

Uno schema triangolare puo sempre essere interpretato come una sequenza di trasformazioni
del tipo (5.1.1). Infatti, vale il seguente lemma.

LEMMA 5.1.1 Per qualche j e p sia Fp il risultato di uno schema triangolare del tipo
(5.1.3). Allora esistono dei numeri np] talz che F¥ puo essere scritta nella forma (5.1.1). I
coefficienti 77”- sono legati ai coefficienti )\ e )\273 dalle sequenti relazioni

_\p p—1
n]] A 1,5,
nlpﬂ /\1]771] +)\2J177,]+1 i:j+1a"'aj+p_1 (514)
D __\P —
Mitpg = A ,J773+p,3+1

con condizioni al “contorno” 77?,]- =1.
Se per tutti © valori dip e j la somma X} +/\ non dipende da j, diciamo )\11)7]. —&—)\12)7]. = Ap,
allora i coefficienti 77”» soddisfano la relazzone

p
Jtp [ p>1
N = anj ={ k=1 (5.1.5)
i=j

1 p=20
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Se la sequenza ag =, Yy, allora a? =an,, Vp>1.

J+p Jj+p
Viceversa, se per tutti i valori di p e 5 la somma Z nf’j non dipende da j, ctoé Z nfj = 1p,
i=j i=j
allora il valore /\Tf’j + )\’2373. = Ap € anche indipendente da j e si ha
p
[T »>1
77p = k=1 (516)
1 p=20

DiM.: Vedi [10]. m

Nel caso particolare dello schema di N-A unidimensionale (3.2.1), si verifica che i coef-
Jj+p

ficienti nﬁj sono i polinomi elementari di Lagrange di grado p. Posto n, = anj vale la
i=]

seguente proposizione

PROPOSIZIONE 5.1.1

np=1VYp>0 (5.1.7)
DiM.: Induzione su p.
Per k = 0 abbiamo 79 = 77?’]. =1.
Passo induttivo (p > 1).
Jjt+p
Sia vera per p — 1 proviamola per p. Ora ¢ 7, = Z 772 ;- Dal Lemma precedente si deduce
i=j
che 7, pud essere pensato come la somma della trasformazione costantemente identica. Cioe
Jjtp
facendo uso di (5.1.1) si ha che 7, = an),j -1
i=j

Usando la seconda delle (5.1.3) abbiamo

i+p—1 i+p - ind
— \P p—1 P p—l | WPind. y\p P —
=My | 2o | AR | 2 i | TR L+ X e = 1
=i j=it1

Una dimostrazione alternativa si ha ricordando che la somma dei polinomi elementari di
Lagrange di grado p € 1 per ogni p. &

Un risultato analogo ¢ possibile con lo schema di De Casteljau. In entrambi i casi le relazioni
(5.1.5) oppure (5.1.6) si riducono al pitt semplice caso i, =1, Vp > 0.
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DEFINIZIONE 5.1.2 Sia ' lo spazio delle funzioni v che sono definite su un certo sottoin-
sieme W = {w;},c7 di R. Il funzionale lineare

i+p

FP=> "k y(wy) (5.1.8)
=i

e ben definito. FEsso verra chiamato il Funzionale di Riferimento associato allo
schema triangolare (5.1.3) (o equivalentemente alla trasformazione (5.1.1)).

Osservazione
Se in particolare in (5.1.3) i valori F}; sono presi cosicche essi coincidono con i valori della
generica funzione v in wj, cioe Fj = y(wj), si ha

FP =F/ (5.1.9)

Nel caso particolare dello schema di N-A, le relazioni (5.1.3) e (5.1.9) ci dicono che il FR
coincide con il polinomio interpolante di Lagrange dove per v(w;) si prendera il valore della
funzione nel punto j-esimo da interpolare.

LEMMA 5.1.2 Supponiamo che per qualche i e p, F¥ sia il FR di una certa trasformazione
FP. Inoltre assumiamo che esista un sottospazio di dimensione p+1 di T, diciamo

I'? = span{vo, ..., Vp} (5.1.10)

tale che sia non nullo il determinante di Haar, ovvero

Yo(wi) .. Yo(Witp)
pr(wi,...,wiﬂ,) = #0 (5111)
Yp(wi) o Yp(Witp)
€ p
P 1= 0
P :{ o 5.1.12
=0 =1 (5.1.12)

dove of sono numeri tutti diversi da zero.
Allora ogni funzionale lineare T della forma

i+p
T(y) = aby(w) (5.1.13)
=i

che soddisfa (5.1.12), coincide con FY.

DEFINIZIONE 5.1.3 Lo spazio I'P ¢é detto lo Spazio Caratteristico associato al funzionale
7.
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Il principale vantaggio di un tale formalismo, sta nella possibilita di costruire nuove formule
per rappresentare piu efficientemente trasformazioni del tipo (5.1.1), che come abbiamo
visto si trovano spesso nell’analisi numerica. Il risultato di maggior interesse e il seguente
(vedi [10]).

TEOREMA 5.1.1 Data una trasformazione F! e il corrispondente FR, F'(v). Allora, sotto
le ipotesi del Lemma 5.1.2, si puo scrivere

Y(wi) ..o y(wigp)
Yi(wi) oo (Wisp)
]:zp(’)/): ’Yp(wl) ’Yp(wi—i—p) a;ln (5114)
Yo(wi) oo Yo(Witp)
() e plwiey)

DiM.: Infatti il rapporto in (5.1.14) & un funzionale lineare del tipo (5.1.13) che verifica
(5.1.12). m

Osservazione

Nel caso di interpolazione in uno spazio di dimensione finita di cui si conosca una base (vedi
ad esempio [17]) il polinomio d’interpolazione di Lagrange ¢ esprimibile come rapporto di
determinanti. Una tale caratterizzazione ’abbiamo trovata nel Capitolo 2 a proposito dello
schema di N-A generalizzato. Quindi, il Teorema 5.1.1 altro non e che ’estensione di detto
risultato allo spazio lineare SC associato al funzionale FR.

5.2 Funzionale FR e Spazio SC per lo schema di Neville-
Aitken

DEFINIZIONE 5.2.1 Dats

1. il polinomio P! (x) ottenuto con lo schema di Neville-Aitken (3.2.1) o equivalentemente
(3.2.3) all’ r-esimo passo;

2. Uinsieme W = {wp, w1, ...} CR;

3. Uinsieme di funzioni I’ = {v| v: W — R};
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definiamo per x fissato il funzionale

i+

Pi(y) =D wyala)y(w;) (5.2.1)
j=i

Come visto nella precedente sezione, lo chiameremo il Funzionale di Riferimento associato
; o T
al polinomio P (x) .

Definiamo ora chi ¢ e quali condizioni dovra verificare lo spazio caratteristico associato a
detto funzionale.

DEFINIZIONE 5.2.2 Un sottospazio T" = {~o,...,v} di T tale che il determinante di Haar
Hrr (wo, ..., wr) = |vj(wi)lij=o0,..r 70 (5.2.2)
e tale che
1 j=0
Pi(v;) = (5.2.3)

0 j=12..r

e detto lo Spazio Caratteristico di P/

Questa definizione ¢ equivalente alla (5.1.12) ottenuta sostituendo opportunamente i coef-
ficienti. Si noti inoltre, che si & scelto per o] il valore 1. Questo deriva dal fatto che i
coefficienti, che sono i polinomi elementari di Lagrange, sono indipendenti da ¢ e hanno per
somma 1.

Siamo quindi interessati al seguente problema.

Problema 4 Esiste uno SC associato con il FR P] ¢
La risposta, affermativa, ¢ contenuta nel seguente Teorema.

TEOREMA 5.2.1 Dato il polinomio di interpolazione di Lagrange, P](x), di grado r, e il
suo associato funzionale di riferimento, P; .
Esiste lo SCT" e si ha

I'"=span <-~;> 1=0,...,r

dove yo(w) = 1 and v;(w) = 2* —w' i=1,...,r
DiM.: Dal Teorema 3.4.2 sappiamo che le funzioni v, ;(x), r,j =0,...,m date in (3.4.10)

soddisfano le relazioni (3.4.15) e (3.4.16) che sono equivalenti a (5.2.3).
Nel caso di interpolazione lagrangiana queste funzioni hanno ’espressione

Yrjlx) =2" — a:f per r >0
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, come verificato nell’Esempio 3.4.4. Poiché x ¢ fissato, possiamo considerare ;. ; solo come
funzione di x;, cioe . j(x) = vr(z;). Inoltre, le r+1 funzioni yo(w) = 1 e 33 (w) = &' —w" i =
1,...,7 soddisfano la condizione di Haar e sono linearmente indipendenti. Esse generano un
sottospazio di dimensione r + 1 di funzioni da W = {w;, ..., w;4,} in R. W

5.3 Funzionale FR e Spazio SC per lo schema di De Cas-
teljau

Si e visto che il polinomio di Bézier di grado m si esprime come combinazione di polinomi
di Bernstein By, j(z) di grado m. Nel capitolo precedente abbiamo inoltre visto che i poli-
nomi di Bernstein soddisfano alla relazione di ricorrenza di tipo triangolare (4.1.3). Usando
questa classica relazione in [10] & dimostrato che non esiste uno spazio caratteristico per
il funzionale FR associato ai polinomi di Bernstein. Un’ulteriore conferma di questa as-
serzione ci viene dalla teoria sui sistemi di Tchebycheff. Infatti i polinomi di Bernstein non
formano un sistema di T. completo. Quindi per provare l’esistenza di uno SC dovremmo
caratterizzare in modo diverso questi polinomi.

La nostra indagine si sposta su un’ altra relazione di ricorrenza per i polinomi di Bernstein,
gia descritta in [45], basata sulle differenze divise della funzione f(x) = x®, con {a,} una
sequenza strettamente crescente di numeri reali con ag = 0. Se a, = v, Vv si riottengono
gli usuali polinomi di Bernstein. Vale infatti il Lemma seguente.

PROPOSIZIONE 5.3.1 [ polinomi di Bernstein soddisfano la relazione di ricorrenza

B, =12" veZL

3.1
B,y = )\IfJ,B,,’kfl + )\]fyl,B,,JrLk,l k=1,2,... v€Z (5:3.1)
v+k v
dove )\’iy = % e )\IQCW = —%1.

DiM.: Vedi [45, 10| m

In figura 5.1 e riportata la tabella con cui vengono generati i polinomi di Bernstein mediante
la ricorrenza (5.3.1). Si noti come muovendoci per diagonali, dall’alto al basso e da destra
verso sinistra, si hanno tutti polinomi di Bernstein di fissato grado. Detto altrimenti,
consideriamo ’elemento di indici v, k, B, j(z): esso ¢ un polinomio di Bernstein di grado
v + k. L’interesse della relazione (5.3.1) va ben oltre. Si osservi che

k—1

k k
)‘1,1/ + )‘2,1/ = T
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k

v=0 Boo=1 — Bo1=1-z 7’3072:(171)27$ 30’3:(171)3
bl / /

v=1 Bio=x —|B11=2zc(1-2)—+ By 9=3z(1-x)2
/ l

v=2 By o=2? —*>|By1=322(1-2)
X

v=3 By g=2°

Fig. 5.1: Tabella di generazione dei polinomi di Bernstein mediante la ricorrenza basata
sulle differenze divise della funzione x".
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ovvero che la somma ¢ indipendente da v. Allora ¢ applicabile il risultato del Lemma 5.1.1.
Sappiamo quindi che coefficienti nf’y sono legati ai coefficienti /\’fW e /\’2“# dalle relazioni
(5.1.4). Inoltre, posto A\x = /\’iy + /\IQCW si ha

k
+k N o kE>1
== IIn k=
M=y ni, =1 i=1
i=v
1 k=0

Si puo quindi dimostrare, per induzione su k, che per k > 0

k—1 .
kK _ [ 1\i—v k V+k—] .
ni, = (—1) <il/ H e i=v,.,v+k (5.3.2)

j=0
In particolare nBW = 1 mentre

v+k
M= =0 k>1 (5.3.3)

i=v

Sotto le ipotesi precedenti sui coefficienti ni, v*, per I'esistenza dello spazio caratteristico in
base al Lemma 5.1.2 devono esistere dei numeri of tutti diversi da zero tali che valga
(5.1.12). Questi numeri, per il Lemma 5.1.1, sono legati ai coefficienti nfl, dalla relazione

v+k

1=V

Quindi, non possiamo determinare lo spazio caratteristico per lo schema di De Casteljau
neppure con questa nuova formulazione per i polinomi di Bernstein.

Osservazioni

La conoscenza, dello spazio caratteristico ci permette di calcolare il funzionale di riferimento
come un rapporto di determinanti. Infatti, come dimostrato nel Teorema 5.1.1, si puo
scrivere

() |l M o Y
Bi (v) =

YoM v (5.3.4)
So S1 - 84 o

Sg S1 S84

L’interesse di un tale formalismo sta nella possibilita di applicare schemi di accelerazione
della convergenza per il calcolo di detto determinante e quindi del corrispondente funzionale
di riferimento o polinomio interpolante. Per maggiori dettagli vedi [10, 8].
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Capitolo 6

Risultati multidimensionali, n > 2

In questo capitolo vogliamo raccogliere tutti i risultati ottenuti nel caso multidimensionale
relativamente a problemi di interpolazione e approssimazione su simplices. Discuteremo
degli schemi di Neville-Aitken e De Casteljau multivariato, dimostrando che essi ammet-
tono uno spazio caratteristico. Per queste dimostrazioni faremo uso di concetti e risultati
introdotti nei capitoli precedenti, estendendoli opportunamente. In particolare si useranno

sistemi di coordinate baricentriche.

6.1 Schema di Neville-Aitken multivariato

In coordinate baricentriche lo schema di N-A multivariato puo riscriversi nel seguente modo

([30]):

p@)=p N =m
n+1

r r) (r—1
@) = 87 (@)
k=1
r=1,..m [ll=m-—r

dove e = (0,...,0, 1 ,0,...,0) e

r maoy, — [
Bl(c): Y

r

Al solito, = & un vettore (n + 1)-dimensionale e 1 € N**! & un multiindice.

E facile provare che
n+1

S () =1
k=1

73

(6.1.1)

(6.1.2)
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ed inoltre essi sono indipendenti dai nodi py, |1 = m.
Il risultante polinomio pgn) ¢ il polinomio interpolante sopra il lattice £, »,(Ey). Lo schema
(6.1.1) assieme alla mappa a coordinate baricentriche, puo essere usato per calcolare il

corrispondente polinomio in coordinate cartesiane. Vediamolo su un esempio.

Esempio 6.1.1 Consideriamo la mappa lineare 7 : R — R"*! da coordinate cartesiane
a coordinate baricentriche. In forma matriciale la riscriviamo come 9 (x) = A%, dove A €

M,+1 e T = ) Denotando con p; il polinomio interpolante in coordinate cartesiane
x

corrispondenti a p calcolato con lo schema di Neville-Aitken’s. Con semplici calcoli possiamo

riottenere 'originale polinomio p.

Ad esempio prendiamo l'insieme in R?, S, = {(0,0), (1,1), (2, 1)}. Il corrispondente insieme
1,0

in coordinate baricentriche ¢ S, = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} ottenuto con la trasformazione
31
ay | = 55| 0 3 -2 T (6.1.3)
a3 0 -1 1 xI9
dove 2A = 2 (area segnata di Sc) = —3. Segue che (a1, a9, 03) = (1 — 21 — 2o, — 221 +

%$2, 221 — 215). 1l polinomio interpolante calcolato con N-A & lineare e risulta p&))o (z) =

a1p100 + epoio + aspeor- Usando il sistema (6.1.3) e dal fatto che p(%%)(l,0,0) = P1oo
riotteniamo il corrispondente punto in coordinate cartesiane risolvendo il sistema (sottode-
terminato)

31
1 o[ <3 3 1 1
0 0o -1 1 T2
Risulta (z1,22) = (0,0), come richiesto.
OO0

Il polinomio interpolante calcolato con le relazioni (6.1.1), puo riscriversi nella seguente
forma [51]:
P = S Lom N =m (6.1.5)
Lm,n(En)

dove la somma ¢ da intendersi estesa su tutti i punti del lattice £, ,(Ey) €

1 7’L+1 li—l

Liy(z) = T I [I0nai —5) w=1..k0mn (6.1.6)

ntlt i 5o

Se l; — 1 < 0, assumeremo che il fattore in (6.1.6) sia 1.
E facile provare che il numero dei polinomi Lg(x) & esattamente uguale alla cardinalita
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del lattice Ly, n(Ey), cioe K, . Nel caso unidimensionale essi coincidono con i familiari
polinomi elementari di Lagrange e come nel caso unidimensionale vale I'identita

> Li(x) =1 (6.1.7)

Lmn(E)

6.1.1 Schema di N-A per sistemi di Tchebycheff

Lo schema di Neville-Aitken multivariato (6.1.1) fu generalizzato da Miihlbach in [49] a
una famiglia {g;}i=1,...» di funzioni continue formanti un sistema di Tchebycheff sopra un
insieme S di cardinalita almeno n (si vedano la Definizione 3.4.2 e l’espressione (3.4.1)).
Per un sistema K-ST, & possibile esprimere il polinomio interpolante mediante una relazione
di ricorrenza, provata in [49], ovvero la relazione (3.4.9). I coefficienti (\j(x));=o,...m in
quella formula, si possono esprimere come rapporto di determinanti i cui elementi

(’Yk,l(l'))kzl,‘..,m; 1=0,....j—1,j+1,....m

con j =0,...,m, sono gli errori di interpolazione ottenuti sostituendo la funzione da inter-
polare, con una delle funzioni della famiglia (si veda il Teorema 3.4.2). Inoltre questi errori
possono essere calcolati come rapporto di determinanti di Vandermonde generalizzati.
Due interessanti relazioni furono dedotte:

> ) =1
I, (6.1.8)
Z%,z(fv))\j(x) =0 k=1,..m

J=0

In [8], & stato provato che la relazione (3.4.9), detta anche algoritmo di Mihlbach-Neville-
Aitken (M-N-A), puo essere usata per il problema generale di interpolazione fornendo un
diverso modo di calcolare il polinomio interpolante. Questo fa uso della identita di Sylvester
per determinanti.

Il legame fra 'algoritmo di M-N-A e quest’ultimo, proposto in [8], si ottiene mediante la
seguente posizione:

rikg;(x) = —g,(flij(x) 1<ijk<m 1<k—i<j<m (6.1.9)

dove {gj}j=1,..m € un K-ST su un insieme di punti S e le funzioni ggz sono calcolate

mediante le seguenti ricorrenze:

o) = g5 2 g () (6.1.10)
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mentre per 1 <k <m

i+1 i i i+1
(3) i(cj13g(x)91(gz1j(33) - gl(czlk(w)gl(cjlz(x) )
gk,j(x) - (i+1) () i=1,...,m j=L,...m—k (6.1.11)
gkfl,k(‘r) - gkfl,k(x)
I coefficienti (v;,i()); ;—¢ _,, sono quindi dati
13a(2) = @) = g5(2) — 050 2L s m (6.112)
’ 7 go(z:)

Assumeremo che g j(z) =1 j=0,..,m.

Esempio 6.1.2 Consideriamo insieme B = {1,z,y} che & un R-ST di secondo ordine 5.
Si prenda come insieme di punti S I'insieme

S= {(07 0),(0,2), (270)}'

In questi punti assumiamo che le funzioni assumano i valori wg = 0,w7 = 2,wy = 2. 1
coefficienti 7; ;—; () richiesti in (6.1.8) sono:

70,0 = Y0,1 = Y02 = 1
Y0=T, V1,1 =T, Y12 =T — 2

Y20 =Y, V121 =Y — 2, V22=Y

E facile verificare che le funzioni Ag(z,y), A1(z,y) e Aa(x,y) richieste in (6.1.8) sono:

)\O(x7y) =1- % _%
Al(xvy) - %
)\2(x7y) = %
Quindi ¢ pure verificata la relazione (6.1.8).
OO0

In generale, da questa costruzione, concludiamo che dato un sistema di T. completo K-ST di
ordine m, per ognir = 0, ..., m, esistono (m+1)-(m—r+1) funzioni {v;;}i=o,. m; i=0,...m—r
e m + 1 funzioni A\; per cui sono soddisfatte le relazioni (6.1.8). Si noti come solo m + 1
funzioni delle {v;;}i=o,....m; i=0,... m—r sono linearmente indipendenti.

®Si dice che un sistema di Tchebycheff ha ordine n su un certo intervallo, se nessuna combinazione lineare
a coefficienti reali ha piu di n zeri distinti nell’intervallo, a meno che si consideri la combinazione nulla
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6.1.2 Funzionale di Riferimento e Spazio Caratteristico

Estendiamo il risultato ottenuto al capitolo precedente per lo schema di Neville-Aitken
unidimensionale a quello multivariato. Premettiamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 6.1.1 Dato un multiindice 1 = (Iy,...,ln+1) € N*T1 sia [1| = Z?jll li=Fkla
sua lunghezza. Useremo la notazione 1y (1) per il numero totale di n + 1-ple di lunghezza
1| = k.

E facile provare che
oll) = < ”Zk ) (6.1.13)

Ad ogni passo r in (6.1.1), noi eseguiamo una combinazione lineare i cui coefficienti sono

i polinomi lineari B,(:) (x) che, come notato, dipendono solo dalla k-esima coordinata bari-
centrica. Cio significa che il grado del polinomio ¢ < r. Come nel caso unidimensionale
definiamo il funzionale di riferimento.

DEFINIZIONE 6.1.2 Dati

1. il polinomio pi () ottenuto con lo schema di Neville-Aitken (6.1.1) all’ r-esimo passo;

2. linsieme W = {wg, w1, ...} C R"" (questo insieme puo essere visto come un insieme
di coordinate baricentriche corrispondenti a un dato insieme di punti di R™);

3. Vinsieme di funzioni T = {~|~v: W — R};

definiamo per x fissato il funzionale

n+1

PLy) =B (@)y(w;) [ =m—r (6.1.14)
=1

Come wvisto nel capitolo precedente, lo chiameremo il Funzionale di Riferimento associato
con il polinomio pi(z) .

Definiamo ora chi ¢ e quali condizioni dovra verificare lo spazio caratteristico associato a
detto funzionale.

DEFINIZIONE 6.1.3 Un sottospazio T" = {vo,..., v} di T tale che il determinante di Haar

Hrr (’LU(), ...,wr) = ]’yj(wi)|i7j:07“_7r 7§ 0 (6115)
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e tale che

Pi(v) = (6.1.16)
¢ detto lo Spazio Caratteristico di Py

L’ espressione (6.1.14) rappresenta un insieme di 7,,—,(i) funzionali lineari indipendenti.
Quindi, per ciascuno di essi, dovremo trovare n+ 1 funzioni 7, . .., y,+1 tali che il Problema
4 abbia soluzione.

TEOREMA 6.1.1 Consideriamo un lattice Ly, ,, contenente K, ,, = ( m: " > punti. Dato

il polinomio di grado r, pi(z) ,|i| = m — r determinato con l’algoritmo multivariato di
Neville-Aitken (6.1.1) al passo r e il suo associato FR P, espresso come in (6.1.14).
Allora, esiste lo spazio caratteristico I'". Risulta

I'"=span <-~;> 1=0,..,d

dove yo(w) =1 e vi(w) = gi — gi(w) 1 =1,....,d= K.
Inoltre, le funzioni g;(-) rappresentano la base canonica di P,(R™).

DiM.: Al passo r il membro sinistro della (6.1.1) consiste di 7,,,—,(i) polinomi di grado < r.

Possiamo esprimere ciascuno di essi come una combinazione delle prime d = K.,, funzioni

della base canonica di P,,(R™), cioe 'insieme G = {go, ..., g4 }-

L’insieme G & un sistema di Tchebycheff su R, percio possiamo determinare delle funzioni

che soddisfano alla (6.1.16) (vedi paragrafo precedente). Le funzioni richieste hanno la
go(x)

forma: ; ;(z) = gi(z) — gi(:zrj)m i,j = 0,...,d. Poiché go(x) = 1, avremo ~; j(z) =

gi(x) — gi(z;) per i > 0. Se fissiamo x, potremo considerare 7; ; solo come funzioni di z;,
Le. yij(x) = vilz;).

Allora, posto g;(x) = g;, le d funzioni richieste hanno ’espressione v;(w) = g; — g;(w).
Questo insieme ¢ linearmente indipendente, e il determinante di Haar (6.1.15) ¢ diverso da
zero sull’insieme W di punti distinti di cardinalita d. m

6.2 Schema di De Casteljau multivariato

L’analogo multidimensionale di una curva di Bézier sono le superfici e le ipersuperfici. Come
nel caso unidimensionale un punto appartenente a una (iper)superficie di Bézier puo calco-
larsi con 'algoritmo di De Casteljau multidimensionale ed esprimersi come combinazione
di polinomi di Bernstein.
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L’algoritmo multidimensionale di De Casteljau generalizzato a Bézier patches in coordinate
baricentriche si puo cosi descrivere.

Algoritmo 6.1 Dato un simplex di ordine m con nodi {b;} € R**! (|I| = m) e un punto
P € R™ avente coordinate baricentriche z = (&1, ..., £p41)

1. {Passo di inizializzazione}

0@ =b 1] =m (6.2.1)
2. {Passo ricorsivo}
Per r =1, ..., m esegui
n+1
1)
Z &b ﬁe () [l=m-—r (6.2.2)

L’equivalenza tra questo algoritmo e il polinomio di Bézier & confermata dalla seguente
proposizione.

PROPOSIZIONE 6.2.1 Il generico punto calcolato al passo r con l’algoritmo 6.1 puo essere
espresso usando i polinomi di Bernstein generalizzati. Risulta

Z blﬂBJT) () lij=m-—r (6.2.3)
ll=r
DiM.: Induzione su r.
Per r = 0 segue dalla (6.2.2).
Siaorar>1
- (6.2.2) r—1 r—1
b @) T b @) b (@)
n+1 L
= ng Z bl—h]—&-ekBJ(T )( )
k=1 ljl=r—1
n+1 1)
= Z&C Z b1+JBJTek
k=1 ljl=r

n+1
- (Ze) (X namo
k=1

lil=r
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n+1
e poiché Z &, = 1 si conclude. m
k=1

Dal punto di vista computazionale, ’algoritmo 6.1 pur offrendo un semplice ed interessante
strumento di calcolo, esso non & efficiente. In [57] si ¢ dimostrato che per valutare un
polinomio definito sopra un triangolo (leggi Bernstein-Bézier patch triangolare) il metodo
pitu efficiente ¢ la forma di Taylor. Essi comunque hanno fornito una variante dell’algoritmo
di De Casteljau che fa uso di una forma polinomiale di Bernstein-Bézier modificata. Essa e
basata sulle moltiplicazioni annidate ereditate dallo schema di Horner. La riduzione della
complessita ottenuta e considerevole anche se ancora un po piu alta della forma di Taylor.
Essi hanno inoltre applicato lo schema a polinomi definiti su tetraedri (ovvero 3-simplices).
Un’estensione dell’algoritmo al caso multidimenionale con polinomi definiti su n-simplices
¢ stata da noi implementata. In Appendice A si trovano tutti i dettagli e ’algoritmo per la
valutazione di detto polinomio.

6.2.1 Funzionale di Riferimento e Spazio caratteristico

Proveremo ora, ’esistenza di uno spazio caratteristico associato allo schema di De Casteljau
multivariato. L’analogo del Funzionale di Riferimento (6.1.14) per lo schema di De Casteljau
e

DEFINIZIONE 6.2.1

()

B =" Bj(k) (@)y(se) lil=m—r, [jl="r (6.2.4)
k=1

Per z fissato esso ¢ detto il Funzionale di Riferimento associato al polinomio 0.

(r)

Per provare l’esistenza dello spazio caratteristico SC per il funzionale Bir
polinomi 7, , introdotti al capitolo 4.

A partire dalle espressioni (4.2.5), (4.2.6) e (4.2.14) riscriviamo il polinomio 7, ,(z) nella
forma

, ci serviremo dei

Tou(®) = Y yu()Bi(x) (6.2.5)

|laf=m

dove ovviamente v, (z) = (zo — )"
Abbiamo quindi gli strumenti per provare 'esistenza dello spazio caratteristico associato al

(r)

funzionale Bi
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TEOREMA 6.2.1 Dato il polinomio approssimante b.(r)(ac) determinato con l’algoritmo di De

1
Casteljau (6.2.1) e (6.2.2) e il suo associato FR, Bi(r) dato in (6.2.4).
(r)

Allora esiste lo spazio SC, I'", associato con B;"" e risulta

I'" =span < 1,7, > |p| =1

dove v, (w) = (w — x)*.

DiM.: Dalla Proposizione 4.2.2, per ogni r = 1,...,m abbiamo provato che 7,, = 1 se
|p| = 0 mentre 7,., = 0 se |u| = 1. Questo implica che nel primo caso 7, ,(x) = 1 mentre
nel secondo 7, () = (zo — x)*. La cardinalita di questo secondo insieme di funzioni e
esattamente n + 1, ovvero 71 (u).

L’insieme I'" = {1, (24 — ) } & ancora un sistema (completo) di Tchebycheff su

ﬁi\il»la\ir
R che soddisfa la (6.1.15). Inoltre, il funzionale Bi(r) applicato a queste funzioni verifica
le relazioni (6.1.16). Quindi, lo spazio generato I'", & il richiesto spazio caratteristico per
I'operatore multivariato di Bernstein. ®

6.3 Condizioni di regolarita tra simplices adiacenti

Nella presente sezione presentiamo alcuni risultati relativi alle condizioni di regolarita tra
polinomi in forma di Bernstein-Bézier (BB) definiti su simplices n-dimensionali. Parte di
questo materiale & nel capitolo 5 in [15].

Sia T, = {A° ..., \*} un k-simplex in R", con 0 < k < n e siano ¥; e ¥ due n-simplex
aventi T}, come “faccia” comune. Detto altrimenti

= {20, A AR M (6.3.1)
Yy = {\Y, D LN Lany vy o'}

e quindi X1 N Xy = T}.
Supponiamo che sia data una funzione f(z) € C(X1 U Xs) tale che

fiz, (@) = P(x) = Y afBF(&) (6.3.3)
|B|l=m

fia (@) = Qm(z) = > bFBE () (6.3.4)
|Bl=m

dove & = (&, ..-,&n) € m = (N0, ---,Mn) sono le coordinate baricentriche di z relative a 3; e
Y9 rispettivamente. Si noti che

k

k
reTe=a=>» LN=) nX (6.3.5)
=0 =0
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quindi se & =n;, 1 =0,..., k.
Denotiamo ora con

- 0
Dy - Z_; Yi 8952

ove z = (T1,...,2n) € ¥y = (Y1,...,Yn) sono vettori in R”. In particolare se y = A\ — M\,
possiamo scrivere in analogia con quanto fatto alla sezione 4.2

Dij = Dyi_y; (6.3.6)

Ci serve un’altra notazione. Indichiamo con s;5 lo “shift” di 1 della i-esima componente
del multiindice 3, cioe

Siﬁ = (/807 "'75i—175i + 17 6’i+17 ceey 571)

Da cui
Aijag = ags —agg (6.3.7)

Tra D;; e A;; vale la seguente relazione per polinomi in forma di Bézier su simplices.

LEMMA 6.3.1 Peri#j si ha

(Dy; Py) m Y Ayag By (6.3.8)
m\ m—1

DiM.: Da AP = (\},...,\}) e x = (21, ..., ¥,) abbiamo

rR=3 &M, k=1..n
§=0
Abbiamo quindi

n

(DyPa)la) = S0 = M) Pl =

k=1

0 0

% 8@) Pr() (6.3.9)

Allora, (6.3.8) segue con un cambiamento di indici nella seguente espressione

> <6§ a@) &

|8]=m

cv.d. |

Sia ora

1
Cji = N T (6.3.10)
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Questo equivale a scrivere
n
= N (6.3.11)
=0

Il teorema seguente da delle condizioni necessarie e sufficienti a cui devono soddisfare le
ordinate di Bézier di Pp,(r) e Qu(z) affinche una funzione f € C" (X1 U X9).

TEOREMA 6.3.1 Sia r € N. Allora f € C"(X1 U X2) se e solo se i coefficienti di Py, (z) e
Qm(z) soddisfano la sequente relazione:

Or+1 0, 1m .
At A5, pr0..0) =

n 9k+1 n en
= (Z Ck+1,z‘Ai,0> e <Z Cn,iAi,0> A(By.....31.0,...0) (6.3.12)
i=1 i=1

dove Opp1+ -+ 0 =1, 80+ - +Br=m—-1lel=0,..,r
In particolare,
feCE1URe) <= b5 50,00 = Up....5,.0....0)

efot-+Be=m

DiM.: Diamo solo alcune indicazioni. Osserviamo che se = € Ty,

O On 0 On
Dklrlio T Dn,O Pp(z) = Dklrfo Dn,o Qm(z) (6.3.13)

n
dove Z 0;=1lel=0,..,7
i=k+1
Per la relazione (6.3.11) si ha

= i%ﬂ'(/\i — AO
i=1

Per il lemma 6.3.1

0
(ng_,w) = (Zcﬂ i ) P(z) =

,0
m! ' m pm—~0
= (m — 9)' Z Cjﬂ‘Di’Q CLB i (5)
i=1

Inoltre
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(0,0,2)

(0,0,2)

(0,2,0)

Fig. 6.1: Condizioni di regolarita per triangoli di ordine 2 .

Quindi, prendendo tutte le derivate direzionali miste di ordine r ed eguagliando le due
espressioni con le corrispondenti nella faccia comune T}, avremo tutte le condizioni richieste
affinché f € C"(£; UX3). m

Esempio 6.3.1 Per n =2,m = 2 ¢ kK = 0 abbiamo

(i) f €CY%31Uy) se e solo se
b?2,0,0) - a%2,0,0) (6.3.14)

(i) f € C1(31UXy) se e solo se valgono (6.3.14) e le seguenti relazioni

(i) f € C?3(%1UX2) se e solo se Po(z) = Qa(x).

Geometricamente parlando, f € C1(X; U X9) se e solo se i due triangolini formati con le
Bézier net {b%Q,0,0)’ b? b%17071)} e {a%27070), a%m’o), a%l,o,l)} sono complanari (vedifig.6.1).

(1,1,0)°
OO0

Due casi particolari nel caso bidimensionale si hanno quando X1 NYe = 77 = {\° \'} (vedi
fig. 6.2). Questa situazione si presenta quando:
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AL o2 Al

A2 A0 A2 0 o2

Fig. 6.2: Due casi particolari di adiacenza tra triangoli.

1. i due triangoli formano un parallelogramma;

2. i tre vertici A%, A2, 0% sono allineati e A° & il punto medio del lato A2, o2

Caso 1.
Dal teorema 6.3.1, la 6.3.12 diventa semplicemente
6
Ag,Ob?il,j,O) = (CQJALO + CQ}QAQ}O) (I?;j@). (6.3.15)
dove, mediante 6.3.10, c20 = c2,1 = —c22 = 1. Semplificando la 6.3.15 si prova il seguente

corollorio.

COROLLARIO 6.3.1 Supponiamo che £1 NY¥y = Ty = {A°, A} e che ¥ = ¥y U, sia un
parallelogramma. Una funzione f é differenziabile fino all’ordine r; r > 0 su 3 se e solo se

i B\
m o l — U m
bian = 2 (" ( I > > ( s >a(z‘+k—zl—zz,j+z2,zl) (6.3.16)

11=0 12=0

per tutte le terne i +j+k=m ek =0,...,7.

CAsO 2.
I coefficienti c24, @ = 0,1,2 sono ora ca9 = 2, c21 = 0, c2 = —1 e la (6.3.15) diventa
semplicemente
0 0
As0bis0 = (=Aszp0) al; ;.0 (6.3.17)

Il corollario che ne consegue e

COROLLARIO 6.3.2 Supponiamo che ¥1NY¥g =T = {9 A} e che £1UXs ¢ un triangolo
(AL A2,02} e A0 ¢l punto medio del segmento A2, 0. Allora una funzione f ¢ differenziabile
fino all’ordine r, r > 0 su 31 U X9 se e solo se

k
m L EN
bigu = D_(-1)'2" ( ! > A(ilo—1,j,1) (6.3.18)

=0
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per tutte le terne i +j+k=m ek =0,...,7.



Capitolo 7

Interpolazione con curve e superfici
frattali

7.1 Introduzione

Nei capitoli precedenti abbiamo descritto alcuni metodi classici per determinare delle fun-
zioni interpolanti o approssimanti su una data triangolazione. In questo capitolo discuter-
emo della costruzione di funzioni interpolanti mediante schemi iterativi sviluppati per la
costruzione di superfici irregolari di dimensione frattale. A causa della natura frattale delle
funzioni interpolanti, esse potranno essere continue o al piti uniformemente continue. Ma
nonostante la loro irregolarita, I’approccio sembra promettente poiché permette di utilizzare
dei metodi di calcolo efficienti. Infatti, dal punto di vista computazionale esse sono ottenibili
come attrattori di un insieme di mappe lineari, i.f.s. (iterated function system). L’attrattore
¢ determinato come il limite delle iterate di queste mappe. Quindi, tutta 'informazione
necessaria a definire le mappe € contenuta nei coefficienti che le definiscono e che sono facil-
mente memorizzabili in una matrice.

In quest’ottica possono essere viste le meshes per elementi finiti di tipo gerarchico. La
ricerca e la costruzione dell’attrattore a cui converge la sequenza costituita dalle meshes per
questa classe di elementi finiti ¢ di fondamentale importanza per questo metodo.

Lo scopo di questo capitolo e di presentare la teoria dell’interpolazione frattale, alcune tec-
niche di calcolo dell’attrattore sia mediante la tecnica degli i.f.s. che mediante suddivisioni
irregolari della triangolazione.

87
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7.2 Attrattori e i.f.s.

Consideriamo uno spazio metrico compatto o un sottoinsieme chiuso di R®, s > 0 X =
(X,dx) dove dx indica una metrica su X. Denoteremo con H(X) l'insieme di tutti i sot-
toinsiemi chiusi e non vuoti di X . Su H(X) prenderemo come metrica quella di Hausdorff,
ovvero la funzione h : H(X) — R. La coppia (H(X), h) indica lo spazio dove “vivono i
frattali”. Esso ¢ uno spazio metrico completo (vedi [4]).

Su H(X) consideriamo un insieme finito di funzioni continue

G={g: X —X,i=1,...n} (7.2.1)

DEFINIZIONE 7.2.1 La coppia Gx = (G,X) é detta un iterated function system (che
nel sequito abbrevieremo con i.f.s.) su X.
Se le funziont g; sono delle contrazioni, allora Gx é detto iperbolico.

Un altro modo di indicare un i.f.s. basato su un insieme di funzioni G e su un insieme X &

Gx ={X; gi;, i=1,...,n}.

DEFINIZIONE 7.2.2 Un i.f.s. con probabilita su un insieme X, consiste di un i.f.s. Gx e

n

di un insieme ordinato di numeri positivi p = {p1,p2,...,Pn} tali che Zpi =1lep; >0.
i=1

La probabilita p; é associata a g;.

Una possibile notazione per un tale i.f.s. & la seguente
Gva = {X7p7 gl7 l = 1, ,n}

Esplicito riferimento alle probabilta puo essere omesso se dal contesto € chiaro che si sta
parlando di un i.f.s. con probabilta.

DEFINIZIONE 7.2.3 Diremo che un insieme K C R® ¢ invariante se esiste un i.f.s. iper-
bolico Gx, tale che

K =] gi(K). (7.2.2)

Un insieme invariante &€ determinato principalmente mediante una sequenza convergente di
insiemi, calcolata iterativamente a partire dall’i.f.s. Gx e da una “regione poligonale” di R®.
La contrattivita delle mappe g; e la completezza di H(X) ci garantiranno la convergenza.
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DEFINIZIONE 7.2.4 Dato un i.f.s. iperbolico Gx, un insieme invariate K espresso dalla
(7.2.2) sara detto l'attrattore dell'i.f.s. Gx.

Nell’ipotesi di un i.f.s. iperbolico vale il seguente risultato che garantisce l’esistenza e
l'unicita di un insieme invariante rispetto alle mappe {g;} (vedi [41]).

TEOREMA 7.2.1 Sia (X,dx) uno spazio metrico completo e G = {g1,...,gn} un insieme
finito di contrazioni su X . Allora esiste un unico insieme chiuso e limitato K tale che valga
(7.2.2). Inoltre K ¢é compatto e puo essere visto come la chiusura dell’insieme dei punti fissi
Yiv,...sip delle composizioni (finite) gi, o -+ o i, di membri di G.

Per un arbitrario insieme A C X, sia G(A) = U gi(A), GP(A) = G(GP~1(A)).
=1

Allora la funzione GP(A) — K ¢é una metrica di Hausdorff.

7.3 Interpolazione con curve frattali

Nella presente sezione presentiamo l'interpolazione di un insieme di punti del piano con delle
curve frattali. A questo proposito, consideriamo un insieme § = {(x;,v;),i =0, ...,n, n > 0}
di n + 1 punti distinti del piano. Sia f: D = [zg,x,] — R l'interpolante lineare su S.

Il grafico di f, Gy = {(z, f(x)) : « € D}, puo essere visto come I'attrattore di un ifs.,
Wp = {wi,...,w,} definito su D.

Per garantire l'esistenza e 'unicita dell’attrattore in base al teorema 7.2.1, le funzioni w;
sono scelte come mappe contrattive con fattore di contrattivita 0 < \; < 1 del tipo

wi(x) =A;x+b; (7.3.1)
dove x = ( v ), A; = ( a 0 > eb;, = < € ) . Richiediamo inoltre che
y ci d; 9i

w; ( ‘Zg ) = ( z: > (7.3.2)
wi < zz ) = ( ”y” ) . (7.3.3)

Queste due ultime condizioni ci consentiranno di determinare i parametri a;,c¢;,e; e g;,
mentre d; rimarra un parametro libero. La scelta di d; come parametro libero segue dal
fatto che la trasformazione w; € una trasformazione di “shear” che quindi mappa linee
parallele all’asse y in linee parallele al medesimo asse. Cio implica che per ogni linea R||y

si ha d; = |w|igf)‘. Per questo motivo d; & detto “fattore di scala verticale”.
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PROPOSIZIONE 7.3.1 Se d; = 0, allora w;(D) é l'i-esimo pezzo della spezzata interpolante
linsieme S.

Dim.: Se d; = 0, allora w;(x) = ( Zlil I;Z > Le condizioni (7.3.2), (7.3.3) implicano
(Aad2 1
a = % (7.3.4)
o = Il (73.5)
G = % (7.3.6)

dove 6 = x,, — 2.

8l

Siano zg < T < T, € Yo < y < yn. Vogliamo provare che wi< ) sta sul segmento

<

appartenete alla retta per (z;_1,yi—1) e (z,v:), ovvero alla retta

yi(r — xi—1) + yi—1(x; — )

r= PR =y(z).
Ora
aii + o = HEZT0) +;7i‘1(x” %) (7.3.8)
ez + gi = YE=20) *59“(”5" —2) (7.3.9)
da cui
( < Ti—1 ) _
r = X
Yi—1
(5= () s
wi [~ )= T=umx,
Y Yi
< "; ) er per (7.3.8),(7.3.9)
cv.d.

PROPOSIZIONE 7.3.2 Data Uinterpolante lineare f : D = [xg,x,] — R, Gy il suo grafico
e li.f.s. iperbolico Wp = {w1,...,wn}. Allora Gy € un insieme invariante tale che Gy =
n

J wi (G).

i=1
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Dim.: Per ogni ¢, w; ha attrattore il segmento congiungente i punti (z;—1,vi—1) € (4, ;).
n

Poiché per il Teorema 7.2.1 G ¢ I'attrattore di Wp si ha Gy = U w; (Gr). W

i=1

7.4 Funzioni frattali interpolanti generalizzate

Per estendere la teoria ad R®, s > 2, dobbiamo considerare funzioni definite su insiemi piu
generali.

DEFINIZIONE 7.4.1 Sia (Y,dy) uno spazio metrico completo e f : K € R — Y una fun-
zione. Un insieme generalizzato di punti € l’insieme

GD = {(2:,Y;}) EE=R x Y,z; € K}

con x; in ordine crescente e i € Z ={0,1,...,n}, n > 2.

DEFINIZIONE 7.4.2 Una funzione f : [zo,xn] — Y tale che f(x;) =Y, Vi sara detta una
funzione interpolante su GD.

Su GD definiamo n funzioni lineari L; : R — R con L;(z) = a;z + ¢; per i € Iy = T \ {0}
e a;, e; ottenuti dalle (7.3.2) e (7.3.3).

Siano ora ¢ e ¢ due numeri reali tali che ¢ > 0,0 <o < 1. Perognii € Zy,sia M; : = — Y
una funzione lipschitziana nella prima componente, cioe

dy(M;i(a,Y),M;(b,Y)) <cla—b] Va,beR, Y €Y (7.4.1)
e contrattiva nella seconda
dy (M;(z, A), M;(z,B)) < ody(A,B) Yx€R, AL BeY (7.4.2)
Usando L; e M; definiamo la trasformazione

—_ —_
w; 2 — B

(2,Y) = w;i(z,Y) = (Li(z), M;(x,Y)). (7.4.3)

PROPOSIZIONE 7.4.1 L’i.f.s., W= = {Z; w;, i € Iy}, con le mappe w; definite in (7.4.3) e
iperbolico rispetto alla metrica

dg(Xl,Xg) = ‘:L‘l — 372’ + )\dy(yl,Y2> 0<A<O0 (7.4.4)

per tutti i punti X1 = (21,Y1) e Xo = (22,Y2) in =.



92 CAPITOLO 7. INTERPOLAZIONE CON CURVE E SUPERFICI FRATTALI

DiM.: Dobbiamo provare che
d=(w;(z1, Y1), wi(22,Y2)) < Ld=((21,Y1), (22,Y2)) i=1,..,n (7.4.5)

e0< L<1.
Per (7.4.3) e (7.4.4)

d=(wi(z1, Y1), wi(x2,Y2)) = |Li(x1) — Li(z2)| + Ady (M;(z1, Y1), M;(z2,Y2)). (7.4.6)
Osserviamo che
dy (Mi(x1, Y1), Mi(z2,Y2)) < dy(Mi(z1, Y1), Mi(x1,Y2)) + dy (M;(21, Ya), Mi(z2,Y2))
che mediante (7.4.1) e (7.4.2) diventa
dy (M;(z1, Y1), Mi(x2,Y2)) < ody(Y1,Y2) + clx; — z2].
Quindi

(7.4.6) Xody (Y1, Y2) + (Ac+ |ai|)|z1 — z2] <

<
< Aody(Y1,Y2) + (Ac+a) |z — 29| (7.4.7)
ove a = max;{|a;|} < 1. Detto quindi L = max{o, \c +a} <1,

(7.4.7) < L{)\dY(Y]_,YQ) + |:L‘1 - IQ’} == Ldg((l’hyl), (1‘2,}/2))

Per una tale scelta di L I'i.f.s. e iperbolico. B

PROPOSIZIONE 7.4.2 Si consideri l'i.f.s. iperbolico
Wo={Q=1xR*ICR, w;,i=1,..,n}
dove le mappe wi(z,y,z) sono della forma
wil@,y, 2) = (Li(x), Mi(z, 9, 2)).
Allora il suo attrattore A € R? ¢ il grafico di una funzione continua f : I — R? tale che
flzi) = (yi,zi) i=1,...,n.

Inoltre riscrivendo f(x) = (f1(x), fa(x)), allora f1 : I — R é una funzione continua
N
Y z
interpolante, tale che fi(x;) = y;.
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a b c d e f
0103 1 |02
05| 0 |-05| O 0 1
05| 0 |-05]0.5]05]|0.5

[an}

W N =

Tabella 7.1: Codice per l'i.f.s. dell’esempio 7.4.1

DiM.: Vedasi [?, 19]. m

L’interesse di questa proposizione sta nel fatto che curve interpolanti frattali sono ot-
tenibili considerando le proiezioni su un asse del grafico dell’attrattore di un i.f.s. definito
su insiemi generalizzati. Diamo un esempio.

Esempio 7.4.1 Questo esempio e relativo alla costruzione di una curva che ricopre una
data regione del piano, usando la definizione 7.4.1 di insieme di punti generalizzato. Sia B il
triangolo di fig. 7.2 e sia S = {(0,0,0),(1,0,1),(2,4,4),(1,1,0)} un insieme di punti generalizzati.
Consideriamo l'i.f.s., W = {B;wi,ws, w3} il cui codice & dato in tabella 7.1, definito su
Sp. L’if.s. Wp soddisfa alla Proposizione 7.4.1 e quindi & iperbolico. Il suo attrattore
¢ l'insieme G che & il grafico di una funzione continua f : [0,1] — R? corrispondente
allinsieme generalizzato Sp. Questa affermazione € conseguenza della Proposizione 7.4.2.
E facile provare che la proiezione m, . : R3 — R? di G sul piano (y,z) & il triangolo
B. Anche le altre proiezioni ci danno delle curve interpolanti, come si puo verificare in
figura 7.1. Infatti, dalla figura 7.1 e con facili calcoli, le mappe affini w; sono contrattive e
sull’insieme Sp si ha lim w} = (0,0), lim wy = (1,0), lim w3 = (0,1).

n—oo n—oo n—oo
Quindi, f([0,1]) = B come richiesto.

OO0

Osservazioni
Questo esempio ci suggerisce un metodo generale di costruzione di “space-filling” curve.
Vale infatti il seguente teorema la cui dimostrazione si trova in [3].

TEOREMA 7.4.1 Sia A € R? un insieme non vuoto, compatto e connesso per archi per il
quale valgono le condizioni

(i) esiste un i.f.s. iperbolico {R?, M;;i = 1,2,....,n} tale che A & il suo attrattore;

(ii) esiste un insieme di punti distinti {(yi,z;) € A; i=1,...,n}
per cui M;(yo, 20) = (Yi—1,2i-1) € Mi(Yn, 2n) = (Yi, 7).
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Fig. 7.1: Proiezioni sui piani
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Allora,esiste una funzione continua f : [0,1] — R? tale che f([0,1]) = A.

Generalizzando ’esempio 7.4.1 mediante questo risultato, la funzione richiesta nel teorema
precedente e quella il cui grafico e 'attrattore dell’i.f.s.

{RS; wi(z,y,2) = (Li(x), M;(y,2)), i=1,..,n}

1 — 1
con Lj(x) = —x + L
n n

7.5 Superfici frattali su triangoli

Consideriamo il triangolo equilatero ¥ di vertici o9 = (0,0), o1 = (1,0) e 02 = (0,1) e il
quadrato @ = [0,1]2. Sul parallelepipedo A = @ x R, consideriamo 'insieme di mappe,
ifs, Wa={A;w;: A— A, i=1,2,...,n}. Ciascuna funzione w; & definita come segue:

Wy Yy = (Li(x>y)aMi(xay7 Z))t (7'5'1)

dove L; : Q — Qe M; : A— R.
Come nella precedente sezione, le funzioni w; sono univocamente determinate dalle con-
dizioni

wZ(Z) :Ei 1= 1,...,n (7.5.2)
ove ¥; € un sottotriangolo di ¥ (vedi fig. 7.2).
Richiediamo inoltre che L;(¥) = ¥; sia un omeomorfismo, M; sia lipschitziana nelle com-
ponenti z,y e una contrazione in z (queste condizioni sono equivalenti alle (7.4.1) e (7.4.2)
della sezione precedente).
Assumeremo ancora che

L1 (0'0) = 0y M1 (0, 0,0) =0 (753)
e che esistano degli indici ig,i; € {1,...,n} tali che

Li,(01) = 01 L, (02) = 09;

M;(1,0,0) =0 M;(0,1,0) =0 (7.5.4)

Si noti che le (7.5.4) sono equivalenti a (7.3.2) e (7.3.3).
In [46] ¢ provato che W4 ¢ iperbolico se le w; sono definite come sopra. Vale infatti la
seguente

PROPOSIZIONE 7.5.1 Consideriamo Ui.f.s. Wa = {A;w; : A — A, i=1,2,..,n}. Wy ¢
iperbolico rispetto alla metrica

1
al

¢
daa (21,91, 21), (T2, Y2, 22)) = |21 — 2| + |y1 — y2| + |21 — 22| (7.5.5)
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dove ¢ = max{cy,ce}, c1 ¢ il fattore di contrazione di Li(x,-) e co il corrispondente per
Li(-,y); L = max{Ly, Lo}, L1 € la costante di Lipschitz di M;(x,-,-) e Lo quella di
M;(-,y,-). o> 1 & un numero fissato.

Poiché W4 & iperbolico, siamo interessati al suo attrattore. A questo scopo si pud provare
(vedi [46, 19])

PROPOSIZIONE 7.5.2 L’attrattore di Wy é il grafico di una funzione continua f : % — R
che interpola sui vertici dei sottotriangoli 3;.

DEFINIZIONE 7.5.1 Chiamiamo superficie frattale il grafico di una funzione f : R —
R che ¢ un insieme frattale.

Superfici frattali si ottengono semplicemente generalizzando la tecnica costruttiva delle
trasformazioni lineari il cui attrattore & una curva frattale.

Esempio 7.5.1 Generalizzando (7.3.1) a R?, consideriamo mappe affini della forma

X a; b@ 0 T €
wily | =| ¢ di 0 y |+ fi ) (7.5.6)
z g hi z m;

Le funzioni Ll (S Mz richieste in (151) S0ono:

Mi(z,y,2) = giz + hiy + iz +m; (7.5.8)

I coefficienti a;, b;, ¢;, di, gi, hi, e, fi e g; saranno determinati dalle condizioni sulle funzioni
wj, cioé w;(X) = X;, mentre i parametri [;, |[;] < 1 saranno scelti arbitrariamente.

OO0

Esempio 7.5.2 Sia B il triangolo in fig.7.2. Assumiamo che sui nodi i valori delle funzioni
siano 0, 0, %, 1, rispettivamente. Sia Wi = {B;wy, w2} I’ i.f.s. definito su B, con codice come
in tabella 7.2. Assumendo che le corrispondenti probabilita siano le stesse, ovvero p; = ps =
0.5, e facile provare che il suo attrattore e I'insieme G che & la superficie interpolante su B.

OO0
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X
g0 = (Oa 0)

Fig. 7.2: 1l simplex canonico suddiviso in due sottotriangoli

w| a b ¢ d g h e f
1.0105]1.0]1.0]0.5
05{10]05]1.0

m
0.0 0.0]0.0]0.0
1.0{0.00.0]0.0]0.0

Tabella 7.2: Codice per 1’ i.f.s. dell’esempio 7.5.2

N =

97
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7.6 Tecniche di calcolo di frattali interpolanti

Problema 5 In quale modo possiamo determinare un i.f.s. tale che il suo attrattore sia
una funzione interpolante su un dato dominio D € R®, s > 17

In letteratura esistono solo alcune tecniche di costruzione di funzioni frattali interpolanti.
La maggior parte ¢ definita su domini mono o bi-dimensionali [3, 29, 25, 46].

7.6.1 Schemi di calcolo per curve frattali

Nella presente sezione ci occuperemo di descrivere due tecniche che sfruttano il formalismo
degli i.f.s. nel caso monodimensionale e che ripercorrono passo passo la teoria che finora
abbiamo descritto. Di seguito presentiamo le idee fondamentali su cui si basano questi
algoritmi. L’algoritmo viene presentato in due forme: deterministico e random. In Ap-
pendice B presenteremo i due algoritmi per costruire curve frattali interpolanti, fornendo
anche degli esempi grafici ottenuti con essi.

Algoritmo Deterministico

Consideriamo un i.f.s. (iperbolico) Wy, X C R? e insieme compatto A9 C X. A partire da
Ay costruiamo la successione di insiemi A,, ottenuta applicando 1’ i.f.s. Wx, ovvero

Ap = Jwi(4n-1), n=1,2,.. (7.6.1)
=1

La successione {A,} ¢ una sequenza di insiemi compatti in H(X).
La convergenza verso attrattore dell’i.f.s., che esiste per il Teorema 7.2.1, puo essere ulte-
riormente confermata dal seguente risultato [5].

TEOREMA 7.6.1 Sia Wx = {X; w;,i = 1,..,n} un i.f.s. iperbolico con fattore di contrat-
tiita o. Allora la trasformazione W : H(X) — H(X) definita da

W(C) = CJ wi(C) VO € H(X)
=1

¢ una contrazione in (H(X),h) con fattore di contrazione o. Il suo punto fisso C ¢ tale che
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ed ¢ C = lim W(C), VC e H(X).

n—00

Algoritmo Random

Consideriamo un i.f.s. con probabilita Wx p che assumiamo iperbolico. Scelto zg € X, il
successivo elemento della sequenza di punti appartenenti alla curva verra scelto alternati-
vamente (mediante una funzione random) come segue

wy, € {wi(Tp-1), ..., wn(xn-1)} n=12,..

dove al solito la probabilita dell’“evento” z, = w;(z,—1) € p;. Cosi facendo, costruiremo
una sequenza {z,} di elementi in X.

La convergenza di detta sequenza verso l'attrattore di Wx p ¢ garantita dal ‘teorema
ergodico di Elton" (vedi [5]).

TEOREMA 7.6.2 Siano (X,d) uno spazio metrico compatto e Wx p un i.f.s. iperbolico.
Indichiamo con {x,}22 o un’orbita dell’i.f.s., prodotta a partire da un xo € X, data da

In = (wan °Wg,_4 00 wm) (wo)

ove 0; € una funzione di scelta della trasformazioni {w;}!'_, (eccetto quelle aventi probabilita
nulla,).

Detta p una misura invariante per U'i.f.s., allora con probabilta 1 per tutte le funzioni con-
tinue f: X — R exg € X wale

im 722:0 f(xk) = €T X
! /X f(@)dp(z).

n—00 n+1

7.6.2 Uno schema di calcolo per superfici frattali

Nel caso di superfici, presentiamo un algoritmo deterministico che costruisce una sequenza
di insiemi, come in (7.6.1), il cui attrattore & una superficie frattale.
Sia © una regione poligonale chiusa e non degenere in R? contenente n + 1 punti distinti
{(x4,9:) }ip- Il nostro scopo & di trovare una superficie frattale interpolante della forma
z = y(z,y) tale che {z; = v(xi,yi) }i—p- Assumiamo che § ¢ triangolarizzabile e sia 3q =
{%;}_, una tale triangolazione. Sia inoltre & = {071, ..., 0y, } I'insieme dei vertici di Xgq.
~v puo essere vista come la superficie frattale che rappresenta l'attrattore di un dato i.f.s.
{w; : w; = (L;, M;),i =1, ...,p} ove L;, M; sono le funzioni definite nella precedente sezione.
Inoltre L; : Q@ — ¥, e M; : @ xR — R per ¢ = 1,...,p. Usando le funzioni L;, M;
definiamo la mappa ¥ : C(Q2) — C(2) come segue

(07)(2) = Mi(L; @), 5(L; () @ €57 i = 1,ep (7.6.2)

)
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U ¢ ben definita e contrattiva nella sup-norma |||« su un opportuno sottoinsieme C(£2) [40].
Perci6 essa ha un punto fisso 4 che definisce la superficie frattale interpolante. Mostriamo
che graph(¥) ¢ autoaffine ed esiste un algoritmo deterministico per determinarlo.

Facendo uso del formalismo degli i.f.s. ricorrenti [6], consideriamo l'insieme H di tutti i

sottoinsiemi compatti e non vuoti di R3. A partire da #H costruiamo il prodotto cartesiano

HP =HxHx...xH. (7.6.3)

p

Sia ora x(7) = {j : ¥j C pu@)} dove & : {1,..,m} — {1,...,7} & tale che Li(p.u) = i
Cio significa che data la triangolazione ¥q, costruiamo la triangolazione Rq = {pg}i—1
composta da r sottoregioni triangolari di §2 ottenuta come unione di qualche triangolo di
Yq. I vertici della triangolazione Yo sono ordinati in modo che {01, ...,0;} C S & l'insieme
dei vertici di Rq, vedi fig. 7.2.

Su H? definiamo la funzione F' : HP — HP la cui i-esima componente € data da

Fi(Ay,..A)=wi | |J 4] i=1..p (7.6.4)
jex(i)
dove le funzioni {w;}!_; sono date come in sopra.
Abbiamo bisogno di qualche definizione.

DEFINIZIONE 7.6.1 Sia ¥ un piano non verticale in R3. Denotiamo con Cy(Q) Uinsieme

Co(Q) ={f| f: QCR? — Rt (z, f(x)) €V, Vo € 9N} (7.6.5)

DEFINIZIONE 7.6.2 Consideriamo su §) linsieme di punti o; = (x;,y;) e siano z; i valori
assunti da una funzione che interpola su {(o;, z;)}i_,. Denotiamo con Cg(Q2) linsieme

Ce() ={fl f: QCR® = Rtec. f(o;) =2, Yo € 0N} (7.6.6)

Osserviamo che la mappa ¥ e contrattiva sia su Cy che su Cp.
Infine presentiamo il risultato, che ha suggerito I’algoritmo.

TEOREMA 7.6.3 . Sia data v : Q C R? — R per la quale valgono le sequenti proprieta:

(a) v € Cy(2) oppure v € Cp(Q);

(b) data la triangolazione ¥q assumiamo che il grafo associato con Yo abbia numero
cromatico® uguale 3.

511 numero cromatico associato ai nodi di un grafo, ¢ il numero minimo di colori da utilizzare affinche
due nodi adiacenti non abbiano lo stesso colore
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Allora

graph(¥ys,) = Fi(graph(y)s,, graph(y)s,, ..., graph(y)s,) i=1,..,p (7.6.7)

DiM.: Vedi [40]. m

Poiché F; (graph(w)gl,gmph(’y)gm e gmph(y)gp) = w; U A; | il teorema precedente
Jex(i)
porta al seguente algoritmo.

Algoritmo 7.1

1. Scegli come insieme iniziale su cui iterare, l'insieme
Ao = (graph(v)s,, graph()s,, - .., graph(7)s,) ;

2. pern=1,2,...
An = F(Anfl)

3. Infine, A, — 7, dove ¥ & una superficie frattale.

Per quanto riguarda la convergenza ammessa al passo 3., dobbiamo verificare che F' &
contrattiva in HP o equivalentemente, tramite (7.6.7), che per ogni € > 0, ||[U° %y —7|| 7 < «.
Ma W & contrattiva su Cy e Cp, quindi possiamo concludere che

Ap — (graph(ﬁ/)ngraph(:y)zw '--7g7aaph(§/)2p)

n

e U Ag) — graph(7).
k=1

7.7 Funzioni interpolanti su triangolazioni irregolari

Nel Capitolo 2. si sono introdotte le triangolazioni irregolari sottolineando che esse sono
utili nella determinazione di elementi finiti non conformi.

Un altro aspetto legato a queste suddivisoni e la generazione di superfici irregolari e in par-
ticolare delle superfici frattali interpolanti. Presentiamo ora un metodo descritto in [29, 23]
che consente di costruire una funzione interpolante su triangoli irregolarmente suddivisi di
ordine 2. Il metodo e estendibile a suddivisioni irregolari di ordine m > 2 qualsiasi. Di-
mostremo inoltre che all’infittire della suddivsione, la funzione interpolante € uniformemente
continua.
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T>

T3
Q3

Q2

T

Fig. 7.3: Un triangolo irregolarmente suddiviso di ordine 2

L’interesse per questo approccio sta nella sua applicazione a meshes di elementi finiti non
strutturate [47]. Un tipico esempio in cui esse sorgono, sono i sistemi differenziali di tipo
iperbolico, quali i problemi di acque basse, dove le meshes generate devono affrontare grandi
variazioni nella soluzione del problema.

In [23] si e affrontato il problema di applicare questa tecnica di interpolazione, a meshes
ottenute con la tecnica dell’ “advancing front”, nel seguito AF (vedi [47, 23]). Nel seguito
supporremo ’esistenza di una mesh ottenuta con tale tecnica e cercheremo la soluzione
interpolando con una superficie basata su una suddivisione irregolare, del tipo presentato
in figura 2.4.

7.7.1 Proprieta e costruzione di superfici irregolari

Consideriamo il generico triangolo 7' di una mesh ottenuta ad esempio con la tecnica AF.
Siano 11,715,715 i suoi vertici, vedi fig. 7.3.

Denotiamo con X, l'insieme dei vertici dei triangoli generati dopo n passi di una sud-
divisione irregolare di ordine due, come presentata alla sezione 2.2.1. E facile provare
che la successione {X,,} ¢ crescente e convergente verso un insieme X denso in 7. Detto
Xo ={T1,T5,T3}, estendiamo la funzione (lineare) f interpolante sui vertici, quindi su Xp,
all'insieme X; = Xo U {Q1,Q2,Q3}, ove i punti @); sono dati dalla (2.2.2), mediante

f(Q1) = (1 —an) f(T2) + ann f(T3) = (1 — a11) 22 + 1123
f(Q2) = (1 —a12) f(T3) + araf(Th) = (1 — a12)23 + 1221 (7.7.1)
f(Q3) = (1 —au3) f(T1) + a3 f(T2) = (1 — c13)21 + 1322

e i valori {z1, 22, 23} sono i valori assunti da f nei vertici. Continuando estendiamo f a
X,n>1.
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La domanda che diventa ovvia in tale costruzione puo essere formulata come segue:

Sotto quali condizioni sui parametri a, ; 7 = 1,2,3 la funzione f é uniformemente continua
su X ?

Premettiamo

LEMMA 7.7.1 Sia p; = r{nax }{aij, 1—a;j}. Con A indichiamo le “variazioni” di f lungo
Jje,2,3

un lato del triangolo generato all’ n-esimo passo.
Allora A soddisfa la relazione

|A’ S Mn—lfo (772)

dove M,,_; = H?:_éﬂn—j i=1,...,n e e =max{|ze — 21],|21 — 23|, |22 — 23]}

Dim.: Per induzione su n.
Per n = 1, sui quattro triangoli generati in questo passo valutiamo gli incrementi di f su
ciascuno di essi. Per esempio sul triangolo T1Q2Q3 (vedi fig. 7.3) abbiamo:

0 =1f(Q3) — 21| = |aas(z2 — 21)| < ausep
do = |f(Q2) — z1| = [(1 — a12) (23 — 21)| < (1 — au2)eg (7.7.3)
83 = |f(Q3) — f(Q2)| = |aus(z2 — 21) + c12(21 — 23)| < max{a1s, a12}eo

Allora, se 71 = max{d1,02,d3}, si ha 91 < max{aje, 13,1 — aja}teg. Allo stesso modo

siano 2,3, v4 gli incrementi di f lungo i lati dei triangolini T5Q1Q3, T5Q1Q2 e Q3Q1Q2,
rispettivamente. Quindi

v2 < max{air, 1 — a1 }eo
v3 < max{aa, 1 —ai1,1 — ara}eg
va < max{oir, 2, 003,1 —aq1,1 — aq2,1 — aqsteg

Ma poiché M; = u; si conclude
Al < e (7.7.4)

Se n > 1, il risultato si estende in maniera ovvia. B

Vale la pena di dire qualcosa sulle situazioni degenerative. Ovvero

In quale modo possiamo controllare i parametri {a;; j = 1,2,3, 1 =1,2,...} per evitare la

costruzione di triangoli degeneri?

Per fare questo, indichiamo con A, la lunghezza del lato pit lungo di tutti i triangoli
n

generati all’'n-esimo passo, mentre con R, e p; le seguenti quantita: R, = Hpi, pi =
i=1

1??2(3{@@, 1 — ayj}.

LEMMA 7.7.2 Se lim R,, =0 allora lim A\, =0
n—oo n—oo
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DiMm.: Ancora una volta la dimostrazione si fa per induzione su n.
Consideriamo n = 1. Dobbiamo distinguere due casi.

1. Il lato di lunghezza \; sta sui lati del triangolo originale T'. Allora A\; < p1A\g = Ri Ao,
where )\0 = max{]Tngl, ’T1T3’, ’TQT3’}.

2. 1l lato di lunghezza A; sta all’interno di 7', cio¢ esso € uno dei lati del triangolo

Q1,Q2, Q3. Assumiamo che \; = |Q2Q3].
Dobbiamo distinguere ancora due sottocasi

2.1 Tutti gli angoli sono acuti.
Dividiamo i lati T1T5, 1173 con una omotetia di centro T} e rapporto p;. Questo
origina due nuovi punti A; e A, appartenenti ai lati 7175 e T T35, rispettivamente.

Al=1—=p)T1 + 15
A2 = (1 — pl)Tl + T3

Quindi, |Q3 — Q2| < |Az — A1| = p1|T5 — To| < p1Ao. Ma allora per tutti i valori
di n si ha che

A S pn <o S pupn—t .- poro = Ryo.

2.2 C’& almeno un angolo attuso.
Allora |Q3 — Q2] < |Q2 — T1| < p1Ao. Segue la stessa conclusione.

Concludendo, il risultato vale per n = 1.
Per n > 1 basta applicare un ragionamento analogo. B

Usando questi due risultati siamo in grado di dare una condizione sufficiente affinche la
funzione f sia uniformemente continua.
Definiamo

T =inf{lz —y|, 2 TV, ye TV, T nTY) = 0} (7.7.5)

dove qui) e TT(Lj ) sono due triangoli generati al passo n.

o0
TEOREMA 7.7.1 Assumiamo che lim R, =0 e che la serie Z M, converga.
n—oo
n=1

Allora f e uniformente continua, cioé per x,y € X tali che |x —y| < 7, si ha

[f(z) = fy)| < 260( > Mk> (7.7.6)
k=

-1
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o0
DiM.: Siano z,y € X = U X; tali che |z — y| < 7, = 5%, Ve > 0. Possiamo assumere che

T,y € X; perizneizlnil, [ >1.

Sia {@}k=n,.. i=nt; una suquenza tale che z; = x4 =2 e x;_;, j = 1,..,1 & il vertice pil
vicino x;_;41 generato all’iterazione (i — j) — esima.

Per mezzo del Lemma 7.7.1, abbiamo

|f(i—j) = f(@ijr1)| < eoMi—y 1< j <1
Quindi,
|f(x) = f(zn)] < €oMpqi—1 + ...+ oMy < g ZMr-

r=n

Similmente per la sequenza {yj }k=n,.. nt1 avremo

)~ Flum)l < e Y M,

Inoltre, notiamo che x, e y, non possono essere “troppo” lontani dal momento che ap-
partengono a triangoli adiacenti.
Sia ora T}, () il triangolo generato alla iterazione n-esima contenente il punto z e che ha
come uno dei suoi vertici. T),(y) sia il corrispondente triangolo di T;,(z) contenente y.
Diciamo che Ty, (z) N Ty, (y) # 0.
Infatti, non pud essere che T),(2)NT,(y) = 0, poiché x € T, (z),y € T,,(y) e |[x—y| < 7, = 0.
Infine,

|f(xn) = f(yn)| < 2€0Mp—1

da cui segue che

@)~ fw) <20 Y M.

r=n—1

cv.d. m

Osservazioni conclusive

Nei problemi di approssimazione la scelta della discretizzazione da impiegare dipende molto
dal problema che uno deve risolvere. Ad esempio per problemi descritti con sistemi di PDE
di tipo iperbolico, la mesh deve essere generata in maniera da trattare nel migliore modo
possibile “grandi” variazioni nel comportamento della soluzione. Questo significa che si
dovranno usare le meshes piu fini dove cio accade.

L’approccio UGT “Unstructured Grid of Triangles” descritto in [47, 23], sembra soddisfare
tali richieste. In letteratura esistono principalmente due famiglie di algoritmi per la gener-
azione di meshes UGT, quelle basate sulla triangolazione di Delauney sul piano [64] e quelle
che usano la tecnica “advancing front” (AF) [39, 44].
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In [23] si ¢ verificato che a partire da una discretizzazione non strutturata generata con la
tecnica AF e raffinando con triangoli irregolari si generano superfici irregolari che possono
essere usate per costruire una approssimante della soluzione di una PDE iperbolica. In
futuro si desidera estendere questa tecnica al caso n-dimensionale.



Appendice A

Calcolo di polinomi multivariati:
algoritmi

A.1 Polinomi di Lagrange

Esistono molti modi di calcolare un polinomio interpolante su un simplex. Ad esempio in
[38] & presentato il metodo di Neville-Aitken - quindi il polinomio interpolante di Lagrange
- a partire da certi sistemi ‘‘regolari" di nodi, per esempio delle distribuzioni sem-
pliciali. I metodo & poi stato esteso a immagini proiettive dell’insieme di nodi scelti.

Un’ altra procedura di calcolo & presentata in [15] al Capitolo 9. In questo caso i punti nec-
essari a risolvere il problema di interpolazione sono posizionati cosicche esistono n + 1 rette,
70; - - -, Ty tali che nello spazio lineare r;\{{J;_; ; 75} ci sono esattamente i +1 nodi. Questo
insieme e quindi provato essere unisolvente per il problema di interpolazione di Lagrange.
Noi abbiamo scelto di riferirci a una generalizzazione di un metodo presentato in [60] per

(8X4

la costruzione di splines planari.

Idea generale
Si determinano i polinomi elementar: di Lagrange di grado m Lg»m)(:zi) € Pp(R™), j =
1,...,d = Ky, , ovvero i polinomi che devono soddisfare la ben nota proprieta

Lg.m)(m): ix d=ld (A.1.1)

come prodotto di polinomi lineari.

Questo problema ¢ rilevante sia dal punto di vista teorico che pratico.
Teroricamente vale il seguente risultato dovuto a Nicolaides (vedi [51]):

107
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TEOREMA A.1.1 Datim,p€Z,p<m el'y_1j, j=0,..,p—1 siano p distinti iperpiani.
Siano inolte dati p polinomi lineari A\j(x), j=0,...,p—1, tali che \j(z) =0 sex € I',_1 ;.
Dato un polinomio P € Py, (R") tale che P(x) =0 sex el'y_1;, j=0,..,p—1

Allora il polinomio P(x) puo essere scritto

p—1
P(z) = (H /\i(ﬂf)> Q(z) (A.12)
i=0
dove Q € Pp—p(R™).
Osservazioni

(i) Il risultato del teorema ¢ conseguenza del fatto che
“se p € P(R™) e p =0 su un iperpiano H di equazione h(z) = 0, allora esiste un
unico q € Pr_1(R™) tale che p(z) = q(x)h(x)”. Questo risultato & la Proposizione
2.3.3 del Capitolo 2.

(ii) Il teorema fornisce un modo di calcolare un polinomio interpolante su un n-simplex.
E ovvio che se siamo capaci di individuare gli iperpiani (cioe i polinomi lineari) dove
il polinomio si annulla allora possiamo fattorizzare il polinomio come in (A.1.2).

(iii) In particolare se p = m, nel Teorema A.1.1, allora possiamo scrivere ogni polinomio
P € P,,(R™), che soddisfa le ipotesi, come prodotto di m polinomi lineari.

Dato un polinomio lineare in R"
n
l(xz) =ao+ Z a;T; (A.1.3)
i=1

per determinare i suoi coefficienti {a;}i=o,..», assumiamo che negli n + 1 punti distinti
g, X1, ...,y assuma il valore 0 eccetto che in un punto dove vale 1. Senza perdita di ge-
neralita possiamo assumere che in zq il suo valore sia 1.

Inoltre assumiamo che questi punti non sono complanari. Questa condizione & facilmente
soddisfatta se almeno uno di essi € scelto in un altro iperpiano. Cio significa che il cor-
rispondente determinante di Vandermonde e diverso da zero.

Esempio A.1.1 Consideriamo un caso 2 dimensionale. Sia A4 il 2-lattice disegnato in
fig.A.1. Vogliamo determinare il polinomio di Lagrange di grado 2, L?)(l‘) relativo al
vertice x1. Per fare questo seguendo le idee del teorema A.1.1, determiniamo due polinomi
lineari lgl)(x), lgz) (x), dove lgl)(ac) = 1 per x = z1 e 0 in z9, x6, mentre 152) () =1perx =z
e 0 in z3, 5. Il resultante polinomio di Lagrange

L (@) = 11V (@) - 1P () (A.1.4)
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5

L6

Tl
Z2 x3

Fig. A.1: Un triangolo con distribuzione “sequenziale” dei punti di interpolazione

Si verifica facilmente che ng) (7) € Po(R?) e che soddisfa (A.1.1).
In maniera del tutto analoga, determineremo i polinomi L:(32) (x) e LéQ) ().
Per ottenere Lg) () dobbiamo ancora risolvere un determinante di Vandermonde di ordine

(2)

3 imponendo che su xg i polinomi lineari lg )(x), l5” (x) assumano il valore 1 e il valore 0
su xg, T] € T3, x5 rispettivamente.

OO0

La procedura per un arbitrario grado m puo facilmente essere ottenuta usando il teorema
A.1.1 o, in questo caso I'equivalente proprieta che il prodotto di m polinomi lineari della
forma (A.1.3) é un elemento dello spazio Py, (R™).

L’algoritmo in R? pud essere descritto come segue

Algoritmo A.1

1. Determina Lgm)(:v)
for A\=1,...,m do
determina lg)‘) € P1(R?), dove

ZEA)(M) =1, lgA)(l’AH) = 0;---719)(%%71) =0, lg/\)(ﬂ?d+14) =0

end for;
m

1" @) = T 1 @)

A=1

2. Determina L,(Cm) () k=2,....m
for k=2,...,m do
for A\=1,...,m+1 do
if A\ # k then
determina l,(gm) € P1(R?) dove

I () = 1, 10 () = 0,00 () = 0, 1§ (220m41) = 0



110 APPENDICE A. CALCOLO DI POLINOMI MULTIVARIATI: ALGORITMI

Fig. A.2: Un triangolo di ordine 3 con nodi etichettati in ordine sequenziale. E evidenziato
il “cono” su cui scegliere il terzo nodo

end for;
(m) LY
L"@= 11 &’
A=1,\#£k
end for;
3. In maniera del tutto analoga, determina L](Cm) (x) perk=m+1,...,d facendo atten-
zione a separare il calcolo per k che varia sui lati del triangolo e k che varia sui nodi
mternt.

La scelta dei nodi interni merita una particolare attenzione. Supponiamo di avere un tri-
angolo con nodi etichettati in modo sequenziale e antiorario partendo dal nodo che sta sul
vertice piu in basso sulla sinistra del triangolo. I nodi interni si trovano intersecando rette
parallele ai lati congiungenti i vertici aventi nodi etichettati con m+1 e 2m + 1 per il nodo
k (con 2m + 2 < k < s — 1) con le rette parallele ai lati congiungenti i nodi 1 e m + 1 per
il nodo etichettato con s (dove 2m 4+ 2 < s < 3m). Il punto chiave di questa costruzione
¢ la scelta del terzo nodo nell’algoritmo A.1 per la determinazione del polinomio lineare
necessario ad ogni passo per la costruzione dei polinomi elementari di Lagrange. A tale
proposito si pud dimostrare il seguente risultato.

PROPOSIZIONE A.1.1 Dato un 2-simplex di ordine m con i nodi etichettati in maniera
sequenziale.

Sem > 3 il terzo nodo x usato nel calcolare le componenti lineari del polinomio interpolante
di Lagrange (basato su quei nodi), puo essere scelto con k = m + 2 ovvero k = 3m.

DiM.: I nodi interni nella nostra costruzione hanno etichette nell’insieme £ = {3m +
1,...,Kpm2}. Prendiamo § € £. L’algoritmo a questo passo deve determinare m polinomi
lineari basati sulle terne di etichette [5 1 k], ... [s§ m k| per il primo polinomio e similmente

per gli altri. L’importante & conoscere il valore di k£ in modo che il problema di trovare le
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componenti lineari abbia soluzione (vedi fig. A.2 per il caso m = 3).

Consideriamo il cono avente per lati le rette passanti per i nodi 1,5 e m,5. Questo cono
non passa per i nodi m + 2 e 3m come facilmente si controlla. Percio, per determinare il
polinomio lineare basato su nodi interni possiamo scegliere 1’etichetta del terzo nodo con
k=m+20k=3m. 1

A.2 Bézier patches

In questo caso abbiamo visto che 1I’Algoritmo di De Casteljau multivariato ¢ un metodo

particolarmente utile per determinare un patch di Bézier su un n-simplex. Una versione

migliorata che riduce sensibilmente la complessita computazionale & I’ Algoritmo VSC pre-

sentato in [56, 57].

Di seguito presentiamo una versione n-dimensionale di questo algoritmo.

Sia b(™) () = Z B;"(§)b; il polinomio di grado m in forma di Bézier-Bernstein. Esso puo
jl=m

riscriversi come:

m il 7;'nfl

m m! m—iy piy—i in
b( )(ﬂj) = Z Z e Z bm—il,h—ig,..,’in . ' 1 1521 2. ‘€n+1 (A21)

— .
i1=0i2—=0  in—0 (m =)l in!

(con ovvio significato per i coefficienti by,—i, iy —is,...in )-
Riscriviamo (A.2.1) in maniera modificata

m il in—l

b (z) = Z Z e Z Cm—iy jir—igin &l ES T 6 (A.2.2)

11=0142=0 in=0

dove
m)!

(m — i) !(i1 —d2)! -~ i)

Crn—i1,i1—i2, 0 0yin —

bm—i17i1—i27--7in

and i3 =0,...,mand i =0,...,5x_1, k=2, ...,n.
Questo, dal punto di vista geometrico, & equivalente a suddividere il nostro simplex in n+ 1
sottoregioni. Nell’ i-esima regione le coordinate baricentriche verificheranno le relazioni

&>¢& jAij=1,..,n+1 (A.2.3)

Se nell’ i-esima regione, & > & per qualche k € {1,....,i — 1,i + 1,...,n + 1}, allora la
corrispondente & soddisfera la disuguaglianza stretta, i.e. & > & (vedi Fig. A.3 nel caso
n=m=2).

Sia b(™ il polinomio di grado m scritto nella forma modificata (A4.2.2) e siano (&1, ..., Env1)

le coordinate baricentriche del punto appartenente alla (n + 1)-esima regione.
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L3
Iy

1
xr9 T4

Fig. A.3: Un 2-simplex con la suddivisione in 3 regioni

1. 6> 8, & =83
2. £>6, L >83
3. 83>61, &3> 8

Algoritmo A.2

Input:
(n+1)(n+2)---(n+m)

m!

1. I1 vettore ¢ di dimensione d =

contiene le ordinate di Bezier.
2. 11 punto (&1,...,6,41) per calcolare il polinomio b(™).
forj=11ton do

_ &

8j7n+1 - §n+1

end for;

Definisci i seguenti n vettori
indl=(2,n + 2)

ind2=(3,n+3,n+ 3+ m)

indn=(n+1,2n+1,...,d)
Li=0i=1,..,n—1;1,=1

A[l] = C1
forii =1 tom do
Lh=L+1
Al2] = cina1y)
foria =1 to i1 do
lh:=1+1
A3l = Cinda(1)

fori, =1 to i,_1 do
A[TL} = A[TL] * Spon+1 + Cindn(ln)

ALGORITMI
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ln=1,+1
end for
An—1] = An — 1] * Sp—1n+1 + A[n]

end for

A = A1) # s1.041 + A[2
end for
B0 () = A1)« €14,

E facile provare che gli n vettori usati nell’algoritmo hanno dimensioni crescenti da 2 a
n + 1. Essi sono usati come indici per identificare le ordinate di Bézier. La sola cosa richi-
esta dall’algoritmo e I'individuazione della regione a cui appartiene il punto. Infatti il passo
di inizializzazione di questi vettori, dipende dalla regione di appartenenza del punto.

Per ciascuna regione ¢ possibile trovare un opportuno insieme di vettori indl1, ..., indn le cui
componenti dipendono strettamente dal vertice iniziale che delimita la regione in esame.
L’ultimo contatore, [,,, usato dall’algoritmo, consente di determinare il numero di moltipli-
cazioni necessarie a determinare il polinomio con questo algoritmo. Il suo numero, come
provato in [57], € un polinomio di grado n nella variabile m, cio¢ nel grado del polinomio.

Di entrambi gli algoritmi A.1 e A.2 si sono fatte delle implementazioni in MATLAB per il
caso bidimensionale, cioe al 2-simplex mostrato in Fig.A.3.
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Appendice B

Algoritmi per interpolazione frattale

In questa appendice presentiamo gli algoritmi da noi usati per l'interpolazione di curve e
superfici frattali.

B.1 Algoritmo Deterministico e Random

Le due implementazioni che seguono, rispettano quanto descritto nel capitolo 5 alla sezione
2.

ALGORITMO DETERMINISTICO
Algoritmo B.1
1. Leggi i punti di interpolazione (x;,y;), i = 0,1,...,n, il numero massimo di iterazioni
max_iter e i fattori verticali di scala d;, i =1,...,n;
2. mediante (7.3.2) e (7.3.3) determina le mappe affini w;, i = 1,...,n;
3. scegli l'insieme iniziale Ag;
4. Per k =1, max_iter esequs

(i) determina il nuovo insieme Ay come unione delle immagini delle mappe w; ap-
plicate all’insieme Ap_1 e conserva le coordinate di detti punti in una array
“newxy”;

(ii) disegna Ay.

115
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Un codice in pseudo-Pascal per questa versione deterministica potrebbe essere il seguente.

{Scegli 1’insieme iniziale Aj
da cui far partire le iterazioni.}
nx:=|(max x; — min z;)| + | min z;];

0<i<n 0<i<n 0<i<n
ny:= L(o?% v — min yi)| + Lo@?n Yil s
for i:=1 to nx do

2'[i,1] == 1;

' [nx —i+1,ny| = 1;
end;
for i:=1 to ny do
¢[l,ny —i+ 1] :=1;
' [nx, i) :=1;
end;
{Main loop}
for k:=1 to max_iter do
for i:=1 to nx do
for j:=1 to ny do
for 1:=1 to N do
if 2'[i,j] # 0 then
il:= |a[l] xi+ell]];
JLe= [ell) % i+ dli] = 5 + gll]);
if i1=0 then il:=1;
if j1=0 then ji1:=1;
end if;
newxy[il,j1]=1;
end;
end;
end;
Plot(newxy); {Routine di draw dei punti che stanno su Ay }
end;

Un esempio di applicazione di questo algoritmo e visualizzato in figura B.1. Si & scelto come
Ap il rettangolo che racchiude i punti

(0,10), (50,60), (80,40) , (90, 100).

I fattori di scala scelti sono stati d; = 0.3,dy = 0.3 e d3 = 0.4. Si noti come 'attrattore

€ una curva frattale interpolante che si riduce alle spezzata passante per i punti se tutti i
parametri d; sono scelti nulli.
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Fig. B.1: Curva frattale interpolante ottenuta come attrattore di un i.f.s. mediante
lalgoritmo deterministico B.1

ALGORITMO RANDOM
Algoritmo B.2
1. Leggi i punti di interpolazione (z;,v;), ¢ = 0,1,...,n, il numero massimo di punti da
visualizzare max_points e i fattori verticali di scala d;, i =1,...,n;
2. mediante (7.3.2) e (7.3.3) determina le mappe affini w;, i =1,...,n;
3. scegli un punto iniziale (Z,y);
4. Per j = 1, max_points esequi

(i) scegli “a caso” una delle mappe w;, con i = |(n *random — 0.00001) + 1];

(ii) determina i nuovi punti che indicheremo con i vettori newx e newy;

5. disegna © punti calcolati al passo 4..

Un codice Pascal per questa versione random potrebbe essere il seguente.
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{Scegli il punto (0,0) come punto
iniziale per le iterazionmi.}
x:=0;
y:=0;
{Main loop}
for j:=1 to max_points do
begin
k:=trunc(n*random-0.0001)+1; {Significa che k€ {1,2,...,n}}
newx:=a[k] *x+e[k];
newy:=c [k] *x+d [k] *y+g [k] ;
X:=newx;
y:=newy;
PutPixel(x,y,color=3); {routine per disegnare}
end;

L’esempio che presentiamo riguarda l’insieme
(0,0), (20,30), (25,20), (30,10), (50,5), (70,2), (80,15)

con diverse scelte dei fattori di scala verticali. Vedi fig. B.2 e B.3.
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Fig. B.2: Curva frattale interpolante ottenuta come attrattore di un i.f.s. mediante
lalgoritmo random B.2
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Fig. B.3: Curva frattale interpolante ottenuta come attrattore di un i.f.s. mediante
lalgoritmo random B.2
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