ESERCIZI DI ALGEBRA 2
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Esercizio 1 Sia Sg il gruppo delle permutazioni sull’insieme X = {1,2,3,4,5,6 }
e sia G il sottogruppo cicilico di Sg generato dall’elemento (1 2 3)(4 5). Il gruppo
G agisce quindi in modo naturale sull’insieme X.

e Quali e quante sono le orbite di G in X? Quanti elementi hanno?
e Il gruppo G agisce transitivamente su X7
e Si calcoli lo stabilizzatore di 1 in G.

Esercizio 2 Sia @ il seguente gruppo di GL2(C):

o= V) (o %) (A a)(F0)
(5 4)( )0 )5 V)

Si consideri I’azione del gruppo @ su C? determinata dal prodotto righe per
colonne.

e Determinare le orbite di ( 8 > e di ( (1) ) ed i rispettivi stabilizzatori

e Determinare il nucleo dell’azione (intesa come omomorfismo da G in S(C?)).
e Determinare l'insieme dei punti fissi di C? per 'azione di Q.

Esercizio 3 Siano date le permutazioni di Ss:
U_<12345> T_(12345>
2 5 3 1 4 31 2 5 4

e Determinare la decomposizione ciclica di o e di 7 e il prodotto o7.

e [’elemento o appartiene ad un sottogruppo di Sylow di S5?7 In caso affer-
mativo, determinare un tale sottogruppo di Sylow.

e L’elemento 7 appartiene ad un sottogruppo di Sylow di S5? In caso affer-
mativo, determinare un tale sottogruppo di Sylow.

e Dimostrare che ogni 2-sottogruppo di Sylow di S5 contiene un sottogruppo
ciclico di ordine 4.

e Determinare il centralizzante Cg, (o) in S5 e la cardinalita della classe di
coniugio di o.

Esercizio 4 Sia G un gruppo di ordine 39.

e Determinare il numero k;3 dei 13-sottogruppi di Sylow di G.
e Dimostrare che G possiede un sottogruppo normale H isomorfo a Ci3 ed
un sottogruppo K isomorfo a Cj.
e Dimostrare che G = HK eche HNK ={1}
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Esercizio 5 Si considerino in Sy le permutazioni:
07123456789 (1 2 3 45 6 7 89
“\2 315 6 48 9 7 T\ 45678912 3
e Si provi che o7 = 70.
e Si trovi la decomposizioni in cicli disgiunti e 'ordine delle permutazioni o,
TeorT.
e Si consideri il sottogruppo G di Sg generato da o e 7. E’ ciclico? FE’

abeliano? Quanti elementi ha?
e (G & un sottogruppo di Sylow di Sy?

Esercizio 6 Nel gruppo di matrici GL2(Zg) si considerino gli elementi

(o) S

e sia G il sottogruppo da loro generato.

Si determinino i periodi di a e b.

Si provi che (a) ¢ normale in G e si calcoli |G|.

Si determinino i sottogruppi di Sylow di G.

Si dimostri che a® & contenuto in ogni 2-sottogruppo di Sylow di G.

Esercizio 7 Dato il gruppo ciclico Ci5 di ordine 15, sia ¢: G — G la mappa
definita da ¢(g) = g?. Dimostrare che ¢ ¢ un automorfismo di G e calcolare || e

| Aut(G)].

Esercizio 8 Nel gruppo S5 delle permutazioni su 5 elementi, si considerino gli
elementi
(1 2 3 45 b— 1 2 3 5
““\1435 21 “\13 25 4
e Si dimostri che (a) € normale in H e si calcoli |H]|.

e il gruppo H da loro generato.
e Si elenchino gli elementi di H e i suoi sottogruppi di Sylow.
e Si individui Z(H) e le classi di coniugio di H.
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Esercizio 9 Sia G un gruppo di ordine 78.
e Si calcoli il numero k13 dei suoi 13-sottogruppi di Sylow.
e Si dimistri che esiste un sottogruppo N normale in G isomorfo a Ci3.
e Contare gli elementi di ordine 13 in G.

Esercizio 10 Si G un gruppo di ordine 39.
e Si dimostri che se G & abeliano, allora ¢ ciclico.
e Nel caso in cui G non sia abeliano, si contino i p-sottogruppi di Sylow di G.

e Nel caso in cui G non sia abeliano, si contino gli elementi di ciascuno ordine
in G.

Esercizio 11 Sia G un gruppo semplice di ordine 168. Si contino i 7-sottogruppi
di Sylow e gli elementi di ordine 7.



