Capitolo 5

Successionl e serie numeriche

5.1 Limiti di successioni

Nella Sezione 4.9 del Capitolo 4, si e visto come la definizione generale di
limite puo essere applicata anche al caso delle successioni di numeri reali,
potendo queste essere riguardate come funzioni reali definite in N. Avendo
N come unico punto di accumulazione +o0, ha senso considerare il limite di
una successione (a,),en solamente in +o00; nel caso in cui tale limite esista,
esso viene denotato con uno dei simboli

lim a,, lima,
n—-+o0o n

e viene denominato il limite della successione (ay)nen (si puod sottintendere
“nel punto +00” in quanto cio non da luogo ad equivoci).

Pit1 esplicitamente, una successione (ay,)ney che ammette un limite £ € R,
viene denominata regolare;. Nel caso invece in cui non esista il limite, la
successione si dice invece non regolare oppure oscillante. Una successione
regolare che ha come limite un numero reale, si dice convergente; se, invece, ha
come limite +00 oppure —oo, essa viene denominata divergente positivamente
oppure divergente negativamente.

La proprieta di una successione di essere convergente, divergente positiva-
mente o negativamente oppure oscillante viene spesso definita come carattere
della successione.

Esplicitamente, una successione (a,,)nen risulta

e convergente verso un numero reale ¢ se verifica la seguente condizione:

Ve>03veNtceVn>v: |a, — ] <e;
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e divergente positivamente se verifica la seguente condizione:

VMeRdveNteVn>v: a,>M;

e divergente negativamente se verifica la seguente condizione:

VMeRdreNteVn>v: a, <M.

Ovviamente, il modo in cui ¢ stato definito il limite di una successione
consente di applicare tutti i risultati gia visti per i limiti di una funzione
nel punto +oo. Tuttavia, alcuni di questi risultati assumono una forma
particolare nel caso delle successioni ed altri possono essere espressi utiliz-
zando le notazioni tipiche delle successioni. Pertanto, si passano brevemente
in rassegna quei risultati che assumono una forma particolare nel cso delle
successioni.

Uno dei risultati che puo essere notevolmente migliorato nel caso delle
successioni e quello che riguarda la locale limitatezza. Infatti, la convergen-
za di una successione comporta la sua limitatezza globale, come di seguito
dimostrato.

Teorema 5.1.1 Sia (a,)nen una successione di numeri reali. Allora:

1. (Limitatezza delle successioni convergenti)
Se (an)nen € convergente, allora (ay)nen € limitata.

2. Se (an)nen € divergente positivamente (rispettivamente, divergente ne-
gativamente), allora (a,)nen € limitata inferiormente (rispettivamente,
superiormente).

DIMOSTRAZIONE. 1) Si denoti con ¢ il limite della successione (a;)nen. Applicando la
definizione di limite con € = 1 si trova v € N tale che, per ogni n > v, si abbia { — 1 <
an < £+ 1. Osservato che l'insieme {aog, a1, ...,a,} ¢ finito, si possono ora considerare i
numeri m = min{ag, ai,...,a,,¢ — 1}, M = max{ag,a1,...,a,,¢+ 1}. Allora, per ogni
n € N, si ha m < a,, < M (cio si riconosce facilmente distinguendo i casiin cuin < v e
n > v) e cio completa la prima parte della dimostrazione.

2) Si supponga che (a,)nen sia divergente positivamente. Applicando la definizione di

limite con M = 0, si trova v € N tale che, per ogni n > v, a, > 0. Posto m =
min{ag, ai,...,a,,0}, si ha, per ogni n € N, m < a, e quindi la successione & limitata
inferiormente. La dimostrazione del caso rispettivo ¢ analoga. O

Un ulteriore risultato che conviene considerare ¢ ’analogo del Teorema
4.6.3 sul limite delle funzioni monotone, che nel caso delle successioni si
esprime come segue.
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Teorema 5.1.2 (Teorema sul limite delle successioni monotone)
Ogni successione monotona (a,)nen di numeri reali é regolare; precisamente,
se (an)nen € crescente (rispettivamente, decrescente), si ha:

lim a, =supa,, (rispettivamente, lim a, = inf a, ). (5.1.1)
n—-+00 neN n—-+o00 neN

Inoltre, se (ay)nen € anche limitata, essa risulta convergente.

DIMOSTRAZIONE. La prima parte della tesi segue dal Teorema 4.6.3. L’'ultima parte deriva
dalla (5.1.1) e dal fatto che se una successione ¢ limitata, allora sup,cyan € R (nel caso

rispettivo, inf, ey an, € R). O

Ovviamente, per il carattere locale del limite, il teorema precedente conti-
nua a valere anche se si suppone che la successione (a,,),en sia definitivamente
crescente (rispettivamente, definitivamente decrescente); in questo caso, tut-
tavia, se v € N ¢ tale che (a,),>, sia crescente (rispettivamente, decrescente),
la (5.1.1) deve essere sostituita con la seguente:

lim a, =supa,, (rispettivamente, lim a, = inf a, ).
n—+00 n>v n—-+00 n>

Poiché per le successioni valgono teoremi analoghi a quelli visti per i limiti
di funzioni, i limiti delle successioni possono spesso essere trattati e risolti
nello stesso modo dei limiti di funzioni nel punto +o0co. Nel seguito, tuttavia,
sara possibile analizzare alcuni risultati specifici per le successioni. Prima
di esaminarli, si studia la seguente caratterizzazione dell’esistenza del limite
di una funzione mediante limite di successioni, che costituisce appunto un
legame tra limiti di funzioni e limiti di successioni.

Teorema 5.1.3 (Caratterizzazione sequenziale del limite)
Siano X un sottoinsieme non vuoto di R, zo € R un punto di accumulazione
per X, f: X — R una funzione reale ed ¢ € R.

Allora, le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) lim f(x)=~¢.

T—X0

b) Se (an)nen € una successione di elementi di X \ {zo} (cioé, per ogni
neN, sihaa, € X~{xo}) e se liril a, = o, allora lim f(a,) = L.

n—-4oo

DIMOSTRAZIONE. @) = b) Sia (ay,)nen una successione di elementi di X \ {x¢} tale che
lim,,— oo @, = Zo. Per dimostrare la b), si fissi un intorno arbitrario I di ¢; dalla a), si
puo considerare un intorno J di z( tale che, per ogni € X N.J \ {xo}, si abbia f(x) € I.
Poiché lim,,—, o0 an = g, in corrispondenza dell’intorno J di xg, deve esistere v € N tale
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che, per ogni n > v, risulti a,, € J. Allora, per ogni n > v, si ha a, € X NJ N {x0} e
conseguentemente f(a,) € I. Dall’arbitrarieta dell’intorno I di ¢, segue la b).

b) = a) Si supponga, per assurdo, che la a) sia falsa. Allora, deve esistere un intorno I
di ¢ tale che, comunque si consideri un intorno J di zg, deve esistere x € X N J ~ {zo}
verificante la condizione f(z) ¢ I. Si ponga ora, per ogni n € N,

] ! + ! [ eR
Tog— ——, T , se x ;
I = 0 n+1 0 n+1 0
"7 n, +ool, se o = 400 ;
] — o0, —n[, se kg = —00 .

Per ogni n € N, J,& un intorno di zg e quindi deve esistere a,, € X N J,, ~ {zo} tale che
f(an) ¢ I. Si consideri ora la successione (ay,)nen di elementi di X ~\ {zg}. Si riconosce
facilmente che essa tende verso xo; infatti, per ogni n € N, risulta |a,, — zo| < 1/(n + 1)
se o € R, mentre a,, > n oppure a,, < —n se xg = +00 oppure g = —oo. Allora, dalla
b) segue che la successione (f(a,))nen deve tendere verso £ e cio € assurdo in quanto, per
ognin €N, f(a,) ¢ I. O

Osservazione 5.1.4 La caratterizzazione precedente viene spesso utilizzata
per dimostrare che un limite assegnato non esiste. A tal fine si puo procedere
in vari modi:

1. Si trovano due successioni (@, )nen € (by)nen di elementi di X ~ {x¢}

tali che lim a, = z¢9 e lim b, = 2o, mentre lim f(a,) = ¢; e
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

lim (bn) = EQ con 61 7£ 62.

n—-+o0o

In questo caso il limite di f in xg non puo esistere perché dal Teorema
5.1.3 dovrebbe essere da un lato uguale ad ¢; e dall’altro ad /5 e cio
contraddice il teorema sull’unicita del limite.

2. Si trova una successione (a,,)nen di elementi di X \ {zo} che verifica la

condizione lim a, = xy, mentre il lim f(a,) non esiste. In questo
n—-+o0o n—-+o00

caso il limite di f in 2y non puo esistere altrimenti, dal Teorema 5.1.3,
dovrebbe coincidere con il limite della successione (f(an))nen.

3. Si trova una successione (a,)nen di elementi di X \ {xg} che verifica la

condizione lim a, = x( e per cui la successione (f(ay))nen sia limita-
n—-+4o0o

ta superiormente (rispettivamente, inferiormente), mentre la funzione
non ¢ limitata superiormente (rispettivamente, inferiormente) in alcun
intorno di xy. In questo caso, per la proprieta di limitatezza locale, il
limite di f in 2o potrebbe essere solamente +oo (rispettivamente, —oo)
e cio comporterebbe, per il Teorema 5.1.3, che anche la successione
(f(an))nen dovrebbe essere divergente positivamente (rispettivamente,
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negativamente) in contraddizione con quanto assunto. Le ipotesi so-
pra previste sono soddisfatte se si trova una successione di elementi di
X ~{zo} tendente verso zy e in cui il limite ¢ reale (oppure la funzione
¢ limitata) ed un’altra successione tendente verso xg di punti di accu-
mulazione per X in ognuno dei quali la funzione ¢ un infinito; in questo
caso la contraddizione deriva dal fatto che avendo trovato una succes-
sione con un limite reale oppure in cui la funzione e limitata 1’eventuale
limite deve essere esso stesso reale; d’altra parte se vi € una successione
di punti in ognuno dei quali la funzione non e limitata, la funzione non
risulta limitata in alcun intorno di xg in contrasto con la proprieta di
limitatezza locale (ad esempio, si consideri il limite lim 1/(xcosx) e

r——400

le successioni a, = 2n7w e b, = 7/2 + nm).

Si considera ora qualche esempio.

Esempi 5.1.5 Utilizzando il teorema precedente, si dimostra che il
limite

lim sinz

r—+00
non esiste.

Infatti, si considerino le successioni (7/2 + 2n7)nen € (37/2 4 2n7)pen, entrambe
divergenti positivamente. Si ha

lim sin (f + 2n7r) =1, lim sin (371' + 2n7r> =-1
n—+too 2 n—+o0 2

e quindi, per I’Osservazione 5.1.4, 1., il limite in esame non esiste.

Pitt in generale, I'esempio precedente dimostra che una funzione perio-
dica non costante non ammette limite nei punti +00 e —oo. Infatti,
si consideri una funzione f : X — R periodica non costante di pe-
riodo w > 0 e siano z; € X e x5 € X tali che f(x1) # f(z2). Si
considerino le successioni (21 + nw)pen € (T2 + NW)yen; €sse sono en-
trambe divergenti positivamente e inoltre lim,, ., f(z1+nw) = f(z1),
lim,, oo f(zg + nw) = f(xg) con f(xq1) # f(x2); allora, per 1'Osserva-
zione 5.1.4, 1., il limite lim, ., f(x) non puo esistere. Per quanto
riguarda il punto —oo, si procede in modo analogo considerando le
successioni (21 — nwW)nen € (T2 — NW)pen.

Dal presente risultato si ricava in particolare che le funzioni trigonome-
triche sin, cos, tan e cot non ammettono limite nei punti +oo.

2. Si studi il limite
o tgPr+1
lim -

T——00 €T
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Si consideri la funzione f(z) := (tg*z+1)/z* e la successione divergente
negativamente (—nm),en. Tenendo presente che tan?(—nw) = 0 per
ogni n € N, se esistesse il limite assegnato, dovrebbe essere
lim f(x)= lim f(—nm)=0.
T——00 n—+o0o
Tuttavia, considerato un arbitrario intorno J di —oo, esiste sicuramente
k € Z tale che m/2 + km € J. Poiché lim, o4k |f(2)] = +00, la
funzione non ¢ limitata in un intorno di /2 + k7 e quindi in J. Per
I’Osservazione 5.1.4, 3., il limite assegnato non puo esistere.

>  Si espongono ora alcuni risultati riguardanti la successione delle medie arit-
metiche e quella delle medie geometriche di una successione assegnata. Se (an)neN
¢ una successione di numeri reali, la successione delle medie aritmetiche di (an)nen
¢ la successione (A[an|)nen definita ponendo

ag+ -+ an 1
A[an] = O’nT (: Zak )

Inoltre, se a, > 0 per ogni n € N,! si puo definire la successione (Gan])nen
delle medie geometriche di (an)nen ponendo

Glay] : "Vag---ay

I risultati seguenti sono noti come teoremi di Cesaro.

Teorema 5.1.6 (Teorema di Cesaro sulla media aritmetica)

Sia (an)nen una successione regolare di numeri reali e sia { € R il suo limite.
Allora la successione (Alay])nen delle medie aritmetiche di (an)nen € anch’essa
regolare e tende verso {.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga dapprima che (a,)necn sia convergente, cioé che ¢ € R e sia
€ > 0; allora esiste 11 € N tale che

. ’ . 1 141 . . . vy
Poiché la successione (n—Jr1 o lar — €|)nEN tende a 0 in quanto il termine ) ;' ; |ai — |

¢ costante, esiste 5 € N tale che

LCio assicura che la successione delle medie geometriche non sia definitivamente nulla.
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Allora, per ogni n > max{vy, s}, si ha

1 n
n+12ak—£

INA
S
+ | =
—
B}
>
\
=~

k=0 k=0
L f]a o+ f: g — ]
- k — k —
n+1k}0 n+ k=v1+1
< 5+ 1 ( )£<5+5 -
—+——Mm—1)z< -+ -=¢.
2 n+1 Vg ™97y

Dall’arbitrarieta di € > 0, segue la tesi.
Si supponga ora che (a,)nen sia divergente positivamente e sia M > 0. Allora esiste
v1 € N tale che
Yn>uv: a, >4M .

Procedendo come prima, si puo considerare v € N tale che

V1

>

k=0

1
n+1

Vn>uvy:

<M.

Allora, per ogni n > max{2v; + 1,15}, si ha innanzitutto (n —1)/2 > vy da cuin — vy >
n—(n—1)/2=(n+1)/2 e pertanto

1 n 1 vy 1 n
S = L Swr b Y
n+1k::0 n+1k:O n+1k:V1+1
1 vy 1 n
el S
n+ 1 k=0 n+ 1 k=vi1+1
1
> M — ) AM
+7’L 1(n 1/1)
1 1
> M+ "l M = MM =M.

n+1 2

Dall’arbitrarieta di M > 0, segue la tesi anche in questo caso.
Se la successione ¢ divergente negativamente, si procede in maniera analoga e quindi
la tesi ¢ completamente dimostrata. O

Il risultato precedente non puo essere invertito, nel senso che la successione
delle medie aritmetiche puo risultare regolare pur non essendolo la successione di
partenza, come ad esempio per la successione ((—1)")pen.

In alcuni casi l'utilizzo del risultato precedente consente di studiare piu age-
volmente la regolarita di una successione assegnata.

Ad esempio, si consideri la successione (logn!/n)y>1; poiché logn! = logn +
log(n—1)+---+log2+log1, essa ¢ la media aritmetica della successione (logn)p>1,
la quale diverge positivamente; dal teorema precedente, segue pertanto che anche
(logn!/n)p>1 € divergente positivamente.

Teorema 5.1.7 (Teorema di Cesaro sulla media geometrica)
Sia (an)nen una successione regolare di numeri reali strettamente positivi e sia



132 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI E SERIE NUMERICHE

¢ € R il suo limite. Allora la successione (Glan))nen delle medie geometriche di
(an)nen € anch’essa regolare e tende verso £.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga dapprima che ¢ €]0,+o00[. Sia 0 < & < 3; poiché la
successione (a,/€)nen converge verso 1, esiste 11 € N tale che

Qp,
Vn> :177<7<1 -
nen 357 +3

da cio segue, per ogni n > vy + 1,

n+1 n—v n—uvi n+1
(19 () e <00

1_7 < n+1/aV1+1

Anche la successione ( "ag/l- - ay, /€> converge verso 1 e quindi esiste 15 € N tale
€N

Vn>wvy: 1—*<"+{/ aV1<1+*

Allora, per ogni n >= max{v; + 1,10}, si ha

€\ 2 € € ay au+1 ao an,
1_7> :(1_7) (1_7)<n+ i WA et e ot nt1 /20 On
( 3 3 3 Y4 Y4

e analogamente

e quindi

che

Dall’arbitrarieta di € > 0, si ottiene

- "Waga . a @
lim "= lim "H/—. =1
n—s-+oo V4 n—-+o0 V4 V4

e quindi la tesi nel caso in esame.
Si supponga ora £ = +o00 e sia M > 0. Allora esiste v; € N tale che a,, > 2M per ogni

n > v1. Poiché la successione ( "/ ag/(2M) - - a,,l/(QM)) tende ad 1, si puo trovare
neN

5 € N tale che, per ogni n > v,

1 1 g ay 1
—=1-=-< ™ L —1<l+=-==.
2 2< 2M oM < +2 2

Allora, posto v = max{v, s}, per ogni n > v, si ha

M = 2M- % <2M - ™H 2%04,_ vy _ " /ag -y, 2M(2M)” (r1+1)/(n+1)

- n+m<2M><”*"l>/<““ < ey, (ag) T/ 0D
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e dall’arbitrarieta di M > 0, segue la tesi anche in questo caso.

Tenendo presente che gli elementi della successione (a,, )nen sono strettamente positivi,
resta da considerare solamente il caso in cui £ = 0. Se cid accade, si ha lim, 1 1/a, =
400 e quindi, per il caso precedente,

. 1 1
lim "/ — - — =400,
n— 400 ao (1,/1
cioe lim,,— 400 1/ nRY/ag = 4005 considerando il limite della successione reciproca si
ottiene quindi lim,,_, o »+/ag---a,, = 0 e la tesi ¢ completamente dimostrata. O

Anche per le medie geometriche, il risultato precedente non puo essere invertito,
in quanto esistono successioni di numeri reali strettamente positivi che non sono
regolari, ma per le quali le successioni delle medie geometriche lo sono.

> Ad esempio, si consideri il limite lim,,_,,~ V/n!; il termine generale V/n! &
la media geometrica della successione (n),>1 che ¢ divergente positivamente. Dal
Teorema 5.1.7, anche la successione (V/n!),>; risulta divergente positivamente.

5.1.1 Swuccessioni estratte

Come si e visto in precedenza molti risultati visti per le funzioni assumono
una forma ed una terminologia particolare per le successioni; in accordo a cio,
si preferisce introdurre per le successioni il seguente concetto di successione
estratta anziche far ricorso a quello pitt generale di funzione composta.

Definizione 5.1.8 Sia (a,,)nen una successione di numeri reali e sia (k(n))nen
una successione strettamente crescente di numeri naturali: Allora la succes-
sione (ak(n))neN viene denominata successione estratta di (a,)nen-

Denotando la successione (a,)nen come funzione a : N — R e la succes-
sione (k(n))nen come funzione k : N — N, la successione estratta (ap(m))nen
risulta essere la funzione composta a o k : N — R; tuttavia, nel caso del-
le successioni si richiede in piu la stretta crescenza di (k(n)),eny in modo
che le proprieta del limite della successione di partenza si conservino per le
successioni estratte.

2n242n+1

> Ad esempio, la successione la successione < —)

) si ottiene come
neN

n?+1
n+1

estratta dalla successione ( ) , considerando la successione di interi
neN

strettamente crescente (2n + 1),en.

> Si osserva che se (k(n)),en € una successione strettamente crescente di
numeri naturali, allora, per ogni n € N, si ha n < k(n).

Infatti, se n = 0 la proprieta e vera e supposto che essa valga per n € N, dalla stretta
crescenza si ha k(n) < k(n+1)dacuin+1<k(n)+1<k(n+1). O
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Da tale semplice proprieta segue il comportamento del limite delle suc-
cessioni estratte descritto nella proposizione successiva.

Proposizione 5.1.9 Sia (a,)neny una successione regolare di numeri reali.
Allora, ogni successione estratta (ag(m))nen di (an)nen € anch’essa regolare e
si ha
lim agp) = lim a, .
n—-+o00 n—-+o00

DIMOSTRAZIONE. Sia £ € R il limite della successione (a,)nen € sia I un intorno di 4
allora esiste v € N tale che a,, € I per ogni n > v. Da quanto osservato per ogni n > v
si ha anche k(n) > n > v e quindi ay(,) € I. Dall’arbitrarieta dell’intorno I di ¢, segue la
tesi. O

>  Come conseguenza della Proposizione 5.1.9, tutte le successioni estratte
di una successione regolare convergono verso lo stesso limite. Si deduce che
una successione (an)neN che ammette un’estratta non regolare oppure con
due estratte regolari aventi limiti diversi, non puo essere regolare. Questo
metodo viene spesso utilizzato per dimostrare che il limite di una successione
assegnata non esiste.

Ad esempio, si studi il limite della successione ((—1)"ay,)nen, dove (ay)nen
e una successione regolare tendente ad un numero ¢ # 0. Allora, consideran-
do l'estratta corrispondente alla successione strettamente crescente (2n),en,
si ottiene la successione (as,)nen che tende verso ¢; considerando invece I'e-
stratta corrispondente alla successione strettamente crescente (2n + 1),en, si
ottiene la successione (—ag,+1)nen che tende verso —¢. Si deduce che il limite
della successione assegnata non esiste in quanto ¢ # 0.

5.1.2 Massimo e minimo limite

Se una successione non e regolare, si ricorre ad ulteriori strumenti che consen-
tono di studiarne il comportamento, tra cui ad esempio il massimo e minimo
limite, definiti come segue.

Si consideri una successione (a,)nen. Se essa non e limitata superior-
mente, il suo massimo limite viene assunto, per definizione, uguale a +oo
e analogamente, se essa non e limitata inferiormente, il suo minimo limite
viene assunto uguale a —oo.

Si supponga ora che (a,)nen sia limitata superiormente (rispettivamente,
inferiormente); per ogni k£ € N, la successione estratta (ag),>r (ottenuta
considerando gli indici k(n) = k + n) ha lo stesso comportamento della
successione (@, )nen. Si considerino le quantita

ey := sup ay (rispettivamente, € := inf a; ).
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E immediato riconoscere che la nuova successione (€})ren ¢ decrescente e
quindi essa risulta regolare; il limite
("= lim e = inf €]
k—+o0 k ( keN k)
viene denominato massimo limite della successione (a,)nen € viene denotato
con uno dei seguenti simboli
. . T
limsup a,, , lim” a, , lim a, .
n—-—+oo n—-+00 n—-+00
Poiche (e})ken ¢ decrescente, il massimo limite ¢ sicuramente diverso da

+00.
Nel caso rispettivo, la successione (e} )ren € crescente ed il suo limite

/. : ! _ !
0= lim e (=supey)
k—+o0 keN
viene denominato minimo limite della successione (a,)nen € viene denotato
con uno dei seguenti simboli
. . . / .
liminf a,, , lim" a, , lim a, .
n——+00 n——+00 n—-—+oo
Poiche (e}, )ken € crescente, il minimo limite ¢ sicuramente diverso da —oo.

Il massimo ed il minimo limite sono unici ed a differenza del limite di una
successione esistono sempre.

>  Nella proposizione successiva vengono enunciate le proprieta caratteristiche
del massimo e minimo limite, alle quali conviene ricorrere nelle applicazioni.

Proposizione 5.1.10 Sia (an)nen una successione di numeri reali e sia £ € R.
Allora, le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) ¢ =limsup a, (rispettivamente, ¢ = liminf a, );
n—-+o00 n—+00

b) 1)Ve>03dveNteVn>v: a,<l+e
(rispettivamente, Ve >03dveNtec Vn>v: {—e<ay, )

2)Ve>0VveNdIn>vte l—e<ay,
(rispettivamente, V e >0V v eNIn>vtc a, <l+e ).

DIMOSTRAZIONE. Si considera solamente il primo caso, essendo quello rispettivo del tutto
analogo.

a)= b) Poiché ¢ € R, la successione (a,)nen € necessariamente limitata superiormente.
Fissato ¢ > 0, dalla seconda proprieta dell’estremo inferiore esiste v € N tale che e/ < /+¢;
conseguentemente, dalla prima proprieta dell’estremo superiore si ha, per ogni n > v,
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an < £+ e. Cido dimostra la proprietd 1). Siano ora ¢ > 0 e v € N fissati. Dalla prima
proprieta dell’estremo inferiore, si ha {—¢ < e!/; conseguentemente, dalla seconda proprieta
dell’estremo superiore si deduce ’esistenza di n > v tale che £ — ¢ < a,,.

b)= a) Basta far vedere che ¢ verifica le proprieta caratteristiche dell’estremo inferiore
della successione (€} )ren. Infatti, sia k € N; dalla 2) della b), per ogni € > 0 esiste n € N
tale chen > ke {—¢ < an; da cid segue £ —e < sup,, >, a, = €, e quindi £ < e} +¢; poiché
e > 0 ¢ arbitrario, si deve avere ¢ < e}. Cio dimostra che ¢ verifica la prima proprieta
caratteristica dell’estremo inferiore. Sia ora ¢ > 0; dalla 1) della b), esiste v € N tale
che a,, < ¢+ ¢ per ogni n > v; allora £ + ¢ & un maggiorante della successione (a,)n>, €
quindi deve essere e!! < ¢+ ¢; pertanto ¢ verifica anche la seconda proprieta caratteristica
dell’estremo inferiore da cui la tesi. |

> Laproprieta 2) della b) si puo esprimere equivalentemente nel modo seguente:

2’) Per ogni ¢ > 0, I'insieme {n € N | £ — & < a,} ¢ infinito

(rispettivamente, per ogni € > 0, l'insieme {n € N | a,, < £ + ¢}) ¢ infinito.

Infatti, si supponga vera la proprieta 2) e si fissi € > 0. Se, per assurdo, U'insieme
{n € N|l—¢ < a,} fosse finito, esso sarebbe dotato di massimo v € N. Allora, applicando
la proprieta 2) al numero naturale v + 1 si troverebbe un elemento n > v + 1 tale che
{—¢e < a, e cid contraddirebbe il fatto che v € il massimo {n € N | {—¢ < a,, }. Viceversa,
si supponga vera la proprieta 2’) e siano € > 0 e v € N. Se, per assurdo, non esistesse
alcun elemento n > v tale che { —¢ < ay, l'insieme {n € N | /—¢ < a,} sarebbe contenuto
in {0,1,2,...,v} e quindi sarebbe finito; cid contraddice evidentemente la proprieta 27).

> Poiché ovviamente e < e} per ogni k € N si ha sempre
gl < g/l

L’uguaglianza del massimo e del minimo limite ¢ caratterizzata dalla proposizione
successiva.

Proposizione 5.1.11 Se (an)nen € una successione di numeri reali, le sequenti
Proposizioni sono equivalenti:

a) La successione (ap)nen € regolare;

b) limsup a,, = liminf a,, .
Inoltre, vera l'una e quindi ciascuna delle proposizioni equivalenti precedenti,
risulta

lim a, = limsupa, = liminfa,, .
n—+oo n—-+00 n—+00o

DIMOSTRAZIONE. Per brevita si denotano con ¢’ e rispettivamente ¢ il massimo e rispet-
tivamente il minimo limite della successione (an)nen-
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a)= b) Si ponga £ = lim,, .1 o ay. Se £ = 400 si ha e} = 400 per ogni k € N e quindi
¢ =V" = +oo da cui la tesi. Analogamente, se { = —o0, si ha e}/ = —oo per ogni k € N

N

e quindi ancora ¢/ = " = —oo. Si supponga pertanto £ € R; in tal caso, ¢ immediato
verificare che ¢ verifica le proprieta caratteristiche sia del massimo che del minimo limite
(Proposizione 5.1.10) e quindi £ = ¢/ = ¢”; da cid segue anche I'ultima parte della tesi.

b)=- a) Si ponga £ = ¢/(=¢"). Se { = 400, si ha ¢/ = 400 e quindi, per ogni M € R deve
esistere v € N tale che e} > M per ogni n > v; considerando n = v, dalla definizione di €],
segue allora a,, > M per ogni n > v e cid dimostra che la successione (ay,)nen € divergente
positivamente. Se £ = —oo, si procede in maniera analoga considerando £”. Si supponga
ora ¢ € R; dalle proprieta caratteristiche del massimo e del minimo limite (Proposizione
5.1.10), segue, per ogni € > 0, da un lato l'esistenza di 11 € N tale che a,, < £+ ¢ per
ogni n > vy, e dall’altro lesistenza di 15 € N tale che ¢ — ¢ < a,, per ogni n > vsy; posto
v = max{v, s}, per ogni n > v, si ha allora £ —e < a,, < £+¢. Dall’arbitrarieta di e > 0,
segue £ = limy, 400 Qp. O

>  Per dimostrare facilmente la proprieta successiva, conviene osservare che co-
me conseguenza delle proprieta caratteristiche del massimo e del minimo limi-
te enunciate nella Proposizione 5.1.10, si ha anche la seguente, dove ¢ denota il
massimo limite (rispettivamente, il minimo limite) della successione (a,)nen

Ve>0VveNdIn>vtel—c<ap<ap,+e. (5.1.2)

Infatti, se ¢ ¢ il massimo limite della successione (ay)nen, fissati € > 0 e v € N, dalla
proprieta 1) della b) nella Proposizione 5.1.10, si ha l'esistenza di v € N tale che a,, < {+¢
per ogni n > v1. Applicando la proprieta 2) della b) nella stessa Proposizione 5.1.10 con
max{v, v1} al posto di v si ottiene Uesistenza di n > max{v, v } tale che {—¢ < a,; dunque
n > v e poiché n > vy, per tale n si ha anche a,, < £+ ¢, da cui la tesi. Se £ ¢ il minimo
limite della successione (a,)nen, si procede ovviamente in maniera analoga.

>  Sie visto in precedenza che se una successione e regolare, tutte le sue estratte
lo sono e tendono verso lo stesso limite (Proposizione 5.1.9). Nel caso generale, si
ha il seguente risultato.

Proposizione 5.1.12 Sia (ay)nen una successione di numeri reali e siano " ed
0" il suo massimo limite e rispettivamente il suo minimo limite. Allora esistono
almeno due successioni estratte (ay, (n))neN € (A, (n))nen Tegolari e tali che

. '/ . o
G Gy = 605 B apy ey =6

DIMOSTRAZIONE. Si dimostra solamente I'esistenza dell’estratta (a, (n))nen. La succes-
sione strettamente crescente (k1(n))nen di numeri naturali viene definita induttivamente
applicando la proprieta (5.1.2). Considerando ¢ = 1 e v = 0, dalla (5.1.2), si ottiene
lesistenza di k(0) € N tale che £ —1 < ag@y < £’ + 1. Si riapplica ora la stessa pro-
prietd (5.1.2) con € =1/2 e v = k(0) + 1 e si ottiene esistenza di un elemento k(1) € N,
k(1) > v tale che £ — 1/2 < ay1y < £+ 1/2; si osservi che k(1) > k(0) in quanto si
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¢ considerato v = k(0) + 1. Procedendo in questo modo, si pud considerare una succes-
sione strettamente crescente (k(n))nen di interi positivi tale che, per ogni n € N; risulti
" =1/(n+1) < agpy < £”"41/(n+1). Dal primo teorema di confronto per i limiti segue
subito che la successione estratta (aj(,))nen converge verso £”. O

Come conseguenza del risultato precedente, si puo enunciare il seguente corol-
lario.

Corollario 5.1.13 Sia (ap)nen una successione di numeri reali. Allora:

1) Se (an)nen non é limitata superiormente, essa ammette un’estratta diver-
gente positivamente.

2) Se (an)nen non é limitata inferiormente, essa ammette un’estratta divergente
negativamente.

3) Se (an)nen € limitata superiormente oppure inferiormente, essa ammette
un’estratta convergente.

DiMOSTRAZIONE. Nel primo caso il massimo limite della successione & +00 e quindi la tesi
segue dalla Proposizione 5.1.12 precedente. Il secondo caso e analogo in quanto il minimo
limite ¢ —oo. Infine, se la successione ¢ limitata superiormente oppure inferiormente
almeno uno tra il massimo limite ed il minimo limite della successione ¢ un numero reale
e quindi la tesi segue ancora dalla Proposizione 5.1.12. O

> A questo punto si puo dimostrare facilmente un risultato molto importante
per le sue numerose applicazioni.

Si osserva innanzitutto che se (ay)nen € una successione di numeri reali con-
vergente verso un numero reale ¢ e se l'insieme A := {a, | n € N} degli elementi
della successione ¢ infinito, allora £ ¢ un punto di accumulazione per A.

Infatti, considerato & > 0, esiste v € N tale che a,, €]¢ —&,¢+ [ per ogni n > v. Gli
elementi della successione (a,)nen sono infiniti e quindi deve esistere almeno un n > v
tale che a, # ¢; 'elemento a, appartiene dunque all'insieme ANJ¢ — g,¢ + e[~{¢} che
risulta pertanto non vuoto. Poiché € > 0 & arbitrario, si conclude che ¢ & un punto di
accumulazione per A. O

Teorema 5.1.14 (Teorema di Bolzano-Weierstrass) Sia X un sottoinsieme
limitato ed infinito di R. Allora X ¢é dotato di almeno un punto di accumulazione.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme X ¢ infinito e quindi si pud considerare una successione
(an)nen di elementi di X a due a due distinti; infatti, considerato ap € X, poiché X
¢ infinito si puod considerare poi a; € X \ {ag}; procedendo in questo modo, supposto di
aver definito ’elemento a,, si sceglie poi a,, nell'insieme (infinito) X \ {ag,a1,...,a,}. Si

ottiene cosi una successione (a,)nen di elementi di X tale che a,, # a,, per ogni n # m
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e quindi il cui insieme degli elementi & sicuramente infinito. Gli elementi della succes-
sione (a,)nen appartengono all’insieme limitato X e quindi (a,)nen © anch’essa limitata,
dal Corollario 5.1.13, 3), si ottiene 'esistenza di una successione estratta (@) )nen della
successione (an)nen convergente verso un numero reale £. Allora anche (aj(n))nen € una
successione di elementi distinti di X e dalle osservazioni preliminari £ ¢ un punto di accu-
mulazione per 'insieme dei suoi elementi; ma tale insieme ¢ contenuto in X e quindi ¢ ¢

un punto di accumulazione anche per X. O

5.1.3 Criterio di convergenza di Cauchy

Il criterio di convergenza di seguito esposto e utile per stabilire la convergenza
di una successione senza necessariamente individuarne il limite.

Teorema 5.1.15 (Criterio di Cauchy per le successioni)
Sia (ap)nen una successione di numeri reali. Allora, le sequenti proposizioni
sono equivalenti

a) La successione (a,)nen € convergente.

b) La successione (an)nen verifica la sequente condizione

Ve>03dveNteVn>y, Vm>v: |a, —an| <e€.

DIMOSTRAZIONE. a)=- b) Sia ¢ il limite della successione (a,)nen € si fissi € > 0. Allora
esiste v € N tale che |a, — £ < £/2 per ogni n > v. Conseguentemente, per ogni n,m > v,
si ha |an, — am| = [(an =) + (0 — am)| < lan — € + |am — €] < €/2 +€/2 = € e quindi
(an)nen verifica la condizione la b).

b)=- a) Si dimostra innanzitutto che la successione (ap)nen € limitata. Applicando la
proprieta b) con € = 1, si ottiene esistenza di v € N tale che |a, — a;n| < 1 per ogni
n,m > v; in particolare, per ogni n > v, si ha a, — 1 < a, < a, + 1. Allora, posto
m = min{ag, ..., a,-1,a, — 1} ed M = max{ag,...,a,-1,a, + 1}, si ha m < a,, < M per
ogni n € N e cid dimostra che la successione (a,)nen € limitata. Si denotino ora con ¢
ed ¢ il massimo limite e rispettivamente il minimo limite della successione (a;,)nen, che
per quanto osservato devono essere reali e £/ < ¢”. Si fissi ora € > 0; dalla b), esiste v € N
tale che |a, — am| < /3 per ogni n,m > v. Dalla seconda proprieta caratteristica del
massimo limite applicata ad £/3 e v (vedasi la b) della Proposizione 5.1.10, esiste n > v
tale che ¢ —¢/3 < a,, e analogamente, dalla seconda proprieta caratteristica del minimo
limite, esiste m > v tale che a,, < ¢’ +¢/3. Allora, poiché n,m > v, si ha

€ 5 2 e 2
E/’—€’<an+§—am+§§|an—am\+§5<§+§5:5,
e conseguentemente £ < ¢’ + ¢; poiché € > 0 & arbitrario, segue £/ < ¢’ e quindi ¢ = ¢'.

Dalla Proposizione 5.1.11, si conclude che (an)nen € convergente. O

> Una successione (a,)nen che verifica la condizione b) del Teorema 5.1.15
precedente viene denominata successione di Cauchy (oppure successione fon-
damentale).
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5.1.4 Massimo e minimo limite per le funzioni

Il massimo e minimo limite puo essere introdotto anche piu in generale per
il limite di una funzione arbitraria. Nella presente sezione viene considerata
brevemente tale possibilita.

Siano X un sottoinsieme di R, zy € R un punto di accumulazione per X
ed f: X — R una funzione reale. Se f non e limitata superiormente in alcun
intorno di z, il massimo limite viene assunto uguale a 400 e analogamente
se f non e limitata inferiormente in alcun intorno di xy, il minimo limite
viene assunto uguale a —oo. Nel seguito, pertanto, si escluderanno tali casi
e, poiché le nozioni che si vogliono introdurre sono di carattere locale, si
supporra che la funzione f sia limitata (altrimenti basta sostituirla con una
restrizione ad un opportuno intorno di xy in cui ¢ limitata).

Se xg € R, per ogni § > 0, si definiscono i numeri

¢"(0) = sup{f(x) |z € XN]zg—0,z0+ [~{x0}},
e'(d) = inf{f(x)| 2z € XN|xg— 3,20+ d[~{zo}} .
La funzione § — ¢”(0) da |0, 400 in R ¢ crescente e la funzione 6 — ¢€’(9)
da ]0,4+o0c[ in R & decrescente e inoltre, per ogni §; > 0, dy > 0, risulta

€'(01) < €"’(d2). Dal teorema sul limite delle funzioni monotone, si possono
considerare i seguenti limiti

lim ¢"(§) (= (isgg e"(0)) , lim ¢'(6) (=supe€(d)),

§—0+ §—0+ 5>0

i quali vengono denominati massimo limite e rispettivamente minimo limite
di f in x( e denotati con uno dei seguenti simboli

limsup f(z) , lim” f(z), lim f(z),

T—0 T—T0 T—T0

e rispettivamente

lminf f(),  lm' f(z),  lm f().
r—x0 xr—x0 r—20
Se 19 = 400 (rispettivamente, zo = —o0), si procede in maniera analoga

definendo i seguenti numeri, per ogni ¢ € R,

e'(¢) = sup{f(z) | x € XN]e,+oo[}
(rispettivamente, €’(c) = sup{f(z) | z € XN] — o0, [} )
e'(c) = f{f(z) |z € XNje,4o0[}

(rispettivamente, €'(c) = inf{f(z) | z € XN] — oo, [} ).
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La funzione ¢ — ¢€”(c) da R in R & ovviamente decrescente (rispettivamente,
crescente), mentre la funzione ¢ — €’(c¢) da R in R & crescente (rispettiva-
mente, decrescente) e per ogni ci, ¢y € R, risulta €'(¢;) < €”’(cy). Il massimo
limite ed il minimo limite possono ora essere definiti tramite i seguenti limiti,
esistenti sempre per il teorema sul limite delle funzioni monotone

lim €’(c), (rispettivamente, lim ¢e"(c) ),
c—+00 c——00
e
lim €'(c), (rispettivamente, lim €'(c) ).
c—+o00 =00

> Le proprieta caratteristiche del massimo e del minimo limite di una fun-
zione possono essere ottenute in maniera esattamente analoga a quanto gia
visto per le successioni. A causa della stretta analogia con il caso delle suc-
cessioni, ci si limita a questo punto ad enunciare alcune proprieta omettendo
le dimostrazioni.

Proposizione 5.1.16 5% considerino un sottoinsieme X di R, un punto di
accumulazione xog € R per X ed una funzione reale f : X — R. Allora le
sequenti proposiziont sono equivalenti:

a) Esiste il limite ;}H?O f(z).

b) limsup f(z) = liminf f(z) .
T—T0 T—T0
Inoltre, vera l'una e quindi ciascuna delle proposizion: equivalenti precedenta,
risulta
lim f(x)=limsup f(x) = liminf f(zx) .

T—x0 T—T0 T—T0

> Se X e un sottoinsieme di R, g € R € un punto di accumulazione per
X ed f: X — R e una funzione reale, si dice che f verifica la condizione di
Cauchy in z se

Ve>031eZ(xg) te. Va,ye X NI~ A{xo}: |flz)— fly)| <e.

Teorema 5.1.17 (Criterio di Cauchy per le funzioni) B
Si considerino un sottoinsieme X di R, un punto di accumulazione xy € R
per X ed una funzione reale f : X — R. Allora, le sequenti proposizioni sono
equivalenti:

a) Esiste ed é finito il limite lim f(x).

T—T0o

b) f wverifica la condizione di Cauchy in xq .
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5.2 Serie numeriche

Lo studio delle serie numeriche trova diverse applicazioni in analisi riguardan-
ti, ad esempio, la possibilita di esprimere le funzioni elementari come somma
di funzioni potenza ad esponente intero positivo, con il conseguente vantag-
gio di ricondurre il calcolo di limiti, derivate ed integrali a quello di funzioni
potenza oppure lo stretto legame con la teoria degli integrali impropri su
intervalli illimitati.

5.2.1 Definizioni e proprieta preliminari

Assegnata una successione (a,)peny di numeri reali, per ogni m € N, si
definisce somma parziale m-esima di (a,)pen il numero s, definito come
segue

La successione (s,)nen viene denominata serie di termine generale n-
esimo a,; i numeri s,,, m € N, vengono anche denominati somme parziali
della serie. Una serie viene in genere indicata con il simbolo

—+00

>

n=0

e talvolta anche con ag + a1 + --- + a, + ... Il carattere della successione
(Sn)nen viene indicato come carattere della serie; pertanto, si dice che una
serie € regolare, convergente, divergente positivamente oppure divergente ne-
gativamente se tale e la successione delle sue somme parziali. Una serie non
regolare viene denominata indeterminata. Nel caso in cui la serie sia regola-
re, il limite della successione delle somme parziali viene denominato somma

+o0o
della serie e denotato ancora con il simbolo Z a,; sara chiaro dal contesto
n=0
I'uso di tale simbolo.
Esplicitamente, se s € R, si ha
—+00 n
s:Zan <= Ve>0dveNteVn>v: S—Zak <e.
n=0 k=0
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+oo +oo
Analogamente, si ha Z a, = +oo (rispettivamente Z a, = —o0) se e solo
n=0 n=0

se

VMecRIveNteVn>v: Zak > M (rispettivamente < M ).
k=0

Una prima condizione necessaria per la convergenza di una serie puo essere
ricavata facilmente dalle definizioni assunte.

Proposizione 5.2.1 Sia (a,)neny una successione di numeri reali e si sup-
ponga che la serie Z:{i% a, sia convergente. Allora lim, ., a, = 0.

DIMOSTRAZIONE. Si consideri la successione (s,)nen delle somme parziali della serie
S0 an e sia s € R la somma della stessa serie. Allora

n=

lim a,= lim (s, —$p—1)= lim s,— lim s, 1=s—s5=0. O
n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo

>  La condizione precedente non e in generale sufficiente ad assicurare la
convergenza di una serie. Ad esempio, la successione (log(1 4+ 1/n)),>1 &
ovviamente infinitesima, ma la somma parziale n-esima e data da

3 1 3 4 1
sn:10g2—|—log—+-~—|—logn+ = log 2-—~—--~n+ =log(n+1),
2 n 2 3 n

e quindi la serie Z:ZS log(14 1/n) & divergente positivamente.

Esempio 5.2.2 (Serie geometrica)
Un esempio importante per il seguito ¢ dato dalla serie

“+oo
> "
n=0
con a € R, la quale viene denominata serie geometrica di ragione a. Per

ogni n € N, denotata con s,, la somma parziale n-esima, risulta a"*! — 1 =
(a—1)(a" +a"' + - +ag) = (a — 1)s,, e quindi, supposto a # 1,
a"tt —1
on = a—1
Da cio consegue direttamente che, se |a| < 1, la serie & convergente e si ha

—+o00
g a"= lim s, = )
n——+00 1l—a

n=0
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Se a > 1 oppure a < —1, la successione (a"),ey non ¢ infinitesima e quin-
di dalla Proposizione 5.2.1 la serie geometrica non puo essere convergente.
Precisamente, se @ > 1, essa diverge positivamente (infatti, per ogni n € N,
risulta s, > n), mentre se a < —1, la serie ¢ indeterminata (infatti, se
a = —1,si has, =1 per n pari e s, = 0 per n dispari; se a < —1, si ha
Sp, > 1 per n pari ed s, < 0 per n dispari.

> Una prima condizione necessaria e sufficiente per la convergenza di una serie puo
essere ricavata dal criterio di convergenza di Cauchy per le successioni. Sia (a,)neny una
successione di numeri reali e sia n € N. Il resto n-esimo della serie Z;:B a, (oppure serie
resto di ordine n) € per definizione la nuova serie

—+ 00
> w

k=n-+1

Si riconosce facilmente una serie e le sue serie resto hanno lo stesso carattere e inoltre, se
una delle due e convergente risulta

400 400
Sa=st Y a
n=0

k=n+1

Dall’uguaglianza precedente segue che se la serie ZZ:S a, € convergente, allora necessa-
riamente la successione (7, )nen dei resti n-esimi ¢ infinitesima. Infatti, denotata con s la
somma della serie ZI:E) an, deve essere lim,, 4 oo Tn = limy, 4 o0 5 — 5, = 0.

La somma parziale p-esima del resto n-esimo r,, viene denominata resto parziale della
serie di indici n e p e viene denotato con 7y, ,; quindi

n+p
rn,p = E ap = 5n+p — Sp .
k=n+1

Si puo ora enunciare il seguente criterio di convergenza di Cauchy, la cui dimostra-
zione ¢ immediata conseguenza del Teorema 5.1.15 applicato alla successione delle somme
parziali.

Teorema 5.2.3 (Criterio di Cauchy per le serie numeriche)
Se (an)nen € una successione di numeri reali, le sequenti proposizioni sono equivalenti:

+oo
CL) La serie E an éconvergente.

n=0

b) lim sup|rp, =0.
eN

n—-+oo p

Esempio 5.2.4 (Serie armonica) Si consideri la serie

400 1

Zn—l—l7

n=0
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la quale viene denominata serie armonica. Per ogni n,p € N si ha

L1 (N SR S 1
k+1 n+2 n+3 n+p+1—pn+p+1’

7np| =
k=n+1

considerando in particolare p = n + 1, si ottiene

n—+1 1

|nn+1|_2 +2 2

e quindi la b) del Teorema 5.2.3 non puo essere verificata. Si conclude che
la serie armonica non e convergente. Osservando inoltre che la successio-
ne delle somme parziali risulta crescente, la serie dovra essere divergente
positivamente.

> Alcune semplici operazioni algebriche sulle serie possono essere dedotte dai teoremi

sui limiti di successioni. Si considerino due successioni (an)nen € (bn)nen di numeri reali
“+oo .

e le serie Zn 0an € Y~ by si ha quanto segue

1) Se le due serie sono entrambe convergenti, anche la loro somma Zn “olan +by) @

Convergente e si ha
—+o0
D_(an+bn) Zawam
n=0

2) Se una delle due serie ¢ divergente positivamente (rispettivamente, negativamen-
te), e se le somme parziali dell’altra sono limitate inferiormente (rispettivamen-
te, superiormente) (in particolare, se l'altra serie & convergente), allora la serie
Z:foo (an + by) risulta divergente positivamente (rispettivamente, negativamente).

3) Se la serie Zn o Gn © convergente e se A € R, allora anche la serie Z o Aay €

convergente e si ha
Z A, = A Z Uy, -
n=0

4) Se la serie Zj;o% an ‘e divergente positivamente (rispettivamente, negativamente) e
se A > 0, allora anche la serie Z o Aay, € divergente positivamente (rispettivamen-
te, negativamente). Se invece \ < O, la serie ano Aa,, € divergente negativamente
(rispettivamente, positivamente).

5.2.2 Serie a termini positivi

Una serie Z::é a, tale che a,, > 0 per ogni n € N viene denominata serie
a termini positivi; se a, > 0 per ogni n € N si dice anche che la serie
e a termini strettamente positivi. Per tali serie € possibile stabilire diversi
criteri di convergenza, la cui validita puo essere estesa alle serie a termini
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definitivamente positivi per le quali la condizione a,, > 0 e verificata per ogni
n > v, con v € N opportuno ed anche, con ovvie modifiche, alle serie negative
oppure definitivamente negative.

Inoltre conviene tenere presente che una serie a termini positivi puo essere
sempre ricondotta ad una serie a termini strettamente positivi trascurando i
termini uguali a 0. Pertanto non sara restrittivo all’occorrenza supporre che
la serie sia a termini strettamente positivi anziché semplicemente positivi.

Una proprieta rilevante delle serie a termini positivi e il fatto che la suc-
cessione delle somme parziali risulta crescente e pertanto essa potra essere
convergente (se le somme parziali sono limitate superiormente) oppure di-
vergente positivamente (se le somme parziali sono limitate superiormente).
In tema di notazioni, per indicare che una serie Z::’O a, a termini positivi e
convergente, si scrive spesso

+00
> an < +oo.
n=0

Da quanto osservato segue anche che una serie indeterminata deve ave-
re necessariamente infiniti termini strettamente positivi ed infiniti termini
strettamente negativi.

Un primo criterio elementare di confronto si puo ricavare direttamente
dai teoremi di confronto per i limiti.

Proposizione 5.2.5 (Primo criterio di confronto per le serie a ter-
mini positivi)

St considerino due serie Z:::E) an € Z:ﬁ% b, a termini positivi e si supponga
che esista v € N tale che, per ogni n > v, risulti a,, < b,. Allora

1) Sela serie "2 b, ¢ convergente, lo ¢ anche la serie Y 20 a,, e risulta

“+oo +00
> an < by
n=0 n=0

2) Se la serie Z:{i% a, ¢ divergente positivamente, lo € anche la serie

“+o0o
Yo b
> Il criterio precedente puo essere applicato nel caso seguente.
Corollario 5.2.6 (Secondo criterio di confronto per le serie a termini positivi)

Si considerino due serie Z:i% an € Zzz b, a termini strettamente positivi e si supponga
che esista il limite lim,,_, 4 o ap, /by, = £. Allora
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1) Se 0 < ¢ < 400, le due serie hanno lo stesso carattere.

2) Setl =0 e sela serie Z;Z% by, é convergente, anche la serie Z:ioo by, € convergente.

Se invece la serie 31 a,, ¢ divergente positivamente, anche la serie >t by, &
divergente positivamente.

3) Sel =+co e se la serie 3,50 a, ¢ convergente, anche la serie 20 by, converge,

\

mentre se la serie Y " b, ¢ divergente positivamente anche la serie Y " a, €
divergente positivamente.

DIMOSTRAZIONE. 1) Dalla definizione di limite, esiste v € N tale che £/2 < a,, /b, < 3¢/2

per ogni n > v, da cui

/ 3¢
ib" <a, < 5bn .

Applicando il primo criterio di confronto (Proposizione 5.2.5) tenendo conto di entrambe
le diseguaglianze, si deduce che le due serie hanno lo stesso carattere.

2) Dalla definizione di limite, esiste v € N tale che —1 < a,,/b, < 1 per ogni n > v, da
cui, in particolare, a,, < b,. Allora, dalla Proposizione 5.2.5, segue interamente la tesi.

3) Basta applicare il caso 2) invertendo i ruoli delle due serie e tenendo presente che, nel

caso in esame, lim,,—, 4o by /a, = 0. O

> A questo punto si possono enunciare i criteri di convergenza maggior-
mente utilizzati nelle applicazioni.

Teorema 5.2.7 (Criterio del rapporto di D’Alembert per le serie a
termini positivi)

+oo
Sia g a, una serie a termini strettamente positivi. Allora
n=0
+0o0
. An+1 . \
1) Se limsup < 1, allora la serie E a, € convergente.
n—+oo Un "

Qp+1
ap,

2) Se la successione (

+oo
1, allora la serie 5 a, ¢ divergente positivamente.

) e definitivamente maggiore o uguale di
neN

n=0

Ap+1

DIMOSTRAZIONE. 1) Si ponga ¢’ := lim sup ; poiché ¢ < 1, si puo considerare £ <

n—+oo Un
g < 1 e dalla prima proprieta caratteristica del massimo limite (applicata con € := g — ¢)
esiste v € N tali che, per ogni n > v, an41/a, < g, da cui a,y1 < ga,. Si riconosce ora
che, per ogni n > v, risulta a, < ¢" Va,; infatti, tale proprieta ¢ ovviamente vera per
n = v e, supposta vera per un certo n > v, si ha a,41 < ¢-¢" Ya, = ¢"*1"Va,. Poiché
0 < ¢ < 1, la serie geometrica Z::{) q" € convergente e quindi, per la Proposizione 5.2.5,
lo & anche la serie 370 a,,.
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2) Dalle ipotesi fatte, segue che la successione (a, )nen € definitivamente crescente e quindi,
essendo a termini positivi, essa non puo essere infinitesima. Dalla Proposizione 5.2.1, segue
che la serie Z::& an non e convergente e quindi essa deve essere divergente positivamente.
O

> Si supponga che esista il lim L ¢ 1o si denoti con /. Allora, la

n—-+oo an,
serie 7% q,, & convergente se £ < 1 (in tal caso infatti ¢/ = £ < 1) ed &
divergente positivamente se ¢ > 1 (in tal caso, infatti, si ha a,41/a, > 1
definitivamente); se £ = 1, non si puo invece dire nulla.

>  Ad esempio, si consideri la serie

+oo 5

Z%, a€cR.

n=0
Per ogni n € N, posto a, := a™/n!, risulta

Ung1 a™tt  nl a
an n+1la n+1

e quindi lim,, o ap41/a, = 0. Dal Teorema 5.2.7 segue allora che la serie &
convergente per ogni a € R.

Teorema 5.2.8 (Criterio della radice di Cauchy per le serie a ter-
mini positivi)
Sia (an)nen una successione di numeri reali positivi. Allora:

1) Selimsup,_,, . Va, <1, la serie Z::E) a, € convergente.
2) Selimsup,_, . an, > 1, la serie Z:i% an € divergente positivamente.

DIMOSTRAZIONE. 1) Si ponga ¢ := limsup,_,, ., {/a, e si consideri ¢ € R tale che
{" < q < 1; dalla prima proprietd caratteristica del massimo limite, esiste v € N tale che,
per ogni n > v, si abbia /a, < ¢, e quindi a,, < ¢". Poiché ¢ < 1, la serie geometrica
Z:B q" & convergente e quindi, per il primo criterio di confronto (Proposizione 5.2.5),
anche la serie Z::B an € convergente.
2) Dalla seconda proprieta caratteristica del massimo limite applicata con ¢ = ¢/ — 1,
segue che 'insieme {n € N | a,, > 1} ¢ infinito e quindi la successione (a,)neny nON Pud
essere infinitesima. Dalla Proposizione 5.2.1 segue che la serie Z;Z% a, non puo essere

convergente e pertanto essa € necessariamente divergente positivamente. O

> Ovviamente, anche in questo caso se esiste il limite lim,, ., a, = ¢,
la serie € convergente se ¢ < 1 ed e divergente positivamente se ¢ > 1, mentre
non si puo dire nulla nel caso ¢ = 1.
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> Ad esempio, si consideri la serie Z::é a,, dove

o - 2" n pari;
[ B n dispari.

Si ha limsup,,_,, , /a, = max{1/2,1/3} = 1/2 e quindi dal Teorema 5.2.8,
la serie e convergente. Si osservi che il criterio del rapporto in questo caso
non e applicabile.

Si enuncia ora un ultimo criterio generale di convergenza.

Teorema 5.2.9 (Criterio di Raabe-Duhamel per le serie a termini
positivi)
Sia (ap)nen una successione di numeri reali positivi. Si ha quanto seque:

1) Se esistono ¢ > 1 e v € N tali che, per ognin > v, si abbia a, >0 e

n< an _1>ZQ7
Ant1

allora la serie Y %% a,, ¢ convergente.

2) Se esiste v € N tale che, per ogni n > v, si abbia a,, >0 e

n(“” —1)§1,
an+1

allora la serie Z:i% a, e divergente positivamente.

DIMOSTRAZIONE. 1) Per ogni n > v, si ha ¢ apt1 — apny1 < nap —ant1) — ang1 € quindi

na, — (n+ 1)ap41
q—1 '

an+1 S

Denotata con s, la somma parziale n-esima della serie Z:ioo an, da quest’ultima relazione
segue, per ogni n > v,

Sn+1 = Su + Ay41 + -+ An 41
< st va, — (V+ 1)ay4+1 - nan, — (n+ ant1
q—1 q—1
1
N va,  (n+1ang
g—1 g—1
va,
< s+ .
q—1

Quindi le somme parziali della serie in esame sono limitate superiormente da cui la
convergenza della serie
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2) Dalle ipotesi segue, per ogni n > v, na, < (n+ 1)a,4+1 e quindi, in particolare,

va, < (n+ 1)any1; allora, per ogni n > v, si ha an41 > va,/(n + 1); poiché la serie

armonica ::i% 1/(n 4+ 1) & divergente positivamente, si conclude che anche la serie in
esame € divergente positivamente. g

Anche ora l'esistenza del limite

lim n( n —1) =/,
n—-+o0o Ap41

consente di affermare la convergenza della serie > a,, nel caso £ > 1 e la
sua divergenza positiva nel caso ¢ < 1, mentre il caso £ = 1 non consente di
dire nulla.

Esempio 5.2.10 (Serie armonica generalizzata)

Si consideri la serie
—+oco

>
— (n+1)p
con p €]0,4o00], la quale viene denominata serie armonica generalizzata di

ordine p (o semplicemente serie armonica se p = 1).
Poiché

n (1+1/(n+1))P -1
n—+oon + 1 1/(n+1) b

applicando il criterio di Raabe-Duhamel, si riconosce che la serie armonica
generalizzata ¢ convergente se p > 1 ed e divergente positivamente se p < 1;
nel caso p = 1, si e gia riconosciuto direttamente che essa risulta ancora
divergente positivamente. Si osservi che a tale serie non era applicabile né il
criterio del rapporto né quello della radice.

> Nelle applicazioni i criteri precedenti possono essere utilizzati anche per
serie che non hanno segno costante, riferendoli alla serie dei valori assoluti,
che € in ogni caso a termini positivi.

Infatti, se (a,)neny © una successione arbitraria di numeri reali, si puo

considerare la serie
+o0o

> lan|

n=0
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di termine generale n-esimo |a,|; tale serie ¢ a termini positivi e quindi deve
essere o convergente o divergente positivamente.
Si dice che la serie Z;:()) a, € assolutamente convergente (rispettivamente,
assolutamente divergente) se la serie S |a,| & convergente (rispettivamen-
g n=0 14n & p
te, divergente positivamente).
La condizione di assoluta convergenza e piu restrittiva della convergenza

di una serie, come si riconosce nella proposizione successiva.

Proposizione 5.2.11 Sia (a,)neny una successione di numeri reali. Se la
serie Z:ﬁ% a, € assolutamente convergente, allora essa € anche convergente.

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0; dal criterio di convergenza di Cauchy applicato alla serie
Z:ioo lan|, esiste v € N tale che, per ogni n > v e per ogni p € N, risulti

n+p

Z |ak|<€.

k=n-+1

Allora si ha anche
n+p n-+p

Z ap| < Z |ak|<5,

k=n+1 k=n+1

N

e quindi, sempre dal criterio di convergenza di Cauchy segue che la serie Z:i% an €
convergente. O

Viceversa, una serie puo essere convergente senza essere assolutamente
convergente; in tal caso si dice anche che la serie ¢ semplicemente convergente
(oppure semiconvergente)).

Se la serie dei valori assoluti di una serie assegnata verifica qualcuno dei
criteri di convergenza precedenti, la serie risultera assolutamente convergente
e quindi, dalla Proposizione 5.2.11, risultera a maggior ragione convergente.

Invece, il fatto che una serie sia assolutamente divergente non comporta
che essa non possa essere convergente.

Un ulteriore criterio di convergenza assoluta si ottiene applicando la
Proposizione 5.2.5 alla serie armonica generalizzata.

Teorema 5.2.12 (Criterio dell’ordine di infinitesimo per le serie)
Sia :L:% a, una serie arbitraria di numeri reali. Allora

1) Se la successione (an)nen € un infinitesimo di ordine maggiore o uguale
di o, con o > 1, la serie ZZ:{) a, ¢ assolutamente convergente.

2) Se la successione (ay)nen € un infinitesimo di ordine minore o uguale
di 1, la serie 3% a,, ¢ assolutamente divergente.
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DIMOSTRAZIONE. 1) Poiché la successione (a,)nen € un infinitesimo di ordine maggiore o
uguale di a, con a > 1, si ha lim,_ 1o n%la,| = £ con £ € R (eventualmente, pud anche
accadere £ = 0). Dalla definizione di limite si ottiene l'esistenza di v € N tale che, per ogni
n > v, risulti n%|a,| < £+ 1, da cui |a,| < (£ + 1)/n®. Poiché la serie (¢ + 1) ::8 1/n®
¢ convergente (si veda I’Esempio 5.2.10), dalla Proposizione 5.2.5 segue che anche la serie
20 |an| & convergente.
2) Poiché la successione (ay)nen € un infinitesimo di ordine minore o uguale di 1, si ha
lim,, oo m|an,| = € con £ > 0 oppure £ = 400 (se l'ordine di infinitesimo ¢ minore di
1). Dalla definizione di limite, considerato 8 > 0 tale che 8 < ¢, esiste v € N tale che,
per ogni n > v, si abbia nla,| > 3, da cui |a,| > B/n. La serie Z:g B/n & divergente
positivamente (Esempio 5.2.4) e quindi, dalla Proposizione 5.2.5, anche la serie Z:i% |an]

¢ divergente positivamente. O

5.2.3 Serie alternanti

Si studia ora un ulteriore criterio di convergenza per serie che non sono a
termini positivi.

Sia (@, )nen una successione di numeri reali. Si dice che la serie Z:{i% y, ©
a segni alterni (oppure alternante) se, per ogni n € N, (—1)"a,, > 0 oppure,
per ogni n € N, (—=1)"a,, < 0. Si ha il seguente criterio di convergenza.

Teorema 5.2.13 (Criterio di Leibnitz per le serie alternanti)
Sia (an)nen una successione decrescente ed infinitesima di numeri reali positi-
vi. Allora, la serie alternante Z:ﬁ%(—l)”an e convergente e inoltre, denotata
con s la sua somma e, per ogni n € N, con s, la somma parziale n-esima, Si
ha

ls — sp| < angq - (5.2.1)

DIMOSTRAZIONE. Tenendo presente che la successione (a,)nen € decrescente, valgono le
relazioni

S2(nt1) = S2n — A2n+1 + d2nt2 < San (1)
$2(n4+1)+1 = S2n+1 — G2nt2 + A2p43 2> S2p+1 , (2)
Son — S2p41 = G2n41 - (3)

Dalle uguaglianze (1) e (2) segue che la successione estratta (So2,)nen & decrescente,
mentre la successione estratta (So,41)nen © crescente; inoltre, dalla (3), sont1 < Sap
per ogni n € N e quindi s; < s9, € Sopt1 < So. Dunque, le successioni (So,)nen €
(S2n+1)nen sono monotone e limitate e quindi, dal Teorema 5.1.2, esse sono convergenti.
Posto s = lim,,— 10 S2n, € tenendo presente che la successione (a,)nen € infinitesima, si
ha anche lim,,_ 4 oo Son+1 = liMy— 400 Son — Gont1 = liMy— 400 Son — liMy, 400 G241 = S.
Infine, dalla monotonia delle successioni (25, )nen € (S2n+1)nen € dalla (3) segue, per ogni
n €N,

|s — son| = S2n — 5 < Sop — Sont1 = Q2ntl

|s — Sont1| = S— Sont1 < Sapt2 — Sopt1 = A2nt2 ;
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quindi sia nel caso in cui n sia pari o dispari si ha |s — s,| < any1; da cid segue che la

successione ($p)nen delle somme parziali converge verso s e vale la (5.2.1). O

La (5.2.1) si puo enunciare dicendo che I’errore commesso approssimando
la somma di una serie a termini alterni con una somma parziale &€ minore o
uguale del valore assoluto del primo termine trascurato.

Esempio 5.2.14 (Serie armonica a segni alterni)

Si consideri la serie
—+00

1
<_1 M )
; ) (n+1)p
con p €]0, +o0[, la quale viene denominata serie armonica a segni alterni di
ordinep; se p = 1, essa viene denominata semplicemente serie armonica a
segni alterni.

Si e gia visto che tale serie ¢ assolutamente convergente (e quindi conver-
gente per la Proposizione 5.2.11) se p > 1. Se p < 1, si puo tener presente che
la successione (n~?),>; ¢ decrescente ed infinitesima e quindi per il criterio di
Leibnitz la serie risulta ancora convergente (ma non assolutamente). Infine,
denotata con s la somma della serie, per ogni n > 1, dalla (5.2.1) segue

n

1 1
o l;(_l)k(k T S oy

5.2.4 Proprieta algebriche

Alcune proprieta algebriche elementari delle serie numeriche sono state gia
considerate in precedenza. Si esamina ora il comportamento delle serie
numeriche rispetto ad ulteriori operazioni algebriche.

La prima operazione che si prende in considerazione ¢ quella di prodotto
secondo Cauchy di due serie numeriche.

> Siano 3" a, e 3.7 b, due serie numeriche di numeri reali. Si defi-
nisce serie prodotto secondo Cauchy delle due serie, e si denota con

+oo +o0
E Qn, 'E bn7
n=0 n=0

la serie %0 ¢, di termine n-esimo

Cn = agby_ . (5.2.2)
k=0
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Il termine n-esimo della serie prodotto secondo Cauchy si ottiene somman-
do i prodotti dei termini delle due serie la cui somma degli indici e uguale ad
n. Nel diagramma seguente, che conviene tener presente per le diseguaglian-
ze utilizzate nella proposizione successiva, i termini della serie prodotto si
ottengono sommando gli elementi delle diagonali. Quindi la somma parziale
n-esima della serie prodotto secondo Cauchy si ottiene sommando tutti gli
elementi che si trovano al di sotto della diagonale n-esima.

by &20b7

be a1bg

bs asbs

by asby

bs aqbs

bo asba

b1 agby

bO a7b0

ag al a2 as a4 as ag ar

Figura 5.1: Prodotto secondo Cauchy di due serie

Proposizione 5.2.15 Siano > 2 a, e S b, due serie assolutamente
convergenti di numeri reali. Allora la serie prodotto secondo Cauchy 2:2% Cn
definita dalla (5.2.2) ¢ assolutamente convergente e inoltre, posto s := Y ‘20 a,

. oo . \too ; —
ti=>"0by eui=3 "2 ¢c,, risulta u=s-t.

. . . —+oo —+o00 . ..
DIMOSTRAZIONE. Si supponga dapprima che le serie ) = a, e > " b, siano a termini
positivi e, per ogni n € N, si denoti con s, la somma parziale n-esima della serie Z:fo Qs
con t,, la somma parziale n-esima della serie Z::é b, ed infine con u,, la somma parziale
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n-esima della serie Z:i% ¢n- Allora, per ogni n € N, si ha

up = agbo + (agby + aibg) + - - + (apby + a1bp—1 + -+ + an_1b1 + anbo)
< ag(bo+ -+ bp) + A an(bo -+ by)
= (ag+--+an)(bo+ - +by)
= Sptn
< apbo + (apbt + arbo) + - - - + (agban + a1ban—1 + -+ + a2p—1b1 + a2,bo)
= ug, .

Per 'ultima diseguaglianza conviene tener presente che gli elementi al di sotto della
diagonale n-esima appartengono a quelli interni al quadrato avente come vertici gli elementi
aobo, anbo, ayby, e agb, e che questi ultimi si trovano al di sotto della diagonale 2n-esima.

Dalla diseguaglianza u,, < s,t,, tenendo presente che la successione (uy )nen € crescen-
te, segue che la serie Z:i% ¢, € convergente. Inoltre, dalla diseguaglianza u,, < spt, < uan,,
segue u < s -t < u, da cul segue interamente la tesi.

Si considera ora il caso generale. Poiché le serie Zzi% Gy € Z:,ri% b, sono asso-
lutamente convergenti, dalla prima parte dimostrata segue che la serie prodotto delle
serie Y27 Ja,| e 32 |b,| & convergente. Il termine n-esimo di tale serie & dato da
> o lakbn—k|; poiché, per ogni n € N,

n
5 abn—t
k=0

— la serie prodotto secondo Cauchy di >
Infine, si riconosce facilmente che

n
< larbn_il
k=0

—+o00 —+oo <
20 Gn €Y " by € assolutamente convergente.

2n n
|5ntn - un| < Z |akbn—k| - Z ‘akbn—k‘| ,
k=0 k=0

e quindi, passando al limite per n — 400, si ha lim,— 1 o0 [Sptn — un| =0, da cui u = s - ¢.
t O

> Si potrebbe riconoscere, ma si omette per brevita la dimostrazione, che
la serie prodotto secondo Cauchy converge anche se una sola delle due serie
¢ assolutamente convergente e l'altra ¢ convergente (Teorema di Mertens).
Inoltre, se due serie sono convergenti, la serie prodotto secondo Cauchy non
puo risultare divergente positivamente né divergente negativamente, ma deve
essere necessariamente convergente oppure indeterminata. Nel caso in cui la
serie prodotto secondo Cauchy sia convergente, vale in ogni caso I'uguaglianza
con il prodotto delle somme delle due serie.

> Sie gia osservato che l'alterazione di un numero finito di termini di una
serie non influisce sul suo carattere. Si esaminano ora alcune proprieta delle
serie che riguardano invece l’alterazione di un numero non necessariamente
finito di termini. Per brevita, si omettono le dimostrazioni delle proprieta
successive.



156 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI E SERIE NUMERICHE

> Se > a, & una serie di numeri reali e se (k(n)),ey ¢ una successione

strettamente crescente di interi positivi tale che k(0) = 0, la serie

oo [k(n+1)-1

2| 2w

n=0 \ j=k(n)
di termine n-esimo ng:(r;; ~!a; si dice ottenuta dalla serie S a, raggrup-
pandone i termini.

La proprieta di completa additivita delle serie convergenti asserisce che
se la serie Z::’O a, € convergente (rispettivamente, divergente positivamente,
divergente negativamente, assolutamente convergente, assolutamente diver-
gente), allora anche le serie ottenute da essa raggruppandone i termini sono
convergenti (rispettivamente, divergenti positivamente, divergenti negativa-
mente, assolutamente convergenti, assolutamente divergenti) e le loro somme
coincidono.

Conviene osservare che una serie ottenuta raggruppando i termini puo
essere convergente senza che lo sia la serie di partenza. In particolare, se una
serie ¢ indeterminata, non ¢ detto che una serie ottenuta da essa raggruppan-
done i termini sia anch’essa indeterminata. Ad esempio, la serie Zzi%(—l)”
¢ indeterminata in quanto il termine n-esimo non e infinitesimo, ma se si
considera la successione (2n),ecn strettamente crescente di interi si ottiene
una serie con tutti i termini nulli che quindi converge a 0.
>  Si considera infine una estensione della proprieta commutativa. Se

:{i% a, € una serie di numeri reali e se o : N — N ¢ una permutazione del-
I'insieme N (ciog, una funzione bigettiva di N in N), allora la serie "% @, (n)
di termine n-esimo a,(,) si dice ottenuta dalla serie Z::é a,, riordinandone i
termini. Inoltre, si dice che la serie Z:ﬁ% a, € incondizionatamente conver-
gente se ogni serie da essa ottenuta riordinandone i termini ¢ convergente e
si ha

+oo +o0
E a(,(n) = E Qyp, .

Si puo riconoscere che una serie € incondizionatamente convergente se e
solo se essa e assolutamente convergente.



