Capitolo 8

Calcolo integrale

Nel presente capitolo viene introdotta la teoria generale dell’integrazione
su intervalli limitati e successivamente viene anche considerato l'integrale
improprio di funzioni non limitate oppure su intervalli non limitati.

8.1 L’integrale secondo Riemann

La teoria dell’integrazione secondo Riemann risponde in maniera soddisfa-
cente a criteri di semplicita e naturalezza.

Tale integrale sara sufficiente nelle applicazioni che si ci propone di con-
siderare anche a riguardo delle connessioni con la teoria della misura, con-
cernenti prevalentemente misure di aree, volumi e lunghezza di curve.

8.1.1 Suddivisioni di un intervallo

Sono necessarie alcune considerazioni introduttive riguardanti gli intervalli
chiusi e limitati. Nel seguito del paragrafo si intendera fissato un intervallo
chiuso e limitato [a,b] con a,b € R, a < b.

Se n > 1, si dice che una famiglia finita P = (z;);—,..., di numeri reali &
una suddivisione di [a,b] se

ro=a, x,=b, Vi=0,....n—1: z; <z . (8.1.1)

L’insieme di tutte le suddivisioni dellintervallo [a,b] viene denotato per
comodita con il simbolo X([a, b]).

Se P = (x;)i=o,..n ¢ una suddivisione di [a,b], si denomina ampiezza di
P, e la si denota con |P], il seguente numero reale

|P|:= max (T —;).
i=1,....n—1
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> Una prima proprieta utile per il seguito riguarda la possibilita di ottene-
re suddivisioni di ampiezza arbitrariamente piccola. Infatti, per ogni ¢ > 0,
esiste una suddivisione P di [a, b] tale che |P| < e.

(Infatti, considerato un numero naturale n > 1 tale che n > (b — a)/e e posto, per ogni
1=0,...,n,

1
Q= —(b—a);
x a+ n (b—a)
allora la famiglia finita P = (2;)i=0,..» € una suddivisione di [a,b] e si ha, per ogni
1=0,....,n—1, ;41 —x; = (b—a)/n < ¢, da cui anche |P| < e. 0)

Le suddivisioni considerate nella dimostrazione precedente hanno la par-
ticolare proprieta che la distanza tra due elementi successivi z; e x;11, i =
0,...,n — 1, e costante e coincide con l'ampiezza della suddivisione; tali
suddivisioni vengono denominate equispaziate.

>  La possibilita di confrontare due suddivisioni e basata sulla seguente
definizione. Se P, = (z;)i0..n € P» = (x;)i=0..n sono due suddivisioni di
[a,b], si dice che P; & meno fine di P, (oppure, equivalentemente, che P, &
pit fine di P;) se I'insieme degli elementi di P; ¢ contenuto nell’insieme degli
elementi di P, cioe se

Vi=0,....,n: 3j=0,... mtc z;, =y;.
Si verifica facilmente che se P, ¢ meno fine di P, allora |Py| < |Py].

>  Una proprieta importante riguardante la relazione introdotta riguarda il
fato che, se P, = (2;)i=0...n € Po» = (2;)i=0,..n sSOn0 due arbitrarie suddivisioni
di [a, b], allora esiste sempre un’ulteriore suddivisione P di [a, b] piu fine sia
d1P1 Chedin.

(Infatti, basta riordinare tutti gli elementi delle due suddivisioni per ottenere quelli della
suddivisione P. Precisamente, siano X; l'insieme degli elementi della suddivisione Py,
X5 linsieme degli elementi della suddivisione P e si ponga X := X; U X5. L’insieme
X ¢ finito; posto p = card(X), si puo definire la famiglia finita P = (2;);=o,... , ponendo
zo ;= min X e per ogni ¢ = 1,...,p, z; = min(X ~ {z0,...,2-1}); & facile verificare a

questo punto che P & una suddivisione di [a, b] e che verifica le condizioni richieste. )

8.1.2 Integrabilita delle funzioni limitate

Si fissa ora una funzione limitata f : [a,b] — R su un intervallo chiuso e
limitato [a, b] (a,b € R, a < b).

Se P = (x;)i=o,...n ¢ una suddivisione dell'intervallo [a,b], per ogni i =
0,...,n, si possono considerare

M;:= sup f(x), m;:= inf  f(z).

$€[xi,wi+1] TE€[wi,Tit1]
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Si denomina somma superiore (rispettivamente, somma inferiore) di f
relativa alla suddivisione P, e la si denota con il simbolo S(f, P) (rispettiva-
mente, s(f, P)), il seguente numero reale

n—1 n—1
S(f,P) = Z M;(x;+1 — x;) (rispettivamente, s(f, P) := Zmi(xiﬂ —x;) ).
=0 i=0

(8.1.2)
Si puo fornire facilmente una interpretazione geometrica delle somme su-
periori ed inferiori tenendo presente che I’addendo i-esimo delle somme in
(8.1.2) rappresenta I'area di un rettangolo avente come base ;11 — x; ed
altezza M, (rispettivamente, m;). Pertanto, la somma superiore ed infe-
riore relativa ad una suddivisione rappresenta ’area di un sottoinsieme di
R? costituito da un numero finito di rettangoli, illustrati nella Figura 8.1
successiva.

Figura 8.1: Somma superiore ed inferiore relativa ad una suddivisione.

Si indicano ora alcune proprieta importanti delle somme superiori ed
inferiori.

Proposizione 8.1.1 Valgono le sequenti proprieta:

1. 1) Se P ¢ una suddivisione dell’intervallo [a, b], allora s(f, P) < S(f, P).

2. Se Py e Py sono suddivisioni dell’intervallo [a,b] e se Py é meno fine
di Py, allora

S(faPQ)SS(fapl)v S(f,Pl)ﬁS(f,Pg)-

3. Se Py e Py sono due arbitrarie suddivisioni dell’intervallo [a,b], allora

s(f,P) < S(f, P) .
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DIMOSTRAZIONE. 1) Segue direttamente dalle definizioni adottate.
2) Sia P = (%i)i=0,...,n una suddivisione meno fine di un’ulteriore suddivisione P» =
(¥i)i=o0,...,m- Per ognii=0,...,n si denoti con j(i) il numero naturale tale che y;;y = ;.
Allora
Ji+1)—1
Mi(zip1 — xi) = Mi(yji+1) — ¥i@)) = Z M;(yj+1 —yj)
J=3(%)
e analogamente

Ji+1)—1
mi(@i — ) = M) — Vi) < O mi(Uis1 — ;) -
i=i()

Sommando i termini precedenti per ¢ = 0,...,n — 1 si ottiene la tesi.
3) Si consideri una suddivisione P di [a, b] piu fine sia di P; che di P,. Dalla 2) e dalla 1)
gia dimostrate segue allora s(f, P1) < s(f,P) < S(f,P) < S(f, P»). O

Dalla Proposizione 8.1.1, 3) precedente segue, per ogni P € ¥([a,b]),
s(f, P1) < S(f, P) e quindi il sottoinsieme

S(f):=A{5(f, P) | P € %([a,0])}

di R costituito da tutte le somme superiori di f e limitato inferiormente;
I’estremo inferiore di tale sottoinsieme viene denominato integrale superiore
di f in [a,b] e denotato con uno dei simboli

Zf, ff(x) dz .

Pertanto, 'integrale superiore di f e I’estremo inferiore delle somme superiori
di f e soddisfa la seguente condizione, per ogni P; € ¥([a, b])

)
S(f,P1)§/f,

cioe l'integrale superiore ¢ un maggiorante di tutte le somme inferiori di f.
Pertanto, anche il sottoinsieme

s(f) = {s(f, P) | P € %([a, b])}

di R costituito da tutte le somme inferiori di f ¢ limitato superiormente ed
il suo estremo superiore viene denominato integrale inferiore di f in [a,b] e
denotato con uno dei simboli

Lbf, /Lbf(x)dx.
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Pertanto, 'integrale inferiore di f & ’estremo superiore delle somme superiori
di f e ricordando che l'integrale superiore € un maggiorante delle somme
inferiori, si ottiene la relazione

[i<[r

> L’integrale superiore ed inferiore puo essere definito per una qualsiasi
funzione limitata in [a,b]. In generale, non ci si puo aspettare che nella
formula precedente valga un’uguaglianza.

Ad esempio, si consideri la funzione di Dirichlet d : [0,1] — R definita
ponendo, per ogni x € [0, 1],

_J1, re€0,1]NnQ,
d(”“")‘_{o, ze[0,1]N(R~Q).
Tale funzione ¢ stata gia considerata nella (6.1.1) e si ¢ osservato che essa

non ¢ continua in alcun punto dell'intervallo [0,1]. Se P = (2;)i=o,..» € una
suddivisione di [a, b], in ogni intervallo [z;, z;11], i =0,...,n—1, vi sono sia
punti razionali che irrazionali e quindi risulta M; = 1 e m; = 0; pertanto

—_

S(d,P): (xz+l_xz):17 S(daP>:Ov
dall’arbitrarieta della suddivisione segue S(d) = {1}, s(d) = {0} e quindi
anche

Il
<)

b b
[a=0. [a-1.

Le considerazioni precedenti giustificano la seguente definizione di funzio-
ne integrabile.

Definizione 8.1.2 Se f : [a,b] — R é una funzione limitata, si dice che f
¢ integrabile secondo Riemann in [a,b] se lintegrale superiore di f coincide

con lintegrale inferiore di f
b )
L=

In tal caso il valore comune dell’integrale superiore ed inferiore di f viene
denominato integrale di f esteso all’intervallo [a,b] e si denota con uno dei
sequenti simboli

b b
d = = .
] @ L s / )
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(Talvolta viene anche utilizzata la notazione fabf)

L’insieme delle funzioni f : [a,b] — R integrabili secondo Riemann in
la, b] viene denotato con il simbolo R(]a, b]).

> Dalla definizione adottata segue subito che se f : [a,b] — R ¢ una fun-
zione costante di costante valore ¢ € R, essa e integrabile secondo Riemann

in [a,b] e si ha
/ cdx =c(b—a) .
[a,]

Infatti in questo caso si ha s(f, P) = S(f, P) = ¢(b—a) per ogni P € ¥(a,b)).
Tuttavia, in generale la definizione precedente non risulta sufficientemente
maneggevole nelle applicazioni al fine di stabilire se una funzione ¢ o meno
integrabile secondo Riemann. Per questo motivo, e particolarmente utile
avere a disposizione dei criteri di integrabilita di pit semplice applicazione.

Proposizione 8.1.3 (Primo criterio di integrabilita mediante suddi-
visioni)

Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Allora, le sequenti proposizioni sono
equivalenti:

a) f ¢ integrabile secondo Riemann in |a,b].
b) Ve>03 P,PeX(a,b]) te. S(f,P2) —s(f,P) <e.
¢)Ve>03PeX(ab)) te. S(f,P)—s(f,P)<e.

DIMOSTRAZIONE. a)= b) Si supponga che f sia integrabile secondo Riemann in [a,b] e
sia € > 0; dalla definizione di integrale inferiore e dalla seconda proprieta dell’estremo
superiore, si pud trovare una suddivisione P;di[a, b] tale che

JAREEEEEAF
[a,b]

analogamente, dalla definizione di integrale superiore e dalla seconda proprieta dell’estremo
inferiore, si puo trovare una suddivisione P di [a, b] tale che

S(LP)< | f-=.
a2

Allora, S(f, P2) — s(f, P1) <¢e/2+¢€/2 = ¢ e cido dimostra la b).

b)=- ¢) Si fissi € > 0; dalla b), si possono trovare Py, Py € X([a,b]) tali che S(f, P2) —
s(f, P1) < e. Allora, considerata una suddivisione P di [a,b] piu fine sia di P; che di P,
si ha S(f, P) — s(f, P) < S(f,P) —s(f,P1) <e.

¢)= a) Bisogna dimostrare che f: f= f: f o equivalentemente che, fissato ¢ > 0, risulta

T; f f; < ¢; infatti dalla c), si puo considerare una suddivisione P di [a, b] tale che S(f, P)—
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s(f, P) < ¢; allora, dalla prima proprieta dell’estremo inferiore e superiore, risulta f: f<
S(f, P) e analogamente, dalla prima proprieta dell’estremo superiore, segue s(f, P) < fab f-
Pertanto B

) b
/f*/fSS(f,P)fs(f,P)<s. 0

Il primo criterio di integrabilita stabilito nella proposizione precedente ¢
sufficiente per stabilire I'integrabilita di diverse classi di funzioni. Si riconosce
subito, ad esempio, I'integrabilita delle funzioni monotone e delle funzioni
continue.

Teorema 8.1.4 (Integrabilita delle funzioni monotone)
Se f :|a,b] — R é una funzione monotona, allora f é integrabile secondo
Riemann in [a,b].

DIMOSTRAZIONE. Si osserva innanzitutto che f e limitata; infatti, se f & crescente risulta,
per ogni z € [a,b], f(a) < f(z) < f(b) mentre, se f & decrescente si ha, per ogni = € [a, b],
f0) < f(z) < f(a).

Si supponga che f sia crescente e si fissi € > 0. Posto § = ¢/(f(b) — f(a) + 1), si
pud considerare una suddivisione P = (2;)i=0,...n di [a,b] tale che |P| < §. Per ogni
.i =0,...,n—1, dalla crescenza di f segue M; := sup,ciy, 4,,,1 f(¥) = f(Tig1) e m; ==
lnfaje[:ci,ZH,l] f(.T) = f(xl) da cui

SUP) =S5 P) = 3 () = f@) s - )
n—1
< 6 (fl@n) = f(x))
=0
€
= B fwo) + F(n)) = T a7 (O~ Fl@) <<
Dalla Proposizione 8.1.3, segue che f ¢ integrabile. O

Teorema 8.1.5 (Integrabilita delle funzioni continue)
Se f : [a,b] — R ¢é una funzione continua, allora [ ¢é integrabile secondo
Riemann in [a,b].

DIMOSTRAZIONE. Anche ora conviene osservare subito che f & sicuramente limitata come
conseguenza del teorema di Weierstrass (Teorema 6.2.1.

Dal teorema sull’uniforme continuita di Cantor (Teorema 6.4.2), f ¢ uniformemente
continua e quindj, fissato € > 0, si puo trovare § > 0 tale che, per ogni z, y € [a, b] verificanti
la condizione |z—y| < §, si abbia |f(z)— f(y)| < £/(b—a). Si fissi ora una suddivisione P =
(%;)i=0,....n di [a,D] tale che |P| <§. Per ognii=0,...,n— 1, dal teorema di Weierstrass
applicato alla restrizione di f all’intervallo [z;, 2;11], si possono trovare ¢;,d; € [z;, Zi+1]
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tali che f(c;) = maxX,e(y, .., f(2) = M; e f(d;) = mingepy, o,,,1 f(x) =@ m;. Poiché
le; — di| < 24401 — 2 <|P| <6, deve essere anche f(d;) — f(c;) < €/(b— a); pertanto,

S(f,P)=s(f,P) = z_:(f(di) = fle))(@is1 — ;) < bia z_:(l‘iﬂ )
i=0 i=0

(b—a)<e.

€ ( I ) S
= —I(— T = —
a 0 n b—a

h—
Dunque ¢ verificata la condizione ¢) della Proposizione 8.1.3 e pertanto f ¢ integrabile

secondo Riemann in [a, b]. O

8.1.3 Interpretazione geometrica e proprieta dell’inte-
grale esteso

La definizione fornita di integrale definito di una funzione limitata si presta
in modo naturale ad essere interpretata come area di una opportuna figura
piana.

Se X CRed f: X — R e una funzione positiva, si denomina trapezoide
relativo ad f di base X e lo si denota con T(f) il seguente sottoinsieme di
R2

T(f) ={(z,y) eER* |z e X, 0<y < f(a)}.

Sia ora f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann in [a, b].

Si supponga dapprima che f sia positiva. Fissata una suddivisione P
di [a,b], si e visto che la somma superiore di f relativa a P rappresenta
l'area di un sottoinsieme di R, pill precisamente di un plurintervallo chiuso?
contenente 7T'(f), mentre la somma inferiore di f relativa a P rappresenta
I'area di un plurintervallo chiuso contenuto in T'(f).

Poiché f ¢ integrabile, 1’estremo inferiore dei plurintervalli contenenti
T(f) e uguale all’estremo superiore dei plurintervalli contenuti in T'(f) e
quindi il valore comune di tali estremi, cioe l'integrale esteso di f, deve
necessariamente coincidere con I’area del trapezoide T'(f) relativo ad f.

Se f : [a,b] — R & invece negativa, si puo applicare quanto sopra alla
funzione —f e riconoscere che l'integrale esteso di f ad [a,b] coincide con
I'opposto dell’area dell’insieme T'(f) := {(x,y) € R? | x € [a,b] , f(z) <y <
0}.

Infine, se f : [a,b] — R non & né positiva né negativa, si pud comunque
fornire un’interpretazione geometrica dell’integrale definito di f considerando
separatamente gli intervalli in cui la funzione e positiva e quelli in cui e

1Si denomina intervallo chiuso in R™ ogni insieme del tipo I := [a1,b1] X -+ X [an, by],
cioe prodotto cartesiano di n intervalli chiusi reali. Un plurintervallo chiuso ¢ I'unione di
un numero finito di intervalli chiusi.
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negativa; si stabilisce in questo modo che lintegrale esteso di f ad [a,b]
coincide con l'area dell’insieme T, (f) := {(x,y) € R* | 2 € [a,b] , 0 <
y < f(x)} alla quale bisogna sottrarre 1’area dellinsieme T_(f) := {(z,y) €
R* [z € [a,b], f(z) <y <O}

Si considerano ora alcune proprieta generali degli integrali estesi.

Proposizione 8.1.6 Valgono le sequenti proprieta dell’integrale esteso:

1. (Proprieta dei linearita dell’integrale esteso) Siano f : [a,b] — R e
g : [a,b] — R funzioni integrabili secondo Riemann in [a,b] e siano
a, B € R. Allora la funzione af + Bg ¢é integrabile secondo Riemann in
[a,b] e si ha

/[ @)+ poe)dr=a | j@dess [ gl

[a,b] [a,b]

2. (Proprieta di monotonia dell’integrale esteso) Siano f : [a,b] — R e
g : la,b] — R funzioni integrabili secondo Riemann in [a,b] e tali che,
per ogni x € [a,b], f(x) < g(x). Allora

(x) dx S/ g(x)dz .
[a,b] la,b]

3. (Proprieta di integrabilita del valore assoluto) Sia f : [a,b] — R una
funzione integrabile secondo Riemann in |a,b]. Allora, la funzione |f|
¢ anch’essa integrabile secondo Riemann in [a,b] e si ha

< /[ @l

4. (Proprieta di additivita in intervalli dell’integrale esteso) Sia f : [a, b] —
R una funzione integrabile secondo Riemann in |a,b] e sia ¢ €la, b al-
lora, le funzioni fila.q € fiep sono integrabili secondo Riemann in |a, c|
e rispettivamente [c,b] e si ha

f(z)dx

‘ [a,b]

(x)dr = (x)dx + f(z)dx .

[a,b] [a,c] [e,b]

5. (Proprieta di monotonia dell’integrale esteso delle funzioni positive ri-
spetto ad intervalli) Sia f : [a,b] — R wuna funzione positiva e integra-
bile secondo Riemann in [a,b] e siano ¢,d € [a,b] tali che ¢ < d. Allora
fiie.a) € integrabile secondo Riemann in [c,d] e si ha

() dx < f(z)dx .
le,d] [a,b]
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6. (Proprieta di invarianza dell’integrale esteso rispetto ad insiemi finiti)
Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann in [a, b
e sia g : [a,b] — R una funzione limitata. Se esiste un sottoinsieme
finito H di [a,b] tale che fap~m = g|lap)~m, allora anche g & integrabile
secondo Riemann in [a,b] e si ha

(x)dx = / g(x)dz .
[a,b] la,b]

DIMOSTRAZIONE. Le proprieta enunciate sono tutte basate sulle definizioni e sul criterio di
integrabilita mediante suddivisioni. Per brevita, si omettono i dettagli della dimostrazione.
O

Si considerano a questo punto alcune proprieta valide per le funzioni
continue.

> Un criterio di integrabilita (Teorema di Vitali) pud essere enunciato
considerando il sottoinsieme H di [a,b] costituito dagli elementi di [a,b] in
cui una funzione f : [a,b] — R non & continua. Tale risultato stabilisce che
f ¢ integrabile secondo Riemann in [a,b] se e solo se 'insieme H verifica la
seguente condizione:

Per ogni € > 0 esiste una successione ([ay,, b,))nen di intervalli contenuti
in [a, b] tali che

+oo
HC U[an,bn], Z(bn—an)<8..
neN n=0

Tale condizione esprime il fatto che I'insieme H ha misura nulla secondo una
teoria della misura denominata di Lebesgue. Per brevita, si rinuncia alla
dimostrazione di tale risultato.

> Siriconosce facilmente, invece, che I'unica funzione continua e positiva
avente integrale uguale a 0 ¢ la funzione nulla. Precisamente, se f : [a,b] — R
¢ una funzione continua e positiva e se esiste zo € [a, b] tale che f(zq) > 0,
allora f[a’b] f>0.

(Infatti f € continua in zy e quindi, dalla proprieta di permanenza del segno, esistono
r > 0ed > 0 tali che, per ogni € [a,b] N [xg — b,z + d], f(x) > r. Allora, posto
¢ := max{zg — 0,a} e d := min{xzg + 4, b}, si ha

(z)dz > (x)dzz/ rde>r(d—c)>0. 0)
[a’b] [C7d] [a,b]

Si enuncia infine un ulteriore risultato importante per le funzioni continue.
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Teorema 8.1.7 (Teorema della media integrale)
Sia f :[a,b] — R una funzione continua. Allora esiste xy €]a,b[ tale che

f@)dx = f(xo)(b—a) .

[a,b]

DIMOSTRAZIONE. Poiché f & continua, dal Teorema 6.2.1 di Weierstrass, essa ¢ dotata di
massimo e di minimo e quindi esistono ¢,d € [a,b] tali che, per ogni = € [a,b], f(c) <
f(z) < f(d). Dalla proprieta di monotonia dell’integrale definito segue allora

f(e)(b—a)= (¢)dx < (#)de < [ f(d)de= f(d)(b—a)
] [a.] [a.]

e pertanto
1

b—a [a,b]

flo) <

(z)dx < f(d) .

Allora il numero reale f[a’b] f(x)dz/(b— a) & compreso tra il minimo ed il massimo di f
e quindi dal teorema di Bolzano (Corollario 6.2.3), segue 'esistenza di z¢ € [a, ] per cui
F(@0) = [y F(@) do/(b - a).

Infine, il punto xy pud essere considerato in |a, b[. Infatti, se il teorema fosse valido
solamente per xg = a o per g = b, la funzione essendo continua dovrebbe assumere valori
sempre strettamente maggiori oppure sempre strettamente minori di f(zg) in ]a,b[. Nel
primo caso, f(zg) sarebbe il minimo di f; si consideri z; €]a,b[ tale che f(z1) > f(z0o)
e si fissi 7 € R tale che f(zo) < r < f(z1); dalla continuita di f ed essendo [r,+o0o[ un
intorno di f(z1), si puod trovare un intervallo Jz1 — §, 21 + §[Cla, b[ tale che f(x) > r per
ogni x €]z1 — d,x1 + 0[; allora

[ o= i+ R,
[a,b] la,x1—4] [z1—08,21446] [z1+6,b]

fl@o) (w1 — 86 —a) +r(z1+6 — (21— 0)) + fxo)(b— 1 — 9)
fzo)(x1 — 6 —a) 4+ 2rd + f(xo)(b—x1 —9)
f(@o)(b—a)+2(r — f(20))d > f(20)(b—a),

(AVARYS

e quindi non potrebbe valere I'uguaglianza prevista nella tesi. Allo stesso risultato si
perviene in maniera analoga se f assume sempre valori strettamente minori di f(z¢) in

Ja, b[. Pertanto la tesi & completamente dimostrata. O

Geometricamente, il Teorema 8.1.7 esprime il fatto che 'area del trape-
zoide relativo ad una funzione continua e positiva e equivalente all’area di un
rettangolo avente come base 'intervallo [a, b] ed altezza U'intervallo [0, f(z0)]
per un opportuno elemento zy di |a, b[ (vedasi la Figura 8.2 successiva).

8.1.4 Primitive ed integrale indefinito

Uno degli strumenti piu efficaci per il calcolo dell’integrale definito di una
funzione viene fornito dalle primitive di una funzione, di cui ci si occupa nel
presente paragrafo.
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ey

Figura 8.2: Teorema della media integrale.

Definizione 8.1.8 Siano X un sottoinsieme di R ed f : X — R una fun-
zione reale. Si dice che una funzione F : X — R é una primitiva (oppure
antiderivata) di f se F' ¢ derivabile e, per ogni v € X,

Inoltre, linsieme di tutte le primitive di f viene denominato integrale inde-
finito di f e denotato con uno dei sequenti simboli

/f, /f(:c)d:c.

> Valgono le seguenti proprieta delle primitive:

1. Siano X e un sottoinsieme di R, f : X — R una funzione reale ed
F : X — R una primitiva di f. Allora, per ogni ¢ € R, anche la
funzione F' + ¢ € una primitiva di f.

DIMOSTRAZIONE. Infatti F' + ¢ & derivabile e, per ogni z € X, (F + ¢)'(z) =
F'(z) 4+ 0= f(x). O

2. Viceversa, se la funzione f & definita in un intervallo, due qualsiasi
primitive di f differiscono sempre per una costante. Precisamente,
siano I un intervallo di R, f : I — R una funzione reale ed F': [ — R
e F': I — R due primitive di f. Allora esiste ¢ € R tale che G = F +c.
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DIMOSTRAZIONE. La funzione GG — F' & derivabile in quanto differenza di funzioni
derivabili e, per ogni « € I, si ha (G — F)'(z) = G'(z) — F'(z) = f(z) — f(z) = 0.
Poiché I & un intervallo, G — F' & costante e quindi esiste ¢ € R tale che G — F = ¢,

da culi la tesi. O

> 1l risultato precedente non vale se f non e definita in un intervallo.
Ad esempio, ¢ facile constatare che la funzione log |z| € una primitiva della
funzione f(x) := 1/x, z € R~\{0}, ma tutte le primitive di f non si ottengono
aggiungendo una costante arbitraria a tale funzione, bensi sono del tipo

| log|x|+ ¢, x <0,
F<x)'_{log|x|+02, x>0,

con ci,co € R. In generale, per ottenere tutte le primitive e quindi I'inte-
grale indefinito, bisogna aggiungere una costante arbitraria per ognuno degli
intervalli (massimali) in cui la funzione ¢ definita.

Ritornando al caso delle funzioni f : I — R definite in un intervallo I, da
quanto osservato segue che, se € nota una primitiva F' di f, tutte le primitive
di f si ottengono considerando le funzioni F' 4 ¢, con ¢ € R e pertanto

/f:{F+cyceR};

piu frequentemente si usa scrivere per convenzione

/f:F(:c)—irc, ceR;

in quanto in generale i procedimenti applicati per il calcolo degli integrali
indefiniti conducono direttamente all’espressione F'(x) della primitiva in un
generico elemento x in cui questa e definita.

In particolare, se f : I — R ¢ derivabile e se f’ & continua, risulta

/f’(x)dx=f<x>+c, CeR.

> Si approfondisce ora lo studio delle proprieta degli integrali indefiniti
di una funzione continua. Si puo dimostrare che tali funzioni sono sempre
dotate di primitive e inoltre vale un importante legame tra l'integrale esteso
ad un intervallo [a, b] e la differenza dei valori che una primitiva assume negli
estremi b ed a.

Per enunciare tali proprieta ¢ necessario assumere alcune convenzioni
riguardanti le funzioni continue su un intervallo arbitrario di R.
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Sia pertanto I un intervallo di R e si consideri una funzione continua
f:1—=R. Sea,beclea<b, larestrizione fjp di f all'intervallo [a,b] ¢
sicuramente integrabile in [a, b] (Teorema 8.1.5) e quindi ha senso considerare
Josy I

Si definisce ora 1'integrale definito di f nel modo seguente, per ogni a, b €

I,
)
f a<b;
b [a,b]
/f(x)d:r;:— 0, a="b; (8.1.3)
f, a>b.
\ [ba]

Naturalmente, le proprieta viste in generale per gli integrali estesi ad un
intervallo [a,b] si estendono facilmente agli integrali definiti utilizzando la
definizione precedente e pertanto, per brevita, vengono omesse.

Anche il teorema della media integrale puo essere rienunciato come segue
considerando gli integrali definiti.

Teorema 8.1.9 (Teorema della media integrale per gli integrali de-
finiti)

Sia f: I — R una funzione continua in un intervallo I. Allora, per ogni
a,b € I, esiste xg € 1(a,b) tale che

/ f(x)dz = f(zo)(b—a) |

> Si studia ora l'esistenza delle primitive per le funzioni continue. Se
f 1 — R & una funzione continua e se a € I, dalla (8.1.3) si puo considerare
la funzione F, : I — R definita ponendo, per ogni = € I,

Fu(z) = / @t (8.1.4)

La funzione F, viene denominata funzione integrale di f di punto iniziale a;
nel risultato successivo si riconosce che F,, ¢ una primitiva della funzione f.

Teorema 8.1.10 (Teorema di Torricelli)
Siano I un intervallo di R ed f: I — R una funzione continua. Allora, per
ogni a € I, la funzione F, : I — R definita dalla (8.1.4) é una primitiva di

f.
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DIMOSTRAZIONE. Bisogna dimostrare che, per ogni zg € I, F,, & derivabile in g e F'(z¢) =

f(zo), cioe che
lim F.(x) — Fy(xo)
T—x0 xr — Xo

= f(wo) .

Si fissi pertanto x¢g € I e sia ¢ > 0. Poiché f & continua in z, si puo considerare 6 > 0
tale che, per ogni x € INjxg — d, xo + d], si abbia f(xg) —e < f(x) < f(xo) +&.

Si fissi ora © € INjxg — d,x0 + 0[~{xo}; dal Teorema 8.1.7 della media, esiste un
elemento £ € I(xzg, ) tale che

/ " J(t)dt = F©) (o).
Poiché
Fule) — Faleo) = | " fe)di - / " ()t = / ") dt = 7€) (o — o)

si ottiene P P
Folt) = Falto) _ )
r — X

Inoltre £ € IN|xg — 0,0 + 0[, e quindi f(xo) —e < f(§) < f(zo) + €. Si ¢ cosi dimostrato
che, per ogni x € IN|zg — 6, z¢ + 4],
Fa(l‘) — Fa(aio)

<f($())+€,
Tr — X

flzg)—e <

e cio, essendo £ > 0 arbitrario, dimostra la tesi. O

Dunque l'insieme delle primitive di una funzione continua ¢ sempre non
vuoto.

Il risultato successivo mette in relazione le primitive di una funzione
continua con il calcolo degli integrali definiti.

Teorema 8.1.11 (Teorema fondamentale del calcolo integrale)
Stano I un intervallo di R, f: I — R una funzione continua e G : I — R
una primitiva di f. Allora, per ogni a,b € I,

/ f(@)dz = G(b) — G(a) . (8.1.5)

DIMOSTRAZIONE. Siano a,b € I e si consideri la funzione integrale F, : I — R di f
di punto iniziale a. Dal Teorema 8.1.10, anche F, € una primitiva di f e quindi, dalle
proprieta generali delle primitive, deve esistere ¢ € R tale che G = F,, + c¢. Dunque G(b) =
F,(b)+c= fab +c e G(a) = F,(a) + ¢ = ¢ e pertanto si conclude che G(b) — G(a) = fab f.
O

Per comodita, il secondo membro della (8.1.5) viene spesso denotato con
uno dei seguenti simboli
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cio e dovuto essenzialmente al fatto che nel calcolo esplicito delle primitive di
una funzione si perviene solitamente al valore che essa assume in un generico
elemento z in cui e definita.

8.1.5 Integrali indefiniti immediati

Il legame espresso dal teorema fondamentale del calcolo integrale sposta il
problema del calcolo dell’integrale definito di una funzione continua a quello
della ricerca di una primitiva di tale funzione. Per questo motivo nel seguito
ci si occupera in modo piu dettagliato dei metodi per il calcolo degli integrali
indefiniti; si cominciano ad esaminare dapprima alcuni integrali indefiniti
immediati che seguono direttamente dalle derivate delle funzioni elementari
e successivamente di alcune regole di integrazione.

Dalle derivate delle funzioni elementari, ¢ immediato verificare gli integrali
indefiniti considerati di seguito.

1. Per ogni a € R, a # —1, risulta

l.a—l—l
/x“dx: +c, ceR

in ogni intervallo [ in cui la funzione x* & definita e precisamente, I = R
se a € N, I =]0, 00| oppure [ =] —00,0[se a € Z~N, I = [0, +00[ se
a €]0, +o0o[\N e infine I =|0, +o00[ se a €] — 00, 0[\Z.

2. Si ha ]
/—dleog]x\—i—c, ceR,
x

in ognuno degli intervalli [0, +00[ oppure | — oo, 0].

3. Per ogni a €]0, +oo[\{1}, risulta

/azd:ﬁ: ¢ +c, ceR, zeR.
loga

4. Si ha

/sinxdx:—cosx—i-c, /cosxda::sinx+c, ceR, zeR.

5. Si ha

1
/ >—dr =tanz +c, ceR,
cos?x



8.1. L'INTEGRALE SECONDO RIEMANN 247

in ognuno degli intervalli | — 7/2 + km,w/2 + kn|, k € Z e

1
/'2 dr = —cotx+c, ceR,
sin”

in ognuno degli intervalli |km, 7 + k7|, k € Z.

6. Si ha
1
————=dx = arcsinx+c = —arccosr+c, ceR, xe|—-1,1].
| J-1.1]
7. Si ha
1
/ dx = arctanx + ¢ = —arccotx + ¢, ceR, reR.
1+ a2

Se f : I — R & una funzione derivabile in un intervallo I, le formule
precedenti possono essere generalizzate componendo la funzione f con una
delle funzioni elementari sopra considerate.

Per brevita non vengono ripetuti tutti i casi precedenti ma si riportano
solamente alcuni esempi, anche in previsione del fatto che ’applicazione della
successiva regola di sostituzione consentira di ottenere risultati piu generali.

1. Si ha

f/(x) = 10 T C C
[ R =@l e, cer.

purché f(z) > 0 per ogni x € I oppure f(z) < 0 per ogni = € I.
2. Per ogni a €]0,+00[\{1}, risulta

f(z)
/af(“”) f(z)dx = a

+c, ceR, xel.
loga

3. Si ha
/sinf(x)f’(x)dx:—cosf(x)+c, ceR, zel.

4. Si ha )
/Mf’(x)dm:tanf(x)—f—c, ceR,
purché esista k € Z tale che —n/2 + km < f(z) < /2 + km per ogni
xel.

Le precisazioni effettuate di volta in volta sulla validita delle formule pre-
cedenti sono indispensabili per il calcolo degli integrali definiti mediante il
teorema fondamentale del calcolo integrale. Il calcolo degli integrali indefi-
niti puo invece essere esteso a funzioni definite nell’'unione di piu intervalli
considerando una costante arbitraria in ognuno di essi.
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8.1.6 Prime regole di integrazione

Per estendere il calcolo degli integrali indefiniti, ¢ necessario ricorrere ad
opportune regole di integrazione di seguito esposte.

Una prima regola di integrazione puo essere ricavata direttamente dalla
proprieta di linearita dell’integrale definito (Proposizione 8.1.6, 1.); tale re-
gola puo essere enunciata ovviamente anche per gli integrali indefiniti e si
enuncia come segue

Se f,g: I — R sono funzioni continue ed «, § € R, allora
[t + sgnds=a [ fa)dz s [ gla)as 2

Si considerano ora due ulteriori regole di integrazione di frequente appli-
cazione.

Proposizione 8.1.12 (Regola di integrazione per sostituzione)

1. (Formula di cambiamento di variabile per gli integrali definiti). Sia
¢ : a,b] — R una funzione derivabile con derivata continua e sia f :
I — R una funzione continua in un intervallo I tale che ¢(|a,b]) C I.

Allora
©(b)

b
/f(so(ﬂf))so’(x)dwz )f(t)dt.

wla

2. Siano I e J intervalli di R, ¢ : J — R una funzione derivabile con
derivata continua ed f : I — R una funzione continua tale che p(J) C
I. Se F: I — R ¢éuna primitiva di f, allora

/7@@»¢@Mx:qu»+a CeR.

2Ricordando che l'integrale indefinito & un insieme di funzioni, si precisa che il prodotto
«- A di uno scalare per un sottoinsieme & da intendersi come a- A := {aa | a € A}; inoltre
la somma di due insiemi che & da intendersi al modo seguente: A+ B := {a+b | a €
A, b€ B}. Quindi, nel caso in esame, il secondo membro significa

a/f(a:)da:—l—ﬁ/g(a:)dx:{aF+6G|F€/f(x)dz, Ge/g(x)da:.}
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DIMOSTRAZIONE. Si osserva innanzitutto che la funzione (f o ¢) - ¢’ & continua e quindi &
integrabile per il Teorema 8.1.5. Si considerino ora le funzioni F' : [a,b] — Re G : [a,b] — R
definite ponendo, per ogni y € [a, ],

F) = [ ( S, G = / " fol@)) o () de

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale (Teorema 8.1.11), la funzione F' & una
primitiva di f e la funzione G & una primitiva di (f o ¢) - ¢’. Poiché, per ogni t € [a, b,
risulta anche (F o )/ (t) = F'(p(t)) ¢'(t) = f(p(t))¢'(t), le funzioni G ed F o ¢ devono
differire per una costante; essendo, poi, G(a) = 0 e F(p(a)) = 0, tale costante deve essere
nulla e si ottiene G = F o ¢; in particolare G(b) = F(¢(b)) da cui la tesi.

2) Basta osservare che F o ¢ & una primitiva di (f o ¢) - ¢'. O

Nelle applicazioni concrete ¢ come se si effettuasse materialmente la so-
stituzione t = p(z) e si sostituisse il differenziale ¢'(x) dz con dt (spesso si
scrive dp(x) anziché ¢ (z)dz). L'uguaglianza ¢'(z) dx = dt si ottiene formal-
mente derivando entrambi i membri dell'uguaglianza t = ¢(x) rispetto alla
variabile ¢ a primo membro ed alla variabile z a secondo membro. Tali os-
servazioni giustificano la denominazione attribuita alla Proposizione 8.1.12.
Nelle applicazioni riguardanti il calcolo degli integrali definiti, si puo sce-
gliere se determinare dapprima una primitiva della funzione da integrare e
quindi applicare il teorema fondamentale del calcolo integrale oppure se ap-
plicare direttamente la parte 1) della Proposizione 8.1.12 cambiando anche
gli estremi di integrazione nell’integrale assegnato.

Proposizione 8.1.13 (Regola di integrazione per parti)
Stano I un intervallo di R, f : I — R una funzione continua e g : I — R
una funzione derivabile con derivata continua. Se F': I — R é una primitiva

di f, si ha

[ @) gte)de = F@) g0 - [ F)g @) o

e consequentemente, per ogni a,b € I,

[ 1@t in = [Py g@]: - [ P g

DIMOSTRAZIONE. Dalla regola di derivazione del prodotto di due funzioni risulta (F'-g)’ =
Flig+F-¢g=fg+F-¢gequndi f-g=(F-g) —F-¢g; poiché le funzioni f - g e
(F-g)' — F- ¢ sono definite nell’intervallo I, le primitive di f-g coincidono con le primitive
di (F-g)—F-¢'; ma F-g &una primitiva di (F'-g)" e pertanto le primitive di (F-g)' — F-¢’
sono date dalla differenza di F'- g e le primitive di F'- ¢’ e da cid deriva la tesi. L’ultima

parte segue direttamente da quanto dimostrato. O
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> Ad esempio, si vuole calcolare il seguente integrale definito

/ log x dx .
1

Si determina dapprima l'integrale indefinito. Dalla regola di integrazione per
parti, si ha

/logxdx:/l-loga;dx:xlogm—/xD(logac)dx:xlogm—x+c,

con ¢ € R. Allora, scegliendo la primitiva con ¢ = 0, dal teorema fonda-
mentale del calcolo integrale (Teorema 8.1.11) l'integrale definito assegnato
¢ dato da

/ logzdr = [z logw—x}i:e—e—(—l) =1.
1
> L’integrale seguente viene calcolato in maniera analoga

/arctanxdm = /1 -arctan x dx

T
= g arctanz — dz
1+ a2

1
= r arctanx — §log(1 +2%) +ec,

con ¢ € R. Nell'ultima uguaglianza si e utilizzato l'integrale indefinito

immediato / ]}/g)) dr =log|f(x)| + c.

> Si consideri ora l'integrale indefinito
sinx cosx
sin” r + cos* x
In ogni intervallo | — 7/2 + km,7/2 + k[ con k € Z, si puo scrivere
/ sinx cosx dx _/ sinx cosx dx _/ tan x dx
sin*z 4 costx J costx(l+tantz) ) cos?x (1 + (tan®z)?)

e quindi, posto ¢t = tan? x, da cui dt = 2tanx dx/ cos® z, si ottiene

sinx cosx 1 1 1 1 9
————dr = th:—arctant+c:—arctantan T +c
sin* z + cos? x 2 ) 14+¢ 2 2

con ¢ € R. Anche se la funzione assegnata e definita in tutto R, in questo
caso ¢ stato possibile determinare un primitiva solamente in ogni intervallo
| —7/2+4 kn,m/2+ kn[ con k € Z.
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8.2 Integrali impropri

La definizione di funzione integrabile secondo Riemann e stata data inizial-
mente per funzioni limitate e definite in un intervallo chiuso e limitato. Si
vuole ora estendere tale definizione anche al caso di funzioni non limitate
oppure definite in un insieme non limitato; in tal caso si parlera di integrali
in senso improprio (oppure anche in senso generalizzato).

8.2.1 Integrali impropri di funzioni non limitate

Si considera innanzitutto il caso di funzioni non necessariamente limitate
definite pero su un intervallo chiuso e limitato.

Nel seguito, si intende fissato un intervallo [a,b] con a,b € R, a < b e si
prendono in esame le funzioni che soddisfano la condizione seguente.

Definizione 8.2.1 Una funzione reale f : [a,b] — R si dice generalmente
continua se ammette al piv. un numero finito di punti di discontinuita.

Poiché I'integrale definito di una funzione e invariante rispetto ad insiemi
finiti, non ¢ importante per i nostri fini il valore che una funzione generalmen-
te continua assume nei punti di discontinuita; in tali punti, anzi, la funzione
potrebbe anche non essere definita. Precisamente, se H e un sottoinsieme
finito di [a,b] e se f : [a,b] ~ H — R ¢ continua, essa puo essere conside-
rata come funzione generalmente continua in [a,b] identificandola con una
qualsiasi funzione definita anche in H e che coincide con f in [a,b] \ H.

Ad esempio, la funzione f(z) = 1/logz ¢ una funzione generalmente
continua nell’intervallo [0, 1], in quanto attribuendole un valore arbitrario
nei punti 0 e 1, tali punti risultano gli unici suoi punti di discontinuita in
[0, 1].

Per estendere la definizione di integrale definito a tali funzioni, si considera
innanzitutto il caso in cui f : [a, b] — R abbia un unico punto di discontinuita
in uno degli estremi.

Definizione 8.2.2 Sia f : [a,b] — R una funzione generalmente continua e
si supponga che a (rispettivamente, b) sia l'unico punto di discontinuita di
f.
Se esiste il sequente limite
b b—e
lim f(x)dx , (rispettivamente, lim f(x)dz ) (8.2.1)
e—0 a

=0t Joqe

3Si osservi che f & integrabile in [a + €,b] (rispettivamente, in [a,b — €]) in quanto
continua in tale intervallo.
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esso viene denominato integrale improprio di f e denotato con il simbolo

/abf(:)s)dx.

Inoltre, se il limite (8.2.1) é un numero reale si dice anche che l’integrale
improprio di f in |a,b] é convergente oppure che f & integrabile in senso im-
proprio in |a,b]; se il limite (8.2.1) é infinito, si dice che l'integrale improprio
di f in [a,b] & divergente.

Se f : ]a,b] — R & continua in [a,b] \ {z0}, con zy €la,b], I'integrale
improprio puo essere definito applicando la Definizione 8.2.2 separatamente
alle restrizioni fjjq,z] € f|[z0,5- S richiede quindi che esistano entrambi i limiti

To—€ b

lim f(z)dzx lim f(z)dx . (8.2.2)

e—0t J, e—0t zote

Se tali limiti sono finiti, si dice che la funzione e integrabile in senso
improprio in [a, b] oppure che I'integrale improprio di f & convergente; se uno
dei due limiti e finito e 'altro ¢ uguale a +oo (rispettivamente, a —oo) oppure
se i due limiti sono entrambi uguali a +oo (rispettivamente, a —oo), si dice
che U'integrale improprio di f & divergente positivamente (rispettivamente,
negativamente).

In tali casi, si pone

b Tro—¢€ b
/ f(z)dr = lim f(z)dz + lim f(z)dzx .

e—0t J, e—0t zote

Se f & integrabile in senso improprio in [a,b], dal primo teorema sul
limite della somma di due funzioni (Teorema 4.5.1), il valore dell’integrale
puo essere calcolato considerando il limite

/abf(a:)d:c: lim (/;O_Ef(x)dm+ b f(a:)dx) : (8.2.3)

e—0% xot+e
Tuttavia, I'integrabilita in senso improprio di f non puo essere dedotta dal
fatto che I'ultimo limite sia finito; infatti, tale limite puo essere finito anche se
i due limiti (8.2.1) sono uno divergente positivamente e l’altro negativamente;

in tal caso, il limite (8.2.3) viene comunque denominato wvalore principale
dell’integrale improprio di f e denotato con uno dei simboli

(v.p.)/abf(x) dz | */abf(x) dz .
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> Ad esempio, si consideri la funzione generalmente continua 1/x nell’in-
tervallo [—1, 1]; si ha

1
lim —dz = lim [logz]! = lim —loge = +o0
e—0t J. X e—07t [ & ]E e—0+ & ’
e quindi tale funzione non puo essere integrabile in senso improprio in [—1, 1];
risulta inoltre

—e 1 1 1
lim </ —dx+/ —d:c) = lim ([log —z]~] + [Ing]D =0
. T

e—0t 1 x e—0t

e quindi (v.p.) fjl 1dx = 0.

> Se f:[a,b] — R & una funzione generalmente continua discontinua in
n punti xy,...x, € [a,b], I'integrabilita in senso improprio di f viene defi-
nita applicando quanto sopra separatamente a ciascuno dei punti zy,...x,;
precisamente, si consideri una suddivisione vy, ..., ¥y, di [a,b] in n intervalli
tali che ogni x; appartenga solamente all'intervallo [y;_1,v:], i = 1,...,n,
allora si dice che f & integrabile in senso improprio in [a, b] oppure che I'in-
tegrale improprio di f ¢ convergente se, per ogni ¢ = 1,...,n, la restrizione
di f allintervallo [y;_1, ;] (che presenta un solo punto di discontinuita) e
integrabile in senso improprio in [y;_1, y;], cioé esistono e sono finiti i limiti

T;—¢& Yi
lim+ f(z)dx , lim+ f(x)dx
=0T Sy e=07 Jaite
(ovviamente, il primo limite non va considerato se x; = a e il secondo

se z; = b). Se qualcuno dei limiti precedenti ¢ divergente positivamente
(rispettivamente, negativamente) ed i rimanenti sono convergenti, si dice
che I'integrale improprio di f & divergente positivamente (rispettivamente,
negativamente).

> In base alle definizioni assunte, si puo studiare 'integrabilita in senso
improprio nel caso di un unico punto di discontinuita; i criteri ottenuti vanno
poi applicati separatamente a ciascun punto di discontinuita di f (affinché
f sia integrabile in senso improprio ¢ necessario che lo sia rispetto a ciascun
punto di discontinuita).

Osservazione 8.2.3 Si riconoscono facilmente alcune proprieta relative al-
le operazioni sulle funzioni integrabili in senso improprio; ad esempio, si
enunciano le seguenti omettendone per brevita la dimostrazione, basata es-
senzialmente sulle definizioni assunte:
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1. Se f : [a,b] — R ¢ una funzione generalmente continua dotata di
punti di discontinuita solamente eliminabili o di prima specie, essa e
integrabile in senso improprio in [a, b]. Quindi, i punti di discontinuita
in un intorno dei quali puo fallire I'integrabilita della funzione sono
quelli di seconda specie, che per tale motivo vengono denominati anche
punti singolari della funzione.

2. Se f:]a,b] = Reg: [a,b] — R sono funzioni generalmente continue
integrabili in senso improprio in [a, b], allora la somma f+ ¢ ¢ anch’essa
integrabile in senso improprio in [a, b] e si ha

/ab(f(x) +9(@)) do = /:f(:c) dr + /abg(g;) dr .

3. Se f:]a,b] = Reg:[a,b — R sono funzioni generalmente continue
integrabili in senso improprio in [a, b] e se esiste un sottoinsieme finito
H di [a,b] tale che, per ogni z € [a,b] \~ H, f(x) < g(x), allora si ha

anche , ,
/f(x)da:ﬁ/g(:v)dx.

4. Sia f : [a,b] — R una funzione generalmente continua e positiva, in-
tegrabile in senso improprio in [a, b]; considerato I'insieme finito H dei
punti di discontinuita di f, si definisce il trapezoide T'(f) := {(x,y) €
R? |z € [a,b] N H, 0 <y < f(z)}. Allora ff f(x)dx = Area (T(f)).

Per i criteri successivi risulta utile la definizione seguente.

Definizione 8.2.4 Sia f : [a,b] — R una funzione generalmente continua.
Si dice che f é assolutamente integrabile in senso improprio in [a,b] se la
funzione |f| é integrabile in senso improprio in [a,b]. Inoltre, si dice che
l"integrale itmproprio di f € assolutamente divergente se [’integrale improprio
di |f| e divergente positivamente.

> Si supponga che f : [a,b] — R sia continua in |a,b]. Poiché |f] &
positiva, la funzione ¢ :Ja,b] — R definita ponendo, per ogni z €la,bl,
g(x) = ff |f(t)] dt e decrescente e quindi, per il teorema sul limite delle
funzioni monotone (Teorema 4.6.1), ¢ dotata di limite nel punto a dato da
SUD i) J; 1 (1)) dt.

Pertanto, l'integrale improprio di |f| ¢ necessariamente convergente op-
pure divergente positivamente.
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Lo stesso discorso puo essere applicato nel caso in cui f non sia continua
in b oppure in uno o pit punti interni all’intervallo [a, b].

Quindi, si puo concludere che una funzione generalmente continua risulta
o assolutamente integrabile in senso improprio oppure l'integrale in senso
improprio ¢ assolutamente divergente.

Per questo motivo per indicare che una funzione ¢ assolutamente integra-
bile in senso improprio e sufficiente scrivere

b
/ |f(z)]dx < 400 .

> Se f e positiva, l'assoluta integrabilita equivale ovviamente all’integra-
bilita in senso improprio.

In generale, si puo solamente affermare che se f : [a,b] — R & una funzione
generalmente continua e assolutamente integrabile in senso improprio in [a, b],
allora f ¢ integrabile in senso improprio in [a, b] e si ha

/a o) dr

Vale inoltre il seguente criterio di confronto.

< [@la.

Proposizione 8.2.5 (Criterio di confronto per gli integrali impropri)
Siano f : [a,b] — R e g : [a,b] — R funzioni generalmente continue e si
supponga che, per ogni x € [a,b], |f(z)| < g(z). Si ha

1. Se g é integrabile in senso improprio, allora f é assolutamente integra-
bile in senso improprio.

2. Se lintegrale improprio di f € assolutamente divergente, allora anche
["integrale improprio di g € divergente positivamente.

footnotesizeDIMOSTRAZIONE. 1) La prima parte segue dalle definizioni
applicando la proprieta di monotonia dell’integrale definito e del limite. La
seconda parte segue invece direttamente dalla prima Il

Esempio 8.2.6 (Integrali impropri campione) Siano xy € [a,b] e a > 0.
Si consideri la funzione f : [a,b] \ {zo} — R definita ponendo, per ogni
v € [0, ~ {0},

1

- T

f(z)
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Si tratta di una funzione generalmente continua in [a, b] avente zy come unico
punto di discontinuita. Si supponga xy < b; per ogni € > 0, se a = 1

b
1 b
———dr=lloglr — x = log(b — z¢) — loge
/x0+5 |Jf . x0|a [ g | OHIEQ—l-E g( 0) g

mentre, se o # 1,

/b 1 d 1 U ’704+1:|b
—ar = ——||T =X
wote [ — o|® —a+1 ’ wote

1 —Q —Q
— T_H ((b—fﬂo) +1 — & +1) .
Si deduce allora che
b . (b—mo)™ 0<a<l
lim P — dr = 11—« ’ ’
e=0t Joo oo @ — @] oo a1,

. « . . . ro—€
Le stesse conclusioni valgono se si suppone a < o e si considera [ 1/|z —
xo|*dz. Quindi f & integrabile in senso improprio in [a,b] se 0 < a < 1,
mentre non lo ¢ se o > 1.

Utilizzando l’esempio e il criterio di confronto precedenti si ottiene il
seguente risultato di frequente applicazione.

Teorema 8.2.7 (Criterio dell’ordine di infinito)
Sia f : [a,b] — R una funzione continua in [a,b] ~ {xo}, con xy € [a,b]. Si

ha

1. Se f e un infinito in xo di ordine minore o uguale di o, con a €
10,1] (oppure se f non é un infinito in xo), allora f é assolutamente
integrabile in senso improprio in |a, b|.

2. Se f é un infinito in xy di ordine maggiore o uguale di 1, allora
l'integrale improprio di f € assolutamente divergente.

DIMOSTRAZIONE. 1) Dalle ipotesi fatte, esistono § > 0 ed M € R tali che, per ogni
x € [a,b]N|xg — 0,0 + [, |f(z)] < M/|x —x0|* (cid vale anche se f non & un infinito in z
considerando « €]0, 1[ arbitrario). Poiché o < 1, dall’Esempio 8.2.6 e¢ dalla Proposizione
8.2.5, 1), segue che f & assolutamente integrabile in senso improprio in [a, b].

2) Dal fatto che f & un infinito in ¢ di ordine maggiore o uguale di 1, si deduce ’esistenza
di § > 0ed M € R tali che, per ogni = € [a,b]N]zg — 0,9 + [, |f(x)| > M/|x — xo].
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Ancora dall’Esempio 8.2.6 e dalla Proposizione 8.2.5, 2), segue che 'integrale improprio

di f & assolutamente divergente. O

> In generale, per stabilire I'integrabilita in senso improprio di una fun-
zione generalmente continua, si cerca prima di applicare il Teorema 8.2.7 in
ognuno dei punti di discontinuita per f. Se si trova un punto di discontinuita
in cui vale la parte 2), si conclude subito che la funzione non ¢ integrabile in
senso improprio. Se invece in tutti i punti di discontinuita ¢ soddisfatta la
parte 1), la funzione ¢ integrabile in senso improprio in [a, b].

Puo capitare che in qualche punto il criterio dell’ordine di infinito non si
possa applicare, cioe che la funzione sia un infinito in un punto xy di ordine
minore di 1, ma maggiore di o per ogni « €]0, 1[.

In questi casi bisogna ricorrere ad altri metodi per lo studio dell’integrabi-
lita, ad esempio, rifacendosi direttamente alle definizioni assunte. Si osserva
infine che i criteri di integrabilita in senso improprio, nel caso in cui possano
essere applicati, consentono di stabilire solamente I'integrabilita della funzio-
ne ma non forniscono il valore dell’integrale improprio, per il quale bisogna in
generale utilizzare la definizione ed i metodi di integrazione per gli integrali
definiti.

> Ad esempio, si consideri 'integrale improprio

/2 q
/ ——dx, n>1.
o xlog"x

Nel punto 0 la funzione € un infinito di ordine minore di 1, ma di ordine
maggiore di a per ogni 0 < av < 1 e pertanto il criterio sull’ordine di infinito
non puo essere applicato (l'ordine minore di 1 esclude la seconda parte e
I'ordine maggiore di v per ogni 0 < o < 1 esclude la prima parte del teorema).

Pertanto, si ricorre direttamente alla definizione. Se n = 1 si ha, per ogni
e >0,

/2 4
/ dx = [log| logx|]i/2 = loglog2 —log | loge]| ,
. xlogx

mentre, se n > 2,

1/2 1 log—n-‘rl T 1/2 1 1
- d — | = — 1 -n+1 = 1 —n+1 )
/E x log" x v [—n—l—l] n—l(og o % c

Si deduce che

1/2 1 n> 92
dr = o n—1 ) — )
/0 gz x (n—1) log" "2
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Quindi I'integrale improprio e convergente se e solo se n > 2.
> Si consideri I'integrale improprio

/ V(1 —e®) logx

SlIl 7T13

La funzione in esame ¢ generalmente continua e non ¢ definita nei punti
0 e 1. Per quanto riguarda il punto 0, la funzione /(1 — e*) logz & un infi-
nitesimo di ordine minore di 1/2, ma maggiore di ogni numero strettamente
positivo minore di 1/2, mentre la funzione sin 7z ¢ un infinitesimo di ordine
1. Si deduce che il rapporto € un infinito di ordine maggiore di 1/2 ma minore
di ogni numero maggiore di 1/2, ad esempio di 3/4; dal criterio dell’ordine
di infinito (Teorema 8.2.7), segue 1'assoluta integrabilita della funzione in un
intorno del punto 0.

Nel punto 1 la funzione al numeratore € un infinitesimo di ordine 1/2 e
quella al denominatore ¢ un infinitesimo di ordine 1; il rapporto € quindi un
infinito di ordine 1/2 e la funzione & integrabile nel punto 1 sempre per il
criterio dell’ordine di infinito.

Poiché si e stabilita I'integrabilita della funzione in ogni punto di discon-
tinuita, si conclude che essa ¢ integrabile. Tuttavia le regole di integrazio-
ne note non consentono in questo caso di calcolare il valore dell’integrale
improprio.

> Si consideri I'integrale improprio

/ (2x — ) tanx dx .
0

L’unico punto di discontinuita da discutere in questo caso € il punto 7/2,
nel quale la funzione e un il prodotto di un infinitesimo di ordine 1 e di un
infinito di ordine 1; pertanto in tale punto la funzione non e un infinito ed e
di conseguenza integrabile in senso improprio in [0, 7).

> Si consideri I'integrale improprio

11 2 .
/de_
0 11—z

Vi e solamente il punto 1 da discutere; in tale punto la funzione e il
rapporto di un infinito di ordine arbitrariamente piccolo e di un infinitesimo
di ordine 1; quindi & un infinito di ordine maggiore di 1 (e minore di 1+ ¢
per ogni € > 0); dal criterio dell’ordine di infinito, tenendo presente che la
funzione e positiva, 'integrale improprio e divergente positivamente.
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8.2.2 Integrali impropri su intervalli non limitati

Si considera ora il caso di funzioni definite in un intervallo illimitato. La
discussione € analoga al caso precedente e per questo motivo si tralasceranno
alcuni dettagli in caso di completa analogia.

Definizione 8.2.8 Sia f : [a, +oo[— R (rispettivamente, f :] — co,b] — R)
una funzione continua. Se esiste il limite

b b
blim / f(z)dx (rispettivamente, lim f(z)dx ), (8.2.4)
— 400 a a——0o0 [,

esso viene denominato integrale improprio di f in [a, +oo[ (rispettivamente,
in | — 00,b]) e denotato con uno dei simboli

—+00 “+o0

f(z)dx f, (rispettivamente, / f(z / f)

a a

Inoltre, se il limite (8.2.4) é un numero reale si dice anche che lintegrale
improprio di f € convergente oppure che f ¢ integrabile in senso improprio; se
il limite (8.2.4) & infinito, si dice che l'integrale improprio di f & divergente.

Se f : R — R ¢ una funzione continua, si dira poi che essa ¢ integrabile
in senso improprio in R se esistono e sono finiti entrambi i limiti

b c

blim / f(z)dx, lim f(z)dzx, (8.2.5)
—4-00 c a—— [,

dove ¢ € R ¢ fissato arbitrariamente. In tal caso I'integrale improprio di f

puo essere calcolato anche considerando il limite

+o0o
~ f@)de = lim / e (8.2.6)

a——+00

Anche ora conviene osservare che l'esistenza del limite (8.2.6) non com-
porta in generale che f sia integrabile in senso improprio in tutto R.

Se uno dei limiti (8.2.5) tende a +00 e I'altro ad un numero reale, oppure
se tendono entrambi a 400 0 a —o0, si dice che I'integrale improprio di f e
divergente (positivamente o negativamente).

Una situazione piu generale e quella in cui la funzione e generalmente
continua in un intervallo illimitato. In questo caso l'integrabilita in senso
improprio viene considerata separatamente in un intorno di ogni punto di
discontinuita ed eventualmente nei punti +o0o e —oo; e sufficiente che I'in-
tegrabilita fallisca in un intorno di tali punti per concludere che la funzione
non e integrabile in senso improprio.
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Per quanto osservato, si puo ora trattare separatamente solamente il caso
di funzioni continue su intervalli illimitati.

Nel seguito si considera l'intervallo [a, +00]; considerazioni analoghe val-
gono in | — 0o, b] ed R.

> Si possono stabilire proprieta analoghe a quelle enunciate per gli inte-
grali impropri di funzioni limitate.

1. Se f :[a,4o0[— R e g : [a,+0oo[— R sono funzioni continue integra-
bili in senso improprio in [a,4+00], allora la somma f + g & anch’essa
integrabile in senso improprio in [a, +0o0o[ e si ha

/ Tt g@nde= [ fo)de / * o) de

—+o00o
a

2. Se f:|a,+oo[— Re g: [a,+00o[— R sono funzioni continue integrabili
in senso improprio in [a,+oo[ e se, per ogni = € [a,b], f(z) < g(x),
allora si ha anche

+o0o

+oo
(x)dx < / g(x)dx .
3. Se f : [a,400]— R & una funzione continua e positiva, integrabile in
senso improprio in [a, +0ol, considerato il trapezoide T'(f) := {(z,y) €
R? [z >a, 0<y< f(x)},siha [ f(z)dr = Area(T(f)).

L’assoluta integrabilita viene definita come in precedenza; se f : [a, +oo[—
R ¢ una funzione continua, si dice che f & assolutamente integrabile in senso
improprio in [a,+oo[ se la funzione |f| & integrabile in senso improprio in
la, +ool.

Inoltre, si dice che I'integrale improprio di f e assolutamente divergente
se l'integrale improprio di |f| & divergente positivamente.

> Anche ora, dal teorema sul limite delle funzioni monotone, si deduce
che una funzione continua f : [a, +oo[— R o & assolutamente integrabile in
senso improprio oppure il suo integrale improprio ¢ assolutamente divergente;
per evidenziare il fatto che una funzione e assolutamente integrabile in senso
improprio si scrive solitamente [ | f(x)|dz < +o0.

Ovviamente, le nozioni di assoluta integrabilita in senso improprio e di
integrabilita in senso improprio sono equivalenti se la funzione e positiva.
In generale, si puo solamente dire che se f : [a,+o0o[— R & una funzione
continua e assolutamente integrabile in senso improprio in [a, +00], allora f
¢ integrabile in senso improprio in [a, +0oo[ e si ha

</ @) de

—+00

f(z)dx

a
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Inoltre se f : [a,+o0[— R e g : [a,4+00[— R sono funzioni continue tali
che, per ogni = € [a,+o0[, | f(z)| < g(x), si ha

1. Se g ¢ integrabile in senso improprio, allora f ¢ assolutamente integra-
bile in senso improprio.

2. Se l'integrale improprio di f € assolutamente divergente, allora anche
I'integrale improprio di g & divergente positivamente.

>  Utilizzando la definizione si riconosce facilmente che 'integrale impro-
prio

e convergente per a > 1 ed e divergente positivamente se 0 < a < 1.
Si puo infine enunciare il seguente criterio dell’ordine di infinitesimo.

Teorema 8.2.9 (Criterio dell’ordine di infinitesimo) Sia f : [a, +o00[—
R una funzione continua. Allora:

1. Se f € un infinitesimo in +o00 di ordine maggiore o uguale di o, con o >
1, allora f & assolutamente integrabile in senso improprio in |a, +00].

2. Se f ¢ un infinitesimo in +oo di ordine minore o uguale di 1 (oppure
se tende ad un limite diverso da 0 in +00), allora l'integrale improprio
di f & assolutamente divergente.

DIMOSTRAZIONE. Se f € un infinitesimo in +oo di ordine maggiore o uguale di o, con o > 1,
si possono trovare ¢ € [a,+oo] ed M € R tali che, per ogni x € [¢, +o0], |f(z)] < M/|z|*.
Poiché « > 1, la funzione 1/|z|* ¢ integrabile in senso improprio in [a, +o0[ e quindi anche
floe.

2) Se f ¢ un infinitesimo in +oo di ordine minore o uguale di 1 oppure se f tende ad un
limite diverso da 0 in 400, esistono ¢ € [a,4+00[ ed M € R tali che, per ogni = € [¢, +00],
|f(z)] > M/|z|. Allora la tesi segue dal fatto che la funzione M/|x| non & integrabile in

senso improprio in [e, +00[. O

11 criterio dell’ordine di infinitesimo non si puo applicare se f : [a, +00[—
R € un infinitesimo in 4+o0o di ordine maggiore di 1, ma minore di 1 4 ¢
per ogni € > 0. In questi casi si cerca di ricorrere ad altri metodi oppure
direttamente alla definizione.

>  Ad esempio, si consideri 'integrale improprio

oo o3
[y,
o z¢+1
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La funzione & continua in [0, 4+o00] e quindi bisogna discutere l'integrabilita
solamente in un intorno del punto 4+o0o0. Per ogni x € [0, +oo], risulta

1
241

sinx
2+ 1

e poiché 1/(2?+1) & un infinitesimo di ordine 2 in +o0, dal criterio dell’ordine
di infinitesimo (Teorema 8.2.9 segue che 'integrale improprio considerato &
assolutamente convergente e quindi convergente.

> Si consideri I'integrale improprio

+o0 1
/ ———dz, n>1.
9 xlog"x

La funzione in esame e continua e quindi bisogna discutere l'integrabilita
solamente in un intorno del punto +o0o. Nel punto +o0o la funzione ¢ un
infinitesimo di ordine maggiore di 1, ma di ordine minore di o per ogni
a > 1 e pertanto il criterio sull’ordine di infinitesimo non puo essere applicato
(Pordine maggiore di 1 esclude la seconda parte e 'ordine minore di « per
ogni o > 1 esclude la prima parte del teorema).

Pertanto, si ricorre direttamente alla definizione. Se n = 1 si ha, per ogni
b> 2,

b
1
/ dx = [log | log x|]g = loglogb —loglog2 ,
5 xlogx

mentre, se n > 2,

b -n+1 .70

1 1 1

/ ————dr = N (log_"Jrl b —log "t 2) :
9 xloghz -n+1 ], n—1

Si deduce che

1

1/2 1
/ ———dr=4¢ (n—1)log" 2’ -
o xlog"x to0, n =1

e quindi l'integrale improprio € convergente se e solo se n > 2.

> Si consideri I'integrale improprio
+oo
[(a):= / v e " da a€eR. (8.2.7)
0

Bisogna discutere I'integrabilita in un intorno del punto 0 ed in un intorno
del punto +oc.
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Nel punto 0, vi & un infinito di ordine 1 —« se o < 1 altrimenti la funzione
e limitata e quindi, per il criterio dell’ordine di infinito e tenendo conto della
positivita della funzione, I'integrale I'(«) & convergente per 1 — a < 1, cioe
per a > 0 ed e divergente positivamente per @ < 0 in un intorno del punto
0.

Nel punto +oo, la funzione € un infinitesimo di ordine arbitrariamente
grande e quindi ¢ sicuramente integrabile in un intorno del punto 4oc per il
criterio dell’ordine di infinitesimo.

Si conclude che 'integrale assegnato e convergente per o > 0 e divergente
positivamente per a < 0. La funzione I" :]0, +00[— R definita dalla (8.2.7) ¢
nota come funzione gamma.






