Capitolo 8

Integrali generalizzati

ULTIMO AGGIORNAMENTO: 18 DICEMBRE 2023

Si studino e si calcolino i seguenti integrali impropri:

1
EsErcizio 8.1 -/ log x dx

EsErcizio 8.2 - / dz
0 e+ e Ep—

oo log x

EsErcizio 8.3 - /
1
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EsErcizio 8.4 - / _108%
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+oo 1
ESERCIZIO 8.5 - / o8y dx

1 $ + 1 (z+1)3/2

0
ESERCIZIO 8.6 - / V1 —e2xdx
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EsErcizio 8.7 - dx
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EsErcizio 8.8 - / da:
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ESERcCIZIO 8.9 -/ ———dx
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EsErcizio 8.11 -/ xlog(2 — z)dx
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Si studino i seguenti integrali impropri:

| 21
EseErcizio 8.13 -/ dzr e/ dx
o logx 1 logx

+o0o 1

—d
0 \ﬂ5+‘$2 ]

EsErcizio 8.14 -

—+o0 1
ESERCIZIO 8.15 -/ _ARr 7 dx
o (@+1)3?

3
1
EsERrcizIO 8.16 - / ( dx, a,8>0
1

EsErcizio 8.17 -/ ﬂdm
0
/2

EsErcizio 8.18 -/ tgxdr
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EsERcIZIO 8.19 - / tg“x da a>0

+oo 2 1
ESERCIZIO 8.20 - / 59“74'6135
5 i



EsErcizio 8.21

ESERCIZIO 8.22

ESsERrciIziO 8.23 -
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a>0
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Foo dx
1 Vit + 7z +8logx 4+ Vb

EsERcCIZIO 8.36 - Si studi il seguente integrale e lo si calcoli facendo un
cambio di variabile:

EsERrciIzZIO 8.35 -

/+oo dx

1 r2./1 — x%

EseERrCIZ10 8.37 - Si studi il seguente integrale e lo si calcoli facendo un
cambio di variabile:

/+oo dx
0 22/1-%

1
2 — arct
EsERrcIzIO 8.38 - / 7T/—ZIC‘Q’F‘Id:c, a>0
0 X
T /2 — arct
EsSERcCIZIO 8.39 - / 7T/—i]mgxda:, a>0
1 X
ESERCIZIO 8.40 / el >0
. - ————dx, «
o (VT+az—1)

L /gen (1 — \/coszx
EsErcizio 8.41 - / \/ ( - ) dx, a>0
0 X

zlogx

T2 sen x dx
T

400
ESERcCIZIO 8.42 -/
2

+oo
EseErcizio 8.43 -/ cose dzx
oo COshz

+o0 2 _ 4
EsErciIzio 8.44 - x dx

2 Vr—2+4e2-1

+0c0 1
EsERcCIZIO 8.45 - / —————dx al varire di o, 8 € R..
e 2%(logz)h

1/e 1
ESERCIZIO 8.46 - / ————dx al varire di a, 8 € R.
1 2%(logx)?



+o0
ESERCIZIO 8.47 - / senz? dz
0

“+00
ESERCIZIO 8.48 - vV sen z? dx
0
“+00
ESERCIZIO 8.49 - / 2P sen 2® du, a>0, R
0
“+00
EsErcizio 8.50 - / B cos z® d, a>0, R
0

+oo 1
EsERrcizio 8.51 - / g " senx dx
1

+oo
EsErcizio 8.52 - / Tsenx dx
0
+o0
EsERrcIzIO 8.53 - / Senx x, / ey dx
9 log x 1 log x
b
EsERrcIzIO 8.54 - / az” i senx dz, al variare di a,b,c € R
EsERrcIz10 8.55 - Dopo aver verificato la convergenza dell’integrale
+oo "
/ —oap Senzdr, neN
0 rlogw

si dia, fissato € > 0, un valore di a > 0 per il quale

+oo " a  pn
lisen:cdx— ?senxda: < €.
0 rlogz 0 T ogx
+oo 1
* % ESERCIZIO 8.56 - — —dx al variare di o > 0.
o 1+ senx|
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Data una serie ) a, diremo che una successione {b,}, € asintotica alle
somme parziali della serie data se

N
lim 72”20 In _ A,

N—+o0 bN A€ <07 +OO) )

Per le seguenti serie divergenti si trovi una tale successione {by, },:

1
* ESERCIZIO 8.57 - sen —
> sen

* ESERCIZIO 8.58 - arcsen —

* ESERCIZIO 8.59 - Z (nl/" —1)

n=0

+oo
[ 1
* ESERCIZIO 8.60 - Z (1 — Cos A >
n n

n=2
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+oo L
n
* % ESERCIZIO 8.61 - La serie Z —- converge per qualunque k € N.
e
n=0
E possibile dare una stima della sua somma? Cioe, & possibile trovare due
+oo
n
costanti A e B tali che A < Z — < B?
en
n=0
Inoltre, detta S la somma della serie, ¢ possibile dare una stima della
quantita
Nk
g_N"" o
en
n=0



Soluzioni
Soluzione 8.1 - Integrando per parti si ha
1 1
—/ dx
C C
1

lim logxdr = —1.
c—0t J,

1
/ logz dxr = xlogx

e passando al limite

Soluzione 8.2 - Con il cambio di variabile e* = s si ottiene

teo 1 T 11 oo g
o €e+e 1 s+ 8 1 1+s

C

c

= lim 5 ds = lim arctgs
c—400 fq 1+s c——+00

1

Soluzione 8.4 - Soluzione 8.5 - Per la convergenza si veda la soluzione
dell’Esercizio 8.15. 1l calcolo € un esercizio, ci si riduce ad un integrale razio-
nale. Nel caso dell’ESERCIZIO 8.5 si integri per parti, dopodiché si sostituisca
la quantita (z + 1)%/2 con la nuova variabile . Si ottiene f;oo ﬁ dt.

Soluzione 8.6 - L’integrale converge poiché

J?/li 2x 0
lim !:1 e / edr=1.

T——00 er oo

Volendo svolgere i calcoli si puo sostituire e* con sent e ottenere

0 /2 /2
/ e‘D\/l—eQ"”d:ﬂ:/ V13— senztcostdt:/ cos® tdt =
—00 0 0

1 w/2
:2/0 (1+0032t)dt:%.



Soluzione 8.7 - L’integrale diverge a —oco. Vediamo di fare il calcolo
diretto. Innanzitutto
1 1 1
(x—1)(z—-2) -2 z-—1

per cui (per semplicita omettiamo di passare al limite)

2 1 2 2
———————dx=loglr —2|| —log(z—1)] =—o0.
/1 (z —1)(z—2) 1 1
Soluzione 8.8 - Si osservi che
1 1 1
—— —— x € [—1,1]

per cui

/1\/]? /m—\/g ~1 \9:

dz & finito

1 1
Il problema quindi e solo nell’origine e / dxr =2 —
-1/ |z o Izl
per cui 'integrale dato converge.

Volendo calcolare esplicitamente il valore di tale integrale si ponga x = t%:
si otterra 1/2log(1/3).

Soluzione 8.9 - Dividendo in due I'integrale si puo scrivere

Lo /x— v R e =L

Il primo dei due converge (si veda la soluzione dell’esercizio precedente), il
secondo diverge per confronto con

Soluzione 8.10 - Si osservi che

+o00 1 .
/a zloga & = A [1og (log ) — log (loga) | = +o0

non solo per a = 2, ma per ogni a > 0.

Soluzione 8.12 - Il problema & vicino a 1, dove il denominatore si annulla.



Si osservi che v/1 — 22 = /(1 — 2)(1 + ) per cui la funzione integranda &
confrontabile con 1/4/1 — x in 1, cioe

1

Vit Vi—z 1

lim = lim —— = —

r—1- \/11_7 z—1— /1 — x2 N \@

di conseguenza l'integrale & convergente. Per calcolarne il valore si ponga
x = cosu: si otterra m/2.

Soluzione 8.13 - Poiché logz < = — 1 (se non si conosce questa disu-
guaglianza, la si dimostri per esercizio) si ha

2 2 1
1 1 1
/ dx}/ d:r:/ —dy = +00.
1 logx 1 =1 oY

Senza fare una stima diretta si puo usare il criterio del confronto asintotico
e osservare che

1
. I .
lim O%I = lim
=1t —5 a1t logz

—1
T _1

e quindi studiare ff ﬁ dx. Analogamente si risolve I’altro.

Soluzione 8.14 - Si osservi che \/z +2? = /z(1+2%2) per cui 'integrale
converge. Infatti spezzando in due parti si ha

+o00 1

dx + dx .

1
1
/0 VT + x? 1 Vr+a?

Il primo converge perché il denominatore in 0 & asintotico a +/z, il secondo

converge perché il denominatore all’infinito & asintotico a 2.

Soluzione 8.15 - Dividiamo in due parti il calcolo, cioé scriviamo

T Jogx L Jogx to logw
—=—dr = ———d ———dr.
/0 @+ 132 /0 @iz T /1 @+ 132"

Poiché
1 1

< <
22 S (z 12 S

e logz < 0 per x € (0,1) si ha che per il primo dei due termini a destra si
ha che (si veda anche 1'Esercizio 8.1)

1 per z € (0,1)

1 L ogax 1 ! 1
-1= logxdx < ———dr < — logxdr = ———.
/0 & /0 (@ + 1)372 Ni/o g 22
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Per il secondo termine si osservi che per ogni a > 0

log 1 log

S (x+1)32 (24 1) (x4 1)3/2-a]

Scegliendo « in modo tale che

3
a>1 e g Ta> 0 (8.1)
si ha che
log
372
lim 27— per ogni a soddisfacente (8.1)
T—+00 7(32_’_1)&

per cui per il confronto l'integrale ¢ finito.

Soluzione 8.17 - Si osservi che la funzione x — (z — 7)2 & infinitesi-

ma di ordine 2 in m, ma anche la funzione z + sen x ¢ infinitesima in

e
senx

lim =1
TST T — @
per cui la funzione integranda ¢ asintotica, in m, alla funzione x — , il

x—T7
cui integrale tra 0 e 7 diverge.
o

sen
) 3 dx converge per

s
Analogamente si ottiene che, dati o, 5 € R, / E

0
B<1l+a.

T —x)

Soluzione 8.27 - Il problema sta nel denominatore che € infinitesimo in 0.
Sviluppando con Taylor si ha che il denominatore ¢ infinitesimo di ordine 3:

23
tgx —x = §+0($4).

Ma si faccia attenzione che anche il numeratore € infinitesimo in 0 e si ha

1
1—cosz = 5302 + o(z?)

per cui
l—cosz 2 3
lim BT gy % 00
m =7 = lm x5 =
=0 = a—0+  x3/3 + o(x?)
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1
per cui per il confronto con / — dx lintegrale dato diverge positivamente.
o T

Soluzione 8.28 - Dalla soluzione precedente si ha che l'integrale dato
e finito per 38 — 2o < 1, diverge altrimenti.

Soluzione 8.30 - Scrivendo

e poiché

(-
lim —~ =1

T—+00 logz
x

all’infinito. Di conse-

. . . . : log x
si ha che la funzione integranda e asintotica a
x

guenza l'integrale dato diverge.
Diversamente si osservi che

el>t+1 — el —1>t
e quindi un confronto diretto fornisce

log « ]_Ol'
e%—lg &

=

8

T

e, nuovamente, poiché ffroo df = +o00 anche 'integrale dato diverge.

Soluzione 8.33 - Dividiamo in due parti 'integrale, visto che il deno-
minatore & infinitesimo in 0:

x +

/1 arctg @/ 2z d oo arctg 2z d
—_— ————dx.
0 x%+ sen/x 1 2%+ senyx

Il primo dei due integrali ¢ asinotico (in 0) a

11



Infatti

arctg /2y
1i z2+ sen /x i arctg /2 ﬁ _
m T = lim —— =
z—0+ QCT =0t T x? + sen+/x
z

ta/2
_ oy PrCteCz NI ) |

e—0t  xa/2 \/:?(x3/2+%;/5>

Da (8.2) si ricava che il primo dei due integrali converge per (1 —«)/2 < 1,
cioe per o > —1.
Il secondo converge perché all’infinito si ha

vl

lim arctg®/?z = <g)

T—>+00

e inoltre
1 1 1

< < —
22+1 " 22+ seny/z 22

per cui la funzione integranda & asintotica a 1/x? all’infinito. Da cio (si con-
fronti anche con la soluzione dell’Esercizio 8.14) si conclude che il secondo
integrale converge per qualunque valore di a.

Soluzione 8.36 - L’integrale va diviso nella somma di due integrali impro-
pri:
/+°° de /2 de /+°° dz
L 22 /1- 4 Loy /1—4 20 22 /1— 5
Per studiarne la convergenza si osservi che

S R B 1
x2ﬂ x2\/xi? a2 -1 zvr—1J/r+1

Per cui il primo dei due integrali & convergente perché la funzione & confron-

. . . 1 N . . ..
tabile (in 1) con la funzione NSt che ¢ integrabile in senso improprio in

(1,2); a 400 & confrontabile con ?12’ che ¢ integrabile in senso improprio in
(2, 4+00).

Per calcolarne il valore si possono fare i seguenti cambi di variabile:

1°) poiché

/+oo dr /+oo dax
1 g2 /1_%2_ 1 ava?—1

12



si puo usare il cambio canonico
x = cosht.

2°) altrimenti sostituendo y a 1/x in

oo dx
/ SR
1 2./1 = ?12
si ottiene
! 1
/0 V1—y2dy
che risulta sempre improprio, ma immediatamente integrabile. Si ha

+oo
- T
= lim (arcsenl — arcsenc) = 5

1 ¢ 1
. lim/ -
1 w/l—y2dy c—0t Jo ./1—y2dy c—0T

Soluzione 8.37 - L’integrale va diviso nella somma di due integrali impro-
pri e, come nell’esercizio precedente, scriviamo

Foo d 1 d Foo d
|t [t [T
0 22 /1-% 0 z4/1-% L2 1- 4

e ognuno dei due va diviso ulteriormente in altri due integrali impropri.

Quindi si ha
Foo dx dx ! dx
L s Y. L @
0 72 /1_%2 0 22 /1_% 1/2 o2 /1_%2
2 dz +oo dx
+ —+ e
142, /1 — ;12 2 22./1 = ?12
Questo integrale diverge perché diverge il primo dei quattro (gli altri tre
convergono).

dr =

1/2

Soluzione 8.39 - Converge per ogni o > 0 (Suggerimento: si veda un
analogo esercizio sulle serie).

Soluzione 8.40 - Suggerimento: si scriva 2% come %1982,

13



Soluzione 8.43 - Poiché si ha che

‘ COS T ‘ 2

~
coshz eT +e %

si conclude che 'integrale converge assolutamente.

Soluzione 8.44 - Si osservi che il denominatore ¢ un infinitesimo in 2.
Infatti, poiché
2 —l=x—2+o0(x—2)

si ha

e” 2 -1
Vi —2+e" 2 - 1=z -2 [1+]
v —2
e quindi passando al limite per z — 27 la funzione integranda converge a 2,
quindi & limitata (e continua fino a 2 se la estendiamo).
Quindi il problema che rimane ¢ solo quello a +o0o. Poiché

Vz2—4
i YEz2Her?ol 2
T—-+00 L

eT

si ha che 'integrale dato ha lo stesso carattere di

+oo
/ ze Tdx
2

che converge (come al solito, per confronto con 1/z% con a > 1).

Soluzione 8.45 - Si verifica che per a < 0 la funzione integranda tende a
400 per x — 400, per cui 'integrale non puo convergere.
Limitandosi ai casi in cui o > 0 si verifica che

d 1

dz 2% (log )P ¢ (definitivamente) negativa
x z*(log x

per ogni 5 € R se a> 0 e per ogni >0 se o =0. Per gli altri valori di «
e 8 essendo f non decrescente I'integrale improprio diverge. Essendo quindi

1
Jw) = x%(log x)B

14



definitivamente decrescente per tali valori di v e 8 possiamo usare il criterio
integrale per le serie e studiare

+o00 1

Z; n(logn)?"

Ancora: per i valori di a e 8 per i quali f decrescente ¢ decrescente anche
la successione

1

tn = n®(logn)?

e quindi si puo applicare il criterio di condensazione di Cauchy e studiare la

serie
“+o00

Z z
B
= (Qn)an

che avra lo stesso carattere della serie, e quindi dell’integrale di partenza.
Si conclude che l'integrale dato converge se e solo se

per ogni 8 € R se a > 1, per 8>1sea=1

e diverge positivamente negli altri casi.

Soluzione 8.46 - Si effettui il cambio di variabile y = 1/x per concludere
che l'integrale dato converge se e solo se

perogni B € Rsea<1, per3>1sea=1

e diverge positivamente negli altri casi.

Soluzione 8.47 - Soluzione 8.48 - Soluzione 8.49 - Innanzitutto sepa-
riamo lo studio in due integrali

1 +o0
I :/ 2 senz® dx, I :/ 2” senz® dx
0 1

e partiamo dallo studio del primo integrale, che puo essere improprio per
valori negativi di 8. Poiché



si ha che tale integrale converge se e solo se
B+a>-1 — B>—-a—1.

Per studiare I usiamo il cambio di variabile y = x®: si ottiene

+oo +oo Bil-a
/ 27 senz® dx :/ y «a  senydy
1 1

Btl—a Btloa
6

per cui se esponente ¢ nagativo la funzione f(y) =y o  risul-
ta decrescente e possiamo applicare i criteri noti per dedurre la conver-
genza dell’integrale. Tale esponente risulta negativo (si ricordi che stiamo
considerando « > 0) se

B<a-—1.
In particolare
+0o0 +0o0
/ senz?dr e Vzsenz? dz convergono
0 0
e in generale, dato o > 0,
+oo
/ 2P sen z® dx converge per —a—-l<fB<a-1.
0
Analogamente si ha che
+oo +oo
/ cosz’dr e Vz cos z? dx convergono
0 0
e in generale, dato o > 0,
+00
/ 2 cosz® dz converge per —1l<p<a-—1.
0

Si noti la diversa limitazione, rispetto al caso precedente, dal basso per (3.
Perché?

1 n
Soluzione 8.51 - La funzione f(x) = 8% en e, definitivamente, de-
x

crescente. Infatti

1
f(z) = - [n — log x”} <0 per ogni x > e

16



per cui possiamo applicare i criteri noti. Infatti, anche se f non & decrescente
per ogni x > 1, possiamo (analogamente alle serie) scrivere

+<>01 n e] n +Ool n
/ o8 senazd:c:/ o8 senxder/ o8 senx dx
1 x 1 x e x

e studiare solamente il secondo come integrale improprio.
Soluzione 8.52 - Converge assolutamente.
Soluzione 8.53 - Il primo converge, il secondo diverge a +oo.

Soluzione 8.55 - L’integrale converge per ogni n € N. Infatti la funzione

n

= :L.loga:
ha derivata definitivamente negativa:

1

- n/2
(xlogw)2 ’

x”flxlog’”[n—Qlogaz}<O — zx>e

fulz) =

Per quanto visto per mostrare la convergenza degli integrali oscillanti e dalla
stima sul resto per le serie a termini a segno alterno,

+o0
E (_l)na’n g ag ,
n=~k
si ha
oo .n (k+1)7 "
/ msenﬁﬂdl' g/ m|senx|dl‘
kr T8 km o8
e, supponendo kr > ¢/2, si ha

+o0o "
/ Tgx senx dx
km x

Per una dato a > 0 si consideri k € N tale che (k — 1)7 < a e k7 > a, cioe

k—1:[3}.

™

(k+1)m n n
< / x dr < ﬂ
i rlogx (kﬂ-)log km

17



Si ha, usando la monotonia di f, e supponendo kr > /2,

+oo " a " “+o0o "
lisenxda:— ﬁsenxd:c: lisenxda:
0 rlogx 0 ogx “ rlogx
km " +o0 "
= ; senx dx + ooz senx dx
e T ogx ir T ogx

km n +00 n
T T
g’/ msenxdx / msenﬂjdfﬂ
a < & kn X &
an

km)™
(kw—a)—i—w(k(ﬂ)lo)gmg

n

<

+ <

~ qloga
n n

_|_

< a
= Traloga

a
T = 2T
qloga aloga

Ora si fissi ora € > 0: per trovare a tale che sia soddisfatta la richiesta
iniziale sara sufficiente scegliere

n

2 < e.

™
aloga

In generale si deduce quindi che una stima di

+oo
(x)senxdx|,
a

con f decrescente ed infinitesima all’infinito & data da

27 f(a).

Soluzione 8.56 - Nella figura riportata di seguito in rosso ¢ traccia-

to il grafico della funzione x — —, in blu il grafico della funzione

1+=x

r+— —————— per lo stesso valore di a.. Poiché ¢ evidente che
1+ z%| sen x|

1 1
1+z%senz| =~ 1+ a2

e che

+00 1
/0 1_i_l‘ada::—i—oo per a <1

si conclude che per tali valori di o anche I'integrale dato diverge, ma questo
non chiude lo studio del problema proposto.
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Osserviamo piu in dettaglio una delle cuspidi della funzione integranda:

derivando la funzione !

Ay + 29| sen x|

f(z)

nell’intervallo (km, (k4 1)m) con k pari in modo tale che senz sia positivo

si ottiene
a—1 o
azr senzx + x%cosx

(14 z|senx|)?

/@) = -

per cui in k7 la derivata ¢ —(km)®. Analogamente il limite della derivata
da sinistra di f nel punto kx ¢ (km)®. Di conseguenza la rette tangenti ai
grafici di

1 1
T — e _
1—2%senx 1+ x%senx

nel punto k7 sono
r@) = k)2 —km) +1=0 o p@) = —(kn)* (@ — kr) +1=0

i cui grafici sono tratteggiati in figura.
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Chiaramente considerando i due punti kr —7/2 = (k—1/2)mt e kn + /2 =
(k 4+ 1/2)7, marcati in figura da un “quadro”, si ha che

kn+m/2 1
/‘ S
kr—r/2 1+ 2% senz|

dove Aj denota l'area del triangolino isoscele i cui due lati maggiori sono
tratteggiati. Valutiamo allora I’area Ay. Troviamo prima i due punti in cui
si annullano le due funzioni r e p:

1
(km)e

r(z) =0 peraz=kr— p(x) =0 perx=kr+

(km)e
per cui la base del triangolino ¢ data da

1 1 2
k —— | = |k = .
o+ o)~ (7 + G ) = o

Concludiamo che

k7r+7r/2 1 1
/ ————dr > Ay =
kr—mj2 1+ 2% senz|

Questa stima non ci aiuta, visto che, per a > 1, la serie

400 1
Z (o) converge.
k=1

Proviamo allora con una stima dall’alto. Scrivendo

o0 1 +00 (k+1)7‘r 1
/ dm:§:/ . S
o 14 z% senz| b 1+ x| sen z|

k=0

20



stimiamo in altro modo ogni singolo termine

(k-l—l)ﬂ' 1
/ S S
b 1+ x| sen z|

Come mostrato in figura stimiamo dal basso la funzione | sen z| con una
funzione lineare a tratti, evidenziata in rosso.

km (k+1)m

Precisamente (il coefficiente 1/2 & scelto arbitrariamente, un qualunque altro
numero tra 0 e 2/7 va comunque bene)

%(x—knr) per x € [kﬁﬂ',k‘ﬂ"f'g} ,
|senz| > g(z) := )
—i(l‘—(k—l-l)ﬂ') per x € [lmr—l—g,(k:—l—l)w] .

Inoltre
z¢ > (km)® per z € [km, (k+ 1)7] .
Di conseguenza si ha che

1 1
<
1+ a%senz| ~ 1+ (kr)*g(z)

in [kn, (k+1)7]

e il grafico del termine a destra ¢ evidenziato in rosso in un tratto [k‘T(, (k+
l)ﬂ] nella figura che segue. Ora integriamo

(k+1)7 1
[ g
ko LA (km)g(z)
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b (k1)

Per fare cio ci possiamo limitare a valutare l'integrale su meta intervallo,
la parte dove & maggiore,

(k+1)7 1 (k+1)7 1
/ g / da
k2 1+ (km)g(z) krtay2 L= (km)*(z = (k+ 1)m)/2

e raddoppiare poi il risultato. Si ottiene

(k+1)7r 1
/k (k) (kD) Gy dx =

/2 ———— + 1 — 2)ax
2 (k1) (kme V[
T T T
= — 1 1— =
G G e
kn+m/2
2 (km)*(k+ 1)m (km)etl  (km)or
(km)e Og( 2 + 2 4
2 (km)*m 2
=—1 1 < log (1 + (km)%) <
iatoe (14 87T < 2 on 14 ()
2 2c
< 1 2km)*) = log(2k).
g 08 (2h)") = 75 og(2km)
A questo punto, osservando che la serie
log k
koz

k

converge per a > 1, finalmente si conclude.

Soluzione 8.58 - Per questo esercizio, come per gli altri simili a questo,
va utilizzato il confronto tra serie numeriche e integrali impropri in maniera
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accorta. In maniera simile a quanto fatto nell’Approfondimento a fine

paragrafo 5 della parte di teoria, si puo osservare che, poiché

1
arcsen Jn

lim —Y" =1,
n—-4o00 —_

vn
si ha che per ogni € > 0 esiste NV € N tale che

1 1
(1 —¢)—= < arcsen — < (1 +¢)

Vn Vn

Da quanto visto a teoria sappiamo che

W
N

L
li n=1 \/ﬁ
N—lg-loo N 1

o VT

(8.3)

Si osservi che non ¢ importante (in questo caso!) che lintegrale parta da
1, da un qualunque numero positivo o da 0, visto che comunque 'integrale

|

—— dx ¢ convergente, qualunque sia £ > 0. Ad ogni modo si pud con-

0 V7

siderare, come al solito, il seguente limite, ottenendo sempre il medesimo

risultato:

I il =1
N—1>I—I&—1<>o N
/ —dx
1 x
Poiché da (8.3)
Ny N N
— < — < (1 —
( 6)7; = nz_:larcsen\/ﬁ ( —|—€); =

e inoltre

si conclude che

N 1 N 1
Y h_q arcsen —= D o arcsen —=
2(1 — €) < liminf == vn < lim sup —— vn

n—+00 \/N n—-+o00 \/N
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Poiché cio e vero per ogni € > 0 si deduce che il limite

SNV arcsen =
. n=1 n
lim Vn

N—+o00 \/N

esiste ed e uguale a 2.
Di conseguenza, dato A > 0, si puo scegliere la successione

oppure si puo scegliere A = 2 e prendere semplicemente by = v N.
La conclusione & che per ogni successione a,, asintotica a 1/y/n vale

N
lim 21 O =A

N—+oo \/N

per un qualche X\ € (0, +00).

Soluzione 8.59 - b, = (logn)?

Soluzione 8.60 - b, = loglogn.

Soluzione 8.61 - Sappiamo che la funzione
fi(x) = ate™™

¢ definitivamente decrescente, integrabile in senso improprio in (0, +00) e
+oo
/ zhe " dax = k.
0

Sappiamo (si veda la parte di teoria riguardante la gamma di Eulero) che la

funzione
+oo
F(t) := / zle™" dx
0

ha massimo in t, per cui

k k k
+1
;gigw per x € [n,n+ 1] fintanto che n +1 < k,

<— < — perz € [n,n+1] sen>k.
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Nell’ipotesi in cui IV sia maggiore di k si ha che
N-1

N k k— k N 1k
IR DR VR IR I

n=k—1

N N k
/ xdx+/ xke_xdx:/ xke_xd:c—i—/ 2Fe " dx .
k—1 0 k—1

Mandando N a 400 si ottiene

+o0 k +o00 k k
Z — / ke " do + / ke T dr = k! + / 2Fe " dx .
€ 0 k-1 k—1

D’altra parte in maniera analoga si ha

k— 1 N
_ n >
Zen Zen Z Z ean i +Z;n/
n= 1 n=k-+1 n=0 n=k+1

k N N E+1
> / 2Fe " dr + / Fe ™ dy = / zFe ™ dx — / 2Fe ™ dx
0 k+1 0 k

e mandando N a +oo si ottiene

k+1 +oo L k
k:!—/ 2FeTdr < S = Zék!—i—/ 2¥e " dx.
k k—1

Ora, per dare la stima per la quantita
Nk

g N

en
n=0

si puo supporre che N sia maggiore di k e, integrando per parti iterativa-

mente, si ottiene
+o0 400
- / kot l(—e ) dx =

“+00
/ e dy = —xFe ™
N N N

—+o00
= Nke=N 4 k/ 2" le T dy =
N
—+o00
= NFe™ ™ 4 kNFte™N 4 k(k — 1)/ 2* 2 dx =
N

k

k .
Kl oo N7

:Z,'NJGN—i—k!/ efxd:c:eka!Z,—'.
=1 J: N J:

J=0
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Per cui

n=0

nk
— =

e

“+o00

D

n=N-+1
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