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In queste dispense viene distribuito del materiale che riteniamo possa essere utile allo
studente che si avvicina allo studio del corso di Analisi Matematica I. Vengono forniti i testi
di alcuni esercizi relativi agli argomenti del corso di Analisi Matematica I per la Facolta di
Ingegneria di Lecce, con alcune proposte di soluzione. Teniamo a sottolineare che la nostra
¢ solo una proposta di risoluzione, ricordando che una qualsiasi soluzione alternativa, se
corretta, € del tutto equivalente.

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo (%) sono da ritenersi facoltativi, nel senso che,
solitamente, non sono ritenuti necessari per il superamento dell’esame scritto di Matematica
I della Facolta di Ingeneria di Lecce, fermo restando che almeno un tentativo di risoluzione
da parte dello studente ¢ quantomeno auspicabile.

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo (%) sono da ritenersi difficili; per la risoluzione
di tali esercizi non € comunque richiesta altra conoscenza al di fuori di quella fornita durante
le lezioni, ma solo un po’ pit di gusto e buona volonta da parte dello studente.

Sottolineiamo infine che con il presente eserciziario non si intende assolutamente sostitui-
re un qualsiasi testo teorico di Matematica I; consigliamo anzi di avere ben chiari i concetti
di teoria prima di apprestarsi ad affrontare gli esercizi.

In ultimo, chiediamo scusa per eventuali errori esistenti nel presente eserciziario, e invi-
tiamo chiunque trovi delle inesattezza, a segnalarcele prontamente in modo da provvedere
alla loro correzione.

Lecce, 26 settembre 2003,

Michele Miranda
michele.miranda@unile.it

Fabio Paronetto
fabio.paronetto@unile.it




Preliminari

In questo capitolo viene fornita una piccola proposta di esercizi da considerarsi di riscalda-
mento, nel
Risolvere in R le seguenti equazioni e disequazioni:

1. —x>0; 3x—-62>0; 4—-8x<0
2. 2242-6>0; —254722-12>0
3. 22+41>0; (z—12>0; Va2>0
4. 28 —-22"—-325<0

5. x99 —28 <0

6. +/lz[>0

7. (—-1)3>0

8. 2z +2z* —28x—-48=0

9. 27232 /x>0

10, —922+122—-4>0; 2*—-222-8<0

11 1+ 1 T >0
’ €T x—1 x—2
10 -9 7T—x
12, —— >6—2a%; ——=>0; <1
PR A LN pa S B P

13, 23 4 < |z + 43
4. |z42/>2

dal 4

15, —/——
x? —2lx| -3~

6. 2[2® —z|>z|; |z+3]-2>0; (z+1)2%<|z?-1]

17. 222 - 162+ 31| <1; a>2(z|—1)

1

*

r—1 2¢ — 1
>1. ‘ ’ 2. 1-2
‘$_7 > | < ||z +1]—2| >3
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19. Vdz?2 -1 <z -3
20. V22—-1>+vz22-3

21, |z|(1 —22%)1/2 > 222 — 1
22. Si dimostri, usando la definizione di modulo, che:
|z +y| < [z] + |y
per ogni z,y € R.
23. Trovare i valori di € R per cui e verificata la seguente diseguaglianza:

a3 — 222

FEmTC TR
24. Risolvere la seguente diseguaglianza:
||:L' — 4| - 3:0‘ > 2.
Principali formule trigonometriche:

sin?x +cos?z =1

sin(z +y) = sinxz cosy + coszsiny
cos(z 4+ y) = coszcosy — sinxsiny
Ricavare, usando le formule precedenti, le seguenti uguaglianze:

1. sin(z — y) =sinx cosy — cosx siny

2. cos(x —y) = coszcosy + sinzsiny

3. sin2z = 2sinxcosy ; cos 2z = cos? x — sin® x
1 —cos2x
4. sin’z = —————
2
14 cos2x
5. cos’x = 1hcostr
2
T —
6. sinz +siny = 2sin cos 2y




7. sinx —siny = 2sin

2
T T —
8. cosx + cosy = 2cos cos 5 Y
x T —
9. cosx —cosy = —2sin sin 5 Y

1. f
2. f
3. f
4. f

Disegnare gli insiemi di R? soddisfacenti le seguenti equazioni:
1. 22+ y? — 4o+ 6y = —11
2. 202 + 9?2 — 122 — 4y +18 =0
3. 22 -8y —14x+49=0
4. 22 + 10z + Ty = —32

T+ 4
T+ 3

6. 5—-3x—y+ay=0

5.y =

7. Determinare i seguenti insiemi:

S={zeR:|z+1]+|z] <2}

S:{zER:\/lJr—zQ>2z}

S:{zER:\/lJr—zQSM}
S:{xeR:(xQ—Sx—27)\/m>o}

S={(z,y) ER?: |z|+ |y| < 1}.
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Capitolo 1

Numeri Reali

1.1 Rappresentazione decimale dei numeri reali.

Sia @ € R, a > 0. Consideriamo la parte intera di a (definita come il pit grande intero
minore od uguale ad a la quale si denota con [a))

Si ha che
no<la<nyg+1.

Definiamo ora mg = a — ng € [0, 1) e consideriamo

n1 = [10me] € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .

Si ha che )
. ni1 ni
<1 1 d — < — 4+ —
n1 < 10mg < ni + a cul 10_m0<10+10
e quindi, per definizione di mg,
SESLL A L S
n —<a<n — + —.
o770 ~ °T 70 " 10
Se ora definiamo
. ny n1 c |:0 1 )
e T ) Bl A T)
e consideriamo
ny = [10°m4] € {0,1,2,...9}.
otteniamo
2 . ni1 ni 1
no < 10°mp <no +1 da cui 1—02§m1<1—02+1—02
e quindi infine
L R A L L T
n —+-—=<a<n —+ =+ —.
" 70 " 102 — 770 " 102 " 102




CAPITOLO 1. NUMERI REALI

Continuando a ragionare in modo analogo possiamo costruire due successioni

ny no Nk
A = Mmoo
A TR T AT
con ng € {0,1,2,...9}
n1 n2 Nk 1
By = L S
A T R TR TR TiT
con la proprieta che
(11) A <a< Byg.

Si considerino gli insiemi S = {Ag, 41, As,...} e T = {By, B1,Ba,... }. Da (1.1) si deduce
che S & limitato superiormente, per cui ammette estremo superiore finito. Proviamo che
Iestremo superiore di S ¢ a.

Fissato € > 0 dobbiamo trovare un k € N tale che

A >a—c¢.

Ma cio e equivalente a

L L
a—no+—+-—=S++-—<c¢.
770 " 102 10
Ma da (1.1) deduciamo che
TR AR
R TIREETE 105 = 10

quindi & chiaro che & sufficiente scegliere k in modo tale che valga 1/10% < ¢ (k > log;,e71).
In modo analogo si prova che inf 7" = a.
Se a < 0 si puo considerare, ad esempio, la decomposizione di —a e poi cambiare di segno.

Osservazioni - Come prima cosa osserviamo che, per ogni numero reale a, abbiamo co-
struito una successione (una particolare successione) di numeri razionali che approssimano
il numero a. Questo mostra che Q ¢ denso in R (vedi dispense di teoria). Si possono costrui-
re infinite successioni di razionali approssimanti il numero a, ma quelle che abbiamo scelto
sono quelle che usualmente usiamo (approssimazione decimale per difetto e approssimazione
decimale per eccesso).

Per esercizio costruire un’approssimazione in base 8 anziché in base 10.

Altra cosa da osservare & che ogni numero, nella rappresentazione decimale, ha solo un nu-
mero finito di ng non nulli ¢ un numero razionale. Non & vero il viceversa!! Ad esempio i
numeri la cui parte decimale & periodica (a — [a]). Si consideri ad esempio il numero

a=1,3232323232. ...

La parte decimale ha periodo 2. Moltiplico allora per 102 (esponenete ¢ la lunghezza del
periodo) e ottengo
10%a = 100a = 132,32323232. .. .

Sottraendo a a 100a si ottiene

131

99a = 131 d i .
a a cui a= -5

10



1.2. ESERCIZI

1.2 Esercizi
Esercizio 1.2.1 Dimostrare che se 27, z'? € Q, allora anche z € Q.
Esercizio 1.2.2 Dimostrare che v2 € R \ Q, cioe V/2 ¢ irrazionale.
Esercizio 1.2.3 Dimostrare che se p € N ¢ un numero primo, allora ,/p ¢ irrazionale.
Esercizio 1.2.4 Dimostrare che y/n con n € N o & intero o & irrazionale.
Esercizio 1.2.5 Dimostrare che se § # A C B C R, allora

inf B<infA <supA <supB.
Esercizio 1.2.6 Dati A, B C R non vuoti, dimostrare che

sup(A U B) = max(sup 4, sup B),

inf(A U B) = min(inf A, inf B).

E per AN B che cosa si puo dire, nel caso in cui AN B # (0?7

Esercizio 1.2.7 Dimostrare che, dato un insieme A C Ry = {x € R:z > 0} con A # 0,
allora definendo
B={reR;y:1/ze A}
vale
ﬁ se inf A >0

supB{ 400 se inf A=0,

mentre 1
1nfB: m se supA<+oo
0 se sup A = +o0.

Esercizio 1.2.8 Date due sezioni A e B di R (cio¢ due insiemi disgiunti la cui unione &
tutto R e A < B), dimostrare che ammette un unico elemento separatore. Questo & vero
pure in Q7

Esercizio 1.2.9 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A=N.

Esercizio 1.2.10 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A=[0,v2)NQ.

Esercizio 1.2.11 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max

. A:{\/g(l—%):neN*}.

Esercizio 1.2.12 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A=[3.7).

11



CAPITOLO 1. NUMERI REALI

Esercizio 1.2.13 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A=1[-3,3)U{5,11}.

Esercizio 1.2.14 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;
1
A=< (-1)"—:neN*}.
{ors,
Esercizio 1.2.15 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max

0 min;
5 _
A:{M:neN}.
n+3

Esercizio 1.2.16 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max

0 min;
NG Vi
A{1+n2 :neNy.

Esercizio 1.2.17 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A={zeRy:cosl/xz=0}.

Esercizio 1.2.18 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max

0 min;
1
A=¢—: RS.
{1+w2 e }

Esercizio 1.2.19 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A={a":neN}
con a > 0.

Esercizio 1.2.20 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max
0 min;

A= {al/" in € N*}
con a > 0.

Esercizio 1.2.21 Dimostrare che per I'insieme

A={a?:0€Q,0>0},

si ha che
0 sea>1
inf A = 1 sea=1
400 sel<a<l,
mentre
400 sea>1
supA=+<¢ 1 sea=1
0 se0<a<l1
e non si tratta di massimi o minimi, eccetto nel caso a = 1 in cui l'insieme si riduce a

A={1}.

12



1.3. SOLUZIONI

Esercizio 1.2.22 Determinare sup e inf del seguente insieme, indicando se si tratta di max

0 min;
2 2
n°+m
A{i:n,mEN,n#m}.
n—m

Esercizio 1.2.23 Ripetere gli esercizi dall’8. al 20. cercando estremi superiore, inferiore,
massimo e minimo in Q invece che in R.
1.3 Soluzioni

Soluzione 1.3.1 Se z7,z'? € Q, allora anche

x5:2172€@,
e quindi pure
7
xQZ%GQ,
xgzz—ze(@,
z:z—EEQ,

che era cio che si voleva dimostrare.

Soluzione 1.3.2 Supponiamo che /2 sia razionale; possiamo allora scrivere v/2 = a/b, con
a,b € Ne MCD(a,b) =1 (massimo comun divisore pari ad 1, cioe la frazione a/b ¢ ridotta
ai minimi termini). Ma allora si ha che 2b? = a2, cio¢ a? ¢ un numero pari e quindi a deve
essere un numero pari a = 2a;. Ma allora b? = 2a?, e ne segue che pure b deve essere pari,
ma cio contraddice il fatto che MCD(a,b) = 1.

Soluzione 1.3.3 Con una piccola variazione dell’esercizio precedente, se fosse /p € Q,
sarebbe /p = a/b con a,b € N primi tra loro. Ma allora si avrebbe, facendo un’analisi dei
fattori primi che compongono i numeri a e b, che nell’espressione

pb* = a”,

il fattore p comparirebbe un numero dispari di volte nel membro di sinistra, mentre compa-
rirebbe un numero pari di volte in quello di destra. E questo non ¢ possibile.

Soluzione 1.3.4 Se decomponiamo n in fattori primi, abbiamo due possibilita; o tutti i
fattori compaiono con una potenza pari (in questo caso n sara un quadrato perfetto), oppure
almeno un fattore compare con potenza dispari. Detto n; tale fattore, se fosse v/n € Q,
avremmo

V=L pgen
q

Quindi ng? = p?, da cui il fattore n; comparirebbe con una potenza dispari nel membro di
sinistra e con una potenza pari nel membro di destra. Ma cio non e possibile.

13



CAPITOLO 1. NUMERI REALI

Soluzione 1.3.5 Dato a € A, siccome a € B allora
inf B<a<supB,

cio¢ il numero sup B & un maggiorante e inf B ¢ un minorante per A; dalla definizione di
estremo superiore e inferiore ne segue quindi che

inf B <inf A <sup A <supB.

Soluzione 1.3.6 Se a € AUDB allorao a € A e quindi inf A < a < sup A, oppure a € B da
cui inf B < a < sup B. In definitiva, si ha che

min(inf 4, inf B) < a < max(sup 4, sup B)

da cui il fatto che il numero
L = max(sup A, sup B)

& un maggiorante per AU B e
I = min(inf A, inf B)

¢ un minorante. Dimostriamo che L = sup A U B; abbiamo due possibilita, o L = sup A
oppure L = sup B. Se L = sup A, allora, per definizione di estremo superiore per A, segue
che per ogni ¢ > 0, esiste a. € A tale che L — ¢ < a.. Ma dato che A C AU B, allora
a: € AU B e quindi abbiamo trovato che per ogni € > 0, L — ¢ non ¢ pitl un maggiorante
per AU B da cui L = sup(A U B). Il ragionamento & analogo nel caso in cui L = sup B e
nella discussione di I. Nel caso di ANB con ANB # (), in generale non c’¢ nessuna relazione
tra gli estremi superiore ed inferiore di A e B con quelli di AN B. Basti ad esempio pensare
agli insiemi

A=(-1,1)U(3,4), B=(—4,-3)U(0,2)
incui AN B =(0,1) da cui

inf(ANB)=0, sup(ANB)=1,
infA=—-1,supA=4, infB=—4.supB =2.

Soluzione 1.3.7 Supponiamo anzitutto che inf A > 0 e che sup A < +00; quindi se b € B,
allora 1/b € A, da cui

1
inf A< 7 <supA,

da cui
1 1
<b ,
supA — ~ infA

e quindi

<inf B < B< .
sup A SHEESSUPE =

Analogamente, scambiando i ruoli tra A e B si puo vedere che

1
<infA < A<
supB — A= sub A = inf B’

14



1.3. SOLUZIONI

e quindi in definitiva
1 1
=inf B B= .
inf B, sup A

Vediamo cosa succede se sup A = +oo (la dimostrazione nel caso in cui inf A = 0 sara
analoga). Dire che sup A = +oo significa dire che per ogni M € R, esiste a € A tale che
a > M, cioe che

O<1<1
a~ M’

Questo prova quindi, dall’arbitrarieta di M, che inf B = 0, dato che 1/a € B.

Soluzione 1.3.8 Dal fatto che A < B (cio¢ a < b per ogni a € A e b € B), si ha che ogni
elemento b di B & un maggiorante per A, cioé sup A < b per ogni b € B. Quindi sup A & un
minorante per B, cio¢ sup A < inf B. Dobbiamo dimostrare che sup A = inf B = «, in modo
che « sia I'unico elemento separatore; se cosi non fosse, si dovrebbe avere sup A < inf B, e
quindi potremmo trovare un elemento x € R con sup A < z < inf B. Ma allora si avrebbe
x ¢ Aex ¢ B, ma cio contraddice il fatto che R = AU B.

Soluzione 1.3.9 Si ha chiaramente che 0 < n per ognin € N e 0 € N, quindi inf N =
min N = (. Inoltre, siccome per ogni x € R esiste, per la proprietda Archimedea dei numeri
reali applicata alla coppia (1,n), un n € N tale che n > =z, segue subito che N non &
superiormente limitato, cioe sup N = +o0.

Soluzione 1.3.10 Siccome 0 € A e 0 < a per ogni a € A, si ha che 0 = inf A = min A. Per
quanto riguarda l’estremo superiore, siccome

A={qeQ:0<q<V2},

si ha chiaramente che sup A < /2. Inoltre, siccome il numero irrazionale v/2 pud essere
approssimato con numeri razionali (cioe per ogni € > 0 esiste ¢ € A tale che V2—e<q<

V/2), si ha che sup A = /2.

Soluzione 1.3.11 Siccome 1 — 1/n < 1 per ogni n € N*| si ha che
1
¢§(1——)(<v§, Vn e N¥,
n

cioe a < v/3 per ogni a € A. Inoltre, siccome per ogni € > 0 esiste ng € N* tale che

1
l-e<1-——,
1o

ne segue che v/3 = sup A. Tale sup non & un min, in quanto per nessun n € N* si ha che
1 —1/n = 1. Per quanto riguarda l'inf, siccome 1 — 1/n > 0 con uguaglianza se e solo se
n = 1, si trova che inf A = min A = 0.

Soluzione 1.3.12 L’insieme A ¢ dato da
A={reR:3<z <7}

E chiaro quindi che 3 & un minorante di A e 7 un maggiorante. Siccome poi 3 € A, allora
3 = min A = inf A; invece 7 € A, quindi 7 non ¢ il massimo. Per vedere se esso ¢ I'estremo

15



CAPITOLO 1. NUMERI REALI

superiore, dobbiamo verificare che per ogni e > 0, esiste . € A con 7—¢ < z.. Basta quindi
scegliere ad esempio z. =7 — /2 e (se € < 8) si ha che

T—e<x: <7,
e quindi z. € A e quindi 7 = sup A.
Soluzione 1.3.13 Siccome
A={xeR:-3<z<3}U{5 11},

abbiamo che —3 & un minorante e 11 & un maggiorante; inoltre —3,11 € A, quindi —3 =
min A =inf A e 11 = max A = sup A.

Soluzione 1.3.14 Se poniamo

1
= (—1)"—
Qn ( ) 27’L7
abbiamo che |a,| < 1/2 per ogni N*, cioe
1 < < 1
—=<a =,
2= "= 2
Quindi 1/2 & un maggiorante e —1/2 & un minorante. Inoltre a; = —1/2 e quindi

1
—5 = min A = inf A.

Notanto ora che per n pari a, > 0 e per n dispari a, < 0, per determinare il sup ci
concentriamo sugli n pari. Ma se n € pari, possiamo scrivere n = 2k con k € N* e quindi

1 1
< Z
4k — 4

an = a2k =
per ogni k € N*. Quindi 1/4 & un maggiorante e siccome as = 1/4, concludiamo che

1

1= max A = sup A.

Soluzione 1.3.15 Possiamo scrivere

Notando che poi, posto

e a5 = 0, se ne ricava che

0 =min A = inf A.

Inoltre per n > 5, si ha che

a, =1—

n+3
si conclude che

5
3= max A = sup A.

16



1.3. SOLUZIONI

Soluzione 1.3.16 Posto 1)
_1)n

=

si ha che a,, > 0 per n pari e a,, < 0 per n dispari. Inoltre per n dispari a,, > —1/2 e
a1 = —1/2, quindi

—— =min A = inf A.
Infine per n pari, a, <1 e ap =1, quindi

1 = max A = sup A.

A{%<2kz1+1>:k€N}

in quanto cos1/xz = 0 se e solo se

Soluzione 1.3.17 Si noti che

Quindi, siccome 0 < a, < 2/7 e ag = 2/, si ottiene che
2
— =max A =sup A.
T
Per vedere che 0 = inf A, dobbiamo provare che Ve > 0 esiste un x. € A, cioe un k. € N con

2 1 )
e a2k +1) %

Ma un tale x. lo troviamo se scegliamo k. in modo che

1 1
k - _ =z
e > e 2]
e quindi
0 = inf A.
Soluzione 1.3.18 Notando che Vo € R
1
— <1
241~

e 1 € A, si ha subito che
1 = max A = sup A.

Inoltre per ogni z € R, 1/(1 + 2?) > 0 e quindi 0 < inf A. Mostriamo che in realtd 0 &
Pestremo inferiore. Dobbiamo quindi trovare, per ogni ¢ > 0 un a. € A (e quindi un z. € R)
tale che )

= —F < E&.
14 a2

Qe

17



CAPITOLO 1. NUMERI REALI

Basta quindi che x. € R sia scelto in modo che

1
|ze] >/ = —1
5

0 =1inf A.

per concludere che

Non potra infine essere un minimo in quanto non esiste alcun x € R per il quale 1/(1+2?) =
0.

Soluzione 1.3.19 Ci sono tre possibilita; o a = 1, 0 0 < a < 1, oppure a > 1. Nel primo
caso abbiamo che A = {1} e quindi

1 =min A = inf A = max A = sup A.
Nel caso in cui a > 1, notiamo che
(1.2) a"=ad"" ' >a" > a>1,
e quindi si ha subito che
a = min A = inf A.

Dimostriamo che sup A = +00; per dimostrare questo bisogna mostrare che fissato comunque
un numero reale M € R, esiste un elemento ap; € A tale che ap; > M. Bisogna quindi trovare
un esponente ny; € N* tale che ™™ > M; per far questo, partendo da (1.2), si ricava che

an_a — an_an—1+an—1_a

= (@ —a""H+ @t —a"")+...+ (a®* —a)

= " Ya-1D+a"*(a—1)+...+ala—1)

> (a—1)+(@a=1)+...4(a—1)
(n—1)—addendi

= (-1a-1)

e quindi
a>(mn-1)(a—1)+a.

Per soddisfare la condizione a™ > M bastera quindi prendere

M -1
a—1"

n =

Infine, nel caso 0 < a < 1, si noti che 1/a > 1 e che

da cui si deduce, grazie all’Esrcizio 1.2.7 che inf A = 0 e non si tratta di un minimo, mentre

sup A = max A = a.
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Soluzione 1.3.20 Consideriamo dapprima il caso a > 1; notiamo che se n < m allora
al/n > al/™ ¢ quindi

a'/" <a, VneN*,
e questo prova che

supA =max A = a.

Inoltre, si puod dimostrare che (vedi Esercizio 3.1)

al/"gl—i—a_l.
n

Difatti, dato che a > 1, anche a!/" deve essere maggiore di 1, e quindi possiamo scrivere
a'/™ =1+ h,,

o analogamente

a=(1+hy)".
Usando quindi la disuguaglianza (3.1), si ottiene che

a>1+nh,,
da cui hy, < (a—1)/n, e quindi

l<atim<ty @2t
n

Questo mostra che, siccome per ogni € > 0 esiste n € N con (a — 1)/n < ¢,
1 = inf A.
Nel caso a € (0, 1), grazie all’Esercizio 1.2.7, si avra che
supA=1, infA=a.

Soluzione 1.3.21 Iniziamo con il considerare il caso ¢ € Q4 ; notiamo che se g1 > g9, cioe,
scritto o1 = p1/q1, 02 = p2/q2 (P1,p2, 192 € N), se p1g2 > paq1, allora

e se a < 1, allora a?* < a?? in quanto aP19? < P27,
e se a > 1, allora a?' > a? in quanto aP'% > qP2%.

Quindi, dato che per ogni 9 € Q4 esiste n € N tale che n < p < n+ 1 se g > 1, mentre
1/n<p<1/(n—1)se0 < p<1,il risultato dell’esercizio seguira identicamente da quello
dell’esercizio precedente. Infine, se o € Q_, avremo che

—0
o (1
a )

e possiamo ancora concludere grazie all’esercizio precedente.
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Soluzione 1.3.22 Notiamo che l'insieme
Ap={n:neN'}CA

in quanto basta porre m = 0 nell’espressione

n? +m?

n—m
Quindi, dato che sup Ag = +00, si ha che pure sup A = +oco. Inoltre, siccome pure
Bo={-m:meN"} C 4,

avremo che inf A = —co in quanto inf By == cc.

Soluzione 1.3.23 I risultati degli esercizi dall’8. al 20. restano gli stessi tranne che;
e negli esercizi 9., 10. e 16. non esiste 1’estremo superiore;

e in 19. e 20. bisogna distinguere i casi in cui a € R\ Q e a € Q. Nel primo caso si ottiene
ANQ = () e quindi non si hanno estremo inferiore e superiore, mentre nel secondo
caso si procede come se fossimo in R.

1.4 La funzione esponenziale

In questa sezione definiamo la funzione esponenziale e dimostriamo le sue principali pro-
prieta.
Definiamo, fissato a > 1 la funzione f : R — R, ponendo

(1.3) f(z) =sup{a” :r € Q,r < z}.

Vediamo un po’ di proprieta della funzione f appena definita; anzitutto, osserviamo che
per ogni z € R, f(x) € R4, cioe f & ben definita. Infatti, il fatto che f(z) > 0 segue
semplicemente dal fatto che per ogni r € Q a” > 0, e quindi anche

sup{a”" :r € Q,r <z} >0, VreR.

Il fatto poi che f(x) < 400 si dimostra notando che per ogni z € R esiste n € N con z < n,
e quindi, dato che per ogni r € Q, r < x si ha r < n e quindi a” < a”, segue subito che

sup{a":r € Q,r <z} <a™

*: infatti, dalla monotonia della funzione Q >

Notiamo poi che se z € Q, allora f(z) = a
r — a” segue che
a” <a”®

— )

Vr <z

e quindi
sup{a":r € Q,r <z} <a”,

cioe f(z) < a%; notando poi che a® € {a" : r € Q,r < z} segue quindi che estremo
superiore ¢ in realtd un massimo e vale f(z) = a®.
Posto

g(z) =inf{a" : r € Q,r >z},
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si ha che g(x) = f(x); infatti, si noti che se 1 < x < 7y, allora, dalla monotonia di
Q > r +— a” segue subito che f(x) < g(x). Inoltre, grazie all’Esercizio 1.2.21, dato che

inf{a":r € Q,r >0} =1,

segue che per ogni € > 0, esiste r. > 0 tale che a™ < 1+ e. Quindi, possiamo prendere per
ogni € > 0 due numeri razionali 1,73 con r1 < x < 7y e tali che 79 — 71 < r¢; grazie a questo
fatto, segue che

(1.4) a—a"t=a"(a™"" —-1) <ea™,

e quindi f(z) = g(x).
La funzione f appena definita € monotona crescente; infatti, presi z < y, esiste due numeri
razionale r1,7y € Q tale che z < r; < ro < y; grazie alla definizione di f ed al fatto che
f = g segue allora che

flz) <a™ <a™ < f(y),

da cui la stretta monotonia di f.
La funzione f : R — R & suriettiva; per vedere questo si puo notare che

0=inf f, supf =40

e che grazie a (1.4) f risulta essere una funzione continua in tutto R (vedere Esercizio 6.0.7);
quindi, grazie al Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue, segue la suriettivita
di f.
Nel seguito porremo f(x) = a® per ogni z € R, dove per z € R\ Q si sottointende il
procedimento (1.3).

Grazie alle proprieta appena dimostrate, la funzione f : R — R & una funzione inverti-
bile in quanto strettamente monotona crescente; definiamo quindi la funzione logaritmo in
base a come la funzione inversa di f, cioe la funzione log, : R+ — R definita da

log, v = f~' ().

Esercizio 1.4.1 Provare a ripetere quanto fatto in questa sezione prendendo 0 < a < 1.
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NUMERI REALI
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Capitolo 2

Numeri complessi

Esercizio 2.0.2 Trovare le radici seste del numero complesso
w=(V3+i)°.
Esercizio 2.0.3 Risolvere I'equazione (z — 2)® = —i.
Esercizio 2.0.4 (%) Risolvere il seguente sistema,
224 2z=1+2i
(22 —1+44)(22+1/i) = 0.
Esercizio 2.0.5 Calcolare le soluzioni complesse di
|z|> =62 +1=0.
Esercizio 2.0.6 Calcolare le soluzioni complesse di
24+ 622 —5=0.
Esercizio 2.0.7 Calcolare le soluzioni complesse di
244 =0.
Esercizio 2.0.8 Dato il polinomio
p(z) = 2 — 423 + 422 — 42 + 3,
calcolare p(i) e trovare tutte le radici del polinomio.
Esercizio 2.0.9 Calcolare le soluzioni complesse di
22432+ 32+ 1 =8i.
Esercizio 2.0.10 (%) Risolvere il seguente sistema
2

2Z—Zz=—Z2

(2 +72)% = 1.
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Esercizio 2.0.11 Trovare le soluzioni complesse di

3
22+iz+i§20.

Esercizio 2.0.12 (%) Risolvere il sistema
(az — fZ)(Bz —az) =4
22 =|z]2.
Esercizio 2.0.13 (%) Risolvere il sistema

2™ = |z|™

144t
z= —Z.
1—at
Esercizio 2.0.14 Trovare le soluzioni complesse di
z|2)> — (1 +4V3)iz = 0.

Esercizio 2.0.15 Dato w € C, trovare i numeri complessi z € C tali che

|z —w| = |z + w|.
Esercizio 2.0.16 (x) Risolvere il sistema

2| = wl

2.1 Soluzioni

Soluzione 2.1.1 Si tratta di risolvere I’equazione

28 = w;

per fare questo, scriviamo il numero w in coordinate polari; partiamo quindi dal numero
complesso
Calcolando modulo e argomento si trova

wp = 2(cos7/6 + isin/6).
Dalle formule di De Moivre otterremo quindi che

w = 29p137/2

Le radici saranno quindi date dalla formula

2p = 2\/§(cos Ok + isindy),

con k
™ ™
b=+ k=012345
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2.1. SOLUZIONI

Soluzione 2.1.2 Facendo la sostituzione w = z — 2, si tratta di risolvere I’equazione

w" = —1;
dobbiamo quindi trovare le tre radici cubiche del numero complesso —i, che ha mudulo 1 e
argomento pari a 37/2. Quindi le soluzioni saranno

2k
wg, = (cos O +isinfy), 6O = g + %,kz =0,1,2.
In definitiva, la soluzione dell’esercizio sara data dai tre numeri complessi
27k
2z = (24 cosOy +isinby), 0O = g + %,

Soluzione 2.1.3 La seconda equazione ci da come soluzioni

k=0,1,2.

(2.1) 2=1-4, 22=-==i.
(3

Vediamo se queste due soluzioni (che diventerebbero quattro passando alle radici quadrate)
sono compatibili con la prima equazione. Tenendo presente che 2z = |z|? e che |z]? = |22,
dalla prima delle (2.1) si ricava che la prima equazione del sistema diventa

1—i+V2=1+2,
che non & possibile. Dalla seconda delle (2.1), otteniamo
it1=1+2i,
inammissibile pure questa. Quindi il sistema non ha soluzioni.

Soluzione 2.1.4 Non trattandosi di un polinomio, scriviamo il numero complesso z = a+1ib,
in modo da trovare il sistema

a?+b2—6a+1=0
—6b =0,

che ha come soluzioni i numeri complessi (in realta reali) z; = 3 + 2\/5, 29 =3 — 2V/2.

Soluzione 2.1.5 Trattandosi di un polinomio (biquadratico), usando la formula risolutiva,
si ha, ponendo w = 22,

w; =—-3+V14, we=-3-—V14.
Le quattro soluzioni dell’equazione data saranno quindi le radici quadrate delle due soluzioni
date, cioe

2 =\/VI4—3, 2=—\/V14-3,

zz=1\/V14+3, z4=—-1\/V14+3.

Soluzione 2.1.6 Le soluzioni saranno date dalle quattro radici quarte del numero comples-
so w = —4, e cioe

km

2k = V2(cos Oy +isindy), O = g + 5 k=0,1,2,3,
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CAPITOLO 2. NUMERI COMPLESSI

Soluzione 2.1.7 Notiamo che p(i) = 0, quindi, dato che il polinomio ha coefficienti reali,
si dovra avere che anche —i ¢ una radice del polinomio. Avremo quindi che

p(z) = (z* + 1)q(2),

dove q(z) = 22 — 42+ 3 = (2 — 3)(z — 1) e quindi le radici del polinomio p sono date da i,
—1, 1 ed.

Soluzione 2.1.8 Possiamo riscrivere I’equazione nella forma
(z+1)% = 8i.

Si tratta quindi, posto w = z + 1, di trovare le tre radici cubiche del numero complesso 8i,
di modulo 8 e argomento m/2; avremo quindi che le sue tre radici cubiche sono date da

2k
wi = 2(cos Oy, +isinfy), O = % n Tﬁk =0,1,2,
da cui
2k
2z = (=14 2cosf + 2isinfy), 6, = % + Tﬂ-,kz =0,1,2.
Soluzione 2.1.9 Notando che il numero z = 0 non e soluzione del sistema, possiamo

dividere la prima equazione per Z ed ottenere ’equazione equivalente
22—z41= 0,

che ha come soluzioni
_1+i0V3 _1-4V3
2 2

Sostituendo questi due valori nella seconda equazione, si trova che il sistema non ha soluzioni.

21 zZ2

Soluzione 2.1.10 L’equazione puo essere riscritta come

(Hz):_z_@,

4 4

da cui

2 =—=+

;e

2
(cos O +isinfy), 6= ?ﬂ +km,k=0,1.

N | .

Soluzione 2.1.11 Scrivendo z = a + ib la seconda equazione implica che b = 0; la prima
equazione diventa quindi

—(a— ﬁ)2a2 =4,

che ha le due soluzioni complesse

" 21
= .
1,2 a_3

Ma dovendo essere a reale, si ricava che il sistema non ha soluzioni.
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Soluzione 2.1.12 Scriviamo il numero complesso z nella forma trigonometrica compatta
z = p(cos @ + isinf) = pe'.

La prima equazione diventa quindi

m im6

pre™ = p",
che ha per soluzioni tutti i numeri reali p > 0 e gli argomenti # della forma

_ 2k
S

0

Andando a sostituire nella seconda equazione, troviamo

w L+t

e =T —ae
o equivalentemente
P S T e 2t
e = + o +1 .
1—idt  1+4¢2 1+ ¢2

Si noti che non ci sono condizioni su p. D’altro canto il sistema € omogeneo nella variabile
z, cioe se zy ¢ una soluzione del sistema, allora pure il numero complesso czg con ¢ € Rt &
soluzione del sistema. Vediamo ora di trovare le soluzioni del nostro sistema. Scrivendo

2
% = cos ¢,
1 j—ttQ = sin ¢,
le soluzioni del sistema si hanno quando
e2i0 — ¢id
e cioé quando 'angolo 260 — ¢ & multiplo di 2,
20 — ¢ = 2hm.

Mettendo insieme le informazioni ottenute, si ottiene che il sistema ha soluzioni se ’angolo

¢ ¢ della forma
4k
6 =—"—2ho,
m

che tradotto in condizioni sul parametro ¢ diventa

t =tan¢/2 = tan <2k_7r> .
m

Soluzione 2.1.13 Notiamo anzitutto che z = 0 & soluzione dell’equazione data. Cerchiamo
quindi le soluzioni non nulle; moltiplicando I’equazione per z otteniamo

2l2|? = (1+4v3)ilz* = 0,
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o equivalentemente, dato che z # 0,
22— (1+4V3)i = 0.

Quindi avremo due soluzioni non nulle, che altro non sono che le due radici del numero
complesso (1 + 4+/3)i, e cioe

21 = \/1+4V3(cos /4 + isinm/4) = \/ 1—’—724\/5(1 +1),
2o = \/ 1+ 4V3(cos 5r/4 + isin5m/4) = | 14_274\/5(—1 —1).

Soluzione 2.1.14 Scrivendo w = a+1b e z = x+1y, 'equazione ¢ equivalente all’equazione
nelle due incognite reali 2,y € R (essendo una equazione in due incognite in generale non
ci possiamo aspettare una sola soluzione)

(x—a)? +(y—b)* = (z+a)’ + (y +b)?
che ha per soluzione il luogo di punti descritto dall’equazione
by = —ax

che descrive una retta nel piano Ozy. Si poteva arrivare a tale risultato interpretando geo-
metricamente equazione data; la quantitda |z — w| indica la distanza di z da w, mentre
|z + w| rappresenta la distanza di z da —w. Quindi le soluzioni dell’equazione saranno esat-
tamente i punti equidistanti da w e —w, cioe 'asse del segmento che congiunge w con —w.
Infatti, indicando sempre con w = a + ib, la retta del piano cartesiano passante per w e —w
¢ descritta dall’equazione

ay — bx = 0.

Tale retta passa per 'origine e ha come retta ortogonale passante per l'origine la retta di

equazione
by 4+ ax = 0;

questa retta descrive esattemente il luogo dei punti equidistanti da w e —w, e quindi &
I’insieme delle soluzioni dell’equazione data.

Soluzione 2.1.15 Scrivendo il sistema con z = a + ib e w = ¢ + 1d, si trovano le soluzioni

(1+4), w==-(1-19)

z =

(1—1i), w==(1+1i).

z =

1
2
1
2

[N I N Y S
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Capitolo 3

Principio di Induzione

Esercizio 3.0.1 Dimostrare che, fissato x € R, = # 1, vale, per ogni n € N, la seguente

formula
n ] 1_$n+1
kazl—l—x—i—xQ—i—...—l—w":i
k=0

1—x

Esercizio 3.0.2 [Disuguaglianza di Bernoulli] Dimostrare che, fissato h > —1 e per ogni
n €N,

(3.1) (1+h)" > 1+ nh.

Esercizio 3.0.3 Dimostrare che, fissato h > 0 e per ogni n > 1 naturale,

n(n — 1)h?

(Lh)" 214 =

Esercizio 3.0.4 Verificare le seguenti identita:

i)
n(n+1)
k_T’

WE

1

=~
Il

ikQ ~nn+1)2n+1)
k=1 6

iii)

iv) (%) Indicato con
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dimostrare che

h—1
Nh(n)%ﬂ<(n+1h+1 Z<h+1) (n))

1=0

n

Z(a +kB) =

k=1

(Bn + 2a+ B);

|3

vi) (%)

" VE+1-VE i+l " 1
; - = "n —1+ZT.

Esercizio 3.0.5 Dimostrare le seguenti disuguaglianze:

i) 2" < nl

ii) (2n)! > 27(n!)?

iii) n? < 2" Vn >4

iv) 9 1 4" < 57 Y > 2
V) n™ > 2"nl ¥n > 4

vi) (%) (Zu) <n Y ap,V(zk € Rgen
k=0

k=0
vil) (%) y"—a"<(y+a)"y—2),V0<z<yn>1

viii) (%) (2n)! < 2"n"n!

ix) (%) (1-z)"

<
~ 14+nz’

xi)  (x) (2n)! <2n?"
xii) (¥) 2n<2"
Esercizio 3.0.6 Data la successione dei numeri di Fibonacci

apg = 0
ay = 1
Opt2 = Gpy1 + Gn, YN >0,
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dimostrare che

() ()

Esercizio 3.0.7 Dimostrare la formula del binomio di Newton

(3.2) (a+0b)" = kzzo ( Z ) a" bk,

Esercizio 3.0.8 (x) Dimostrare che

kzi;( Z )k::nQ"_l.

Esercizio 3.0.9 (x) Dimostrare che dati comunque n numeri reali positivi
T1,%2,...,Tn >0

tali che 1 + 22 4+ ... 4+ x, = n, allora
Tl Ty ... Ty <1

e I'uguaglianza vale se e solo se gli n numeri z; sono tutti uguali (z; = 1 per ognii =1,...n).
Ricavarne come corollario che se si prendono n numeri reali positivi, allora la media geome-
trica e piu piccola della media artimetica, cioe se x1,xs9,...,x, > 0, allora

x1+...+x,

3.3 " o xn <
( ) X x n

Esercizio 3.0.10 Dimostrare che Vh > 0 e per ogni n € N vale
(14+h)">1+nh

usando prima la formula del binomio di Newton (3.2), poi la (3.3). Rendersi conto che in
generale vale

(1+h)"21+(:)hk.

3.1 Soluzioni

Soluzione 3.1.1 La dimostrazione puo essere fatta in due differenti modi; o dimostrando
direttamente la formula oppure procedendo per induzione. La dimostrazione diretta procede
come segue;

1 24 .. ") (1 —
l4+z+22+...+2" = (I+z+2"+... +2")(1-2)

1—x
_ 1+z+... 42" —x—a2+ ... g"H
o 1—=z
1— gntl
o 1—x
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CAPITOLO 3. PRINCIPIO DI INDUZIONE

Per la dimostrazione per induzione, la formula & chiaramente vera per n = 0; supposta vera
per n, vediamo se questo implica la formula per n + 1. Abbiamo

= k S k 11— gt 1

E ¥ = E b gttt = 2 ognt
1—=x

k=0 k=0

1— anrl + anrl _ xn+2 1— $n+2

1—x T o1-1z

Soluzione 3.1.2 La formula & chiaramente vera per n = 0. Vediamo il passo induttivo;

(14 h)"tt (14+R)"(1+h) > (1+nh)(1+h)

= 1+4+nh+h+nh®>1+(n+1)h.
~—~
>0

Soluzione 3.1.3 Per n = 1 la formula & vera in quanto h e positivo. Per il passo induttivo,

bisogna dimostrare che

n(n—1)
2

(n+1)n)
2

(I+n)" =1+ (R +h%)+h>1+ h>.

L’ultima disuguaglianza deriva dal fatto che

-1
h(%lﬂ—nh—i—l) >0,

essendo h e il membro all’interno delle parentesi positivi. Tale membro e infatti un polinomio
di secondo grado in h con discriminante

A = 2n —n?.

Tale discriminante ¢ definitivamente negativo per n > 2, quindi il polinomio sara sempre
positivo per n > 2; da qui segue il passo induttivo.

Soluzione 3.1.4 Nel punto i), per n = 1 la formula si riduce a
1=1

)

chiaramente vera. Per il passo induttivo abbiamo
n+1
> k=
k=1

Nel punto ii), per n = 1 la formula & chiaramente vera. Passo induttivo:

n(n+1)
2

_;’_(n_;’_l)zw_

k+(n+1)= 5

NE

k

1

fasy n+1)(2n+1)

DK = ik2+(n+1>2="( 6 +(n+1)?
k=1 k=1

che ¢ la formula desiderata.
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In iii), per n = 1 la formula & ovvia. Per il passo induttivo

n+1 n 2 2
Yrr = Y B ="0 0 (n4+1) +(n+1)3
k=1 k=1

= (n+1)2<%+(n+1))w.

Per quanto riguarda iv), notiamo che
h+1
(k+1)h+1zz( ’“{1 )k kh+1+hkzh+2( vl )k
i=0 i=0

Quindi

h—1
Bk = (k4 1) gt 25T (P
— i

da cui
ihkh = i (k4 1)L 1y nhzl<h+1>
k=1 k=1

B - h—1 h+1 n .
= (41" -1-)" ; k.
k=1

=0

Abbiamo quindi scritto che

hNp(n) = (n 4+ 1)1 - hzl(h“) Ni(n),

=0

che & quanto volevamo dimostrare.

In v), si ha
Sa+k8) = da+dpk—na+ il
k=1 k=1 k=1
= g(ﬂn+2a+ﬂ).

Nel caso vi), per n =1 la formula si riduce a

V2-1=v2-1,
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chiaramente vera. Per il passo induttivo abbiamo

n+1 n
AVETT-VE VT VE VIR T

k=1 k=1 n+l

NZES 2 1
n = (k—1)Vk
Jr\/nJr —vn+1
n+1
Vn+2 - 1 1
LSS +
n+1 P (k—l)\/E nyvn+1

\/n+2_1+7§;
n+1 = (k—1)VE

Soluzione 3.1.5 Vediamo i);
2"t = 22" < 2n! < (n+1)!

dove l'ultima disuguaglianza segue per n > 1. Per quanto riguarda la base chiaramente
2 = 2!. Per il punto ii),

(2(n+1))!

(2n +2)(2n + 1)(2n)! > 2(n + 1)(2n + 1)2"(n!)?
2" (n 4+ 1) (n 4 1)(n!)?

Y

in quanto 2n 4+ 1 > n + 1. Quindi il passo induttivo. La base induttiva & chiaramente vera
per n = 1. Per il punto iii),

(n+1)?=n*+2n+1<2" +2n+ 1.
Quindi il passo induttivo e vero se verifichiamo che
on+1<2m,

e questa si dimostra per induzione essere vera se n > 4. La base, fatta per n = 4, si riduce
a 42 = 24 Per la iv),

2n L pgntl = 291 444" < 4(27 4 4™) < 45" < 5L

Per la base, la proprieta e falsa per n = 0,1, mentre & vera per n = 2. Quindi ¢ vera per
n > 2. Per la v),

(n+1)"t! = ("—“)nnn(n +1) > (1 + %)n 2"nl(n +1) > 22"(n + 1)!

n

che ¢ la disuguaglianza desiderata. Per la base, ¢ chiaramente vera per n = 4, mentre ¢ falsa
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per n = 1,2,3, quindi la proprieta & vera per n > 4. Per il punto vi),

n+1 2 n 2 n
k=0 k=0

k=0

n n
n Z i+ T+ Z 2Tn 12k
k=0 k=0
n+1

n n
§ 2 2 § : 2 2 § 2

S n :Ck + ‘TnJrl + (anrl + ‘Tk) = xka
k=0 k=0 k=0

dove il penultimo passaggio segue dalla disuguaglianza 2ab < a? + b2. Per dimostrare vii),
notiamo che per come sono stati presi z e y, si ha che zy, y™ —z™ > 0 per ogni n > 0, quindi
vale

IN

yn+1 _ .Tn+1 < yn+1 _ .Z'n+1 T xy(y”_l _ xn—l) _ (y 4 w)(yn _ wn)
da cui, per ipostesi induttiva
y" e <y a)(y +a) Ty - @) = (y+ ) (y - ).

Infine, per n = 1 la disuguaglianza e facilmente verificata, quindi e dimostrato. Per il punto
viii),
(2(n+ 1) =2(n+1)(2n+ 1)(2n)! < 2" (n + 1)!(2n + 1)n™.

Quindi la disuguaglianza segue se dimostriamo che
(2n +1)n™ < (n+1)"1,

o equivalentemente, se
1 2n+1

1 n
2 - — S 1 + - )
n+1 n+1 n
disuguaglianza sempre vera. La base ¢ poi chiaramente vera per n = 1. Per il punto ix),
abbiamo

(L-2) = (1 -a)(1-a)" <

Bisogna quindi dimostrare che
1—x 1
< 3
l14+nz ~ 14+ (n+ 1

o equivalentemente
1I-2)1+(n+1z)<1+nz.

Ma questa e chiaramente verificata. Per la base, ¢ facilmente verificata per n = 0. Per il
punto x), si ha

(n+2)H" = (n+2)(n+2)"((n+1)H"
< (n+2)n+2)" []@2k)
k=0
n+1

- (n+2)"
T m+3)...(2n+2) kl;[()(%)!
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CAPITOLO 3. PRINCIPIO DI INDUZIONE

e l'asserto segue in quanto

(n+2)"
n+3)...(2n+2) =1

La base € poi chiaramente vera per n = 0. Per il punto xi),

2n+1) = 2(n+1)2n+1)(2n)! <2(n+1)(2n + 1)2n*"

1 1 —2n
4 (2 — ) (1 + —) (n +1)2+1),
n+1 n

e quindi ’asserto segue in quanto

1 1 —2n
2(2— —— 1+ — <1.
n+1 n

La base induttiva poi ¢ immediata. Per I'ultimo punto xxii) si ha

2n4+1)=2n4+2< 2" 42 < 2" H!

in quanto 2 < 2" se n > 0. Per n = 0, ci si riduce a verificare che 0 < 1, sempre vera.

£

Soluzione 3.1.6 Verifichiamo il passo induttivo:

(5
145 5\
(0 ()
L (15" (1415
()
1-v5\" " (1-5
(7)) (50
1 (148" (345
= EllTz 7|
-5\ (3-5
B 2 2

e 'asserto segue notando che

3+\/3<1+\/3>2 3-5 _ <1\/3>2

2 2 2 2

La base dell’induzione ¢ immediata.
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3.1. SOLUZIONI

Soluzione 3.1.7 Vediamo anzitutto il passo induttivo; supponiamo quindi che la formula
del binomio di Newton sia vera al passo n e dimostriamo la formula per (n + 1), cioe
mostriamo che

n+1
@+t =>" ( ”Z ! ) a1k,

k=0

Tenendo presente che

otteniamo che

(a+b)"tt = (a—i—b)(a—l—b)”:(a—f—b)zn:( )a”‘kbk

n+1
_ Z < n+1 >an+1kbk
N .

Per la base dell’induzione, basta notare che

(a+b)°=1.
Soluzione 3.1.8 Abbiamo che
" /n N n-1 /-1 ne1
Z i k= nz k1 =n Z i =n2
k=1 k=1 k=0

per la formula del binomio di Newton.
Soluzione 3.1.9 Per quanto riguarda la base induttiva, abbiamo che se
1+ T2 = 2,

allora
z1 -z =x1(2—11) <1,
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CAPITOLO 3. PRINCIPIO DI INDUZIONE

in quanto la precedente disuguaglianza & equivalente a richiedere che (z; — 1)? > 0, che &
sempre vera. Per il passo induttivo, se 1 +. ..+ 2,41 = n+1, allora abbiamo due possibilita;
o tutti i numeri sono uguali a 1 (e quindi non abbiamo niente da dimostrare), oppure ce ne
€ almeno uno piu grande di 1 e di conseguenza almeno uno minore di 1. Possiamo supporre
che si trattino del primo e del secondo numero, cioé x1 =1+aexo =1—bcona,b € (0,1).
Otteniamo quindi che

l1+a+1—-b4+z3+...+2p41 =n+1,

o equivalentemente
(I+a—-b)+23+...+Zpt1 =n.

Possiamo applicare quindi I'ipotesi induttiva agli n numeri
(1+a_b))$3a"'7xn+1
ed ottenere che
(1+a—b)-x3-...-xn+1 Sl

A questo punto la dimostrazione segue in quanto
r1-r9=14+a—-b—ab<1l+a-—0>.

Per quanto riguarda la seconda parte dell’esercizio, chiamata M la media aritmetica, abbia-

mo che
1+ ... +xn

3

M =
n

e quindi possiamo applicare il passo precedente sostituendo i numeri z; con y; = z; /M.

Soluzione 3.1.10 La dimostrazione usando il binomio di Newton ¢ immediata in quanto i
primi due termini del binomio sono proprio 1 e nh, e il resto ¢ una quantita positiva. Per la
seconda parte si considerino gli n numeri

=1, i=1,...,n—1, T, = 1+ nh;

applicando la formula (3.3), si ottiene quanto desiderato.

38



Capitolo 4

Successionli Numeriche

4.1 Il Numero di Nepero ¢

Si consideri z € R, = # 0, e si dimostri che la successione
€T n
ap(x) =11+ —)

¢ definitivamente strettamente crescente (suggerimento: usare la disuguaglianza delle medie
(3.3). Si studino poi in particolare le due successioni v, (1) e o, (—1). E sufficiente considerare
n + 1 numeri x1, 2, ... 2,41 definiti da

x
T =-=xp=14+—, Tp11 =1.
n

Poiché la media geometrica di & numeri positivi € minore della loro media aritmetica, se
14 % >0, e cioe n > —ux, scrivendo le due medie per x1,... 7,41 si ottiene

1
(1+5) (14 2) 1< (1424142 41)
n n n+1 n n

T\ " x n+1
(1+—) <(1+ ) .
n n+1

Si noti che la disguaglianza e stretta perché x1,...z,4+1 non sono tutti uguali. Concludendo:
ay, € crescente per ogni x > 0 ed & definitivamente crescente per ogni x < 0 (crescente per
n> —x).

Si considerino ora due casi particolari: x = 1 e x = —1. Si ottiene allora che le due successioni
an(1) = (1+ )" e ap(—1) = (1 — 2)™ sono crescenti e quindi

e cioe

1\"
an(l) =a, = (1 + —) crescente ,
1 "\
— =, = (1 — —) decrescente .
an(—1) n

Di conseguenza esistono lim,_,oc @n = SUP,cy n € liMy 00 by = infrenb,. Vediamo che
vale a,, < bg per ogni n, k € N. Infatti, supponendo che n < k, si ha dalla monotonia di a,

iy = () () < () () = () <
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CAPITOLO 4. SUCCESSIONI NUMERICHE

e quindi a, < bg. Analogamente si prova la disuguaglianza nel caso in cui n > k. Da
cio in particolare concludiamo che A = {a,|n € N} & limitato superiormente (dai by) e
B = {b,|n € N} & limitato inferiormente (dagli a,,). Quindi lim,,_,+ a,, € lim,_, by, esistono
finiti. Inoltre sappiamo che

lim a, < lim b,.
n— o0 n— oo

Si pone

1\
e:= lim an:sup(l—l——) .

n—oo neN n

Tale numero & compreso tra 2 e 3 (infatti a; < e < bg e a1 = 2 e bg ¢ circa 2,98). Vediamo
quant’e il limite di b,,:

1\—n —1\—"m
Tim (1 - —) — lim (” ) -
n—o00 n n—oo n
1 n—1 1
— lim (1 n ) (1 + ) =
n—o00 n — 1 n — 1
1 n—1 1
- 1im<1+ ) 1im(1+ ):e.
n—o00 n—1 n—o00 n—1
Abbiamo quindi trovato due sucessioni, una crescente ed una decrescente, convergenti allo
stesso limite e.
Tornando a ay, (1) = a, e a,(—1) = b, ! possiamo concludere che

1\" 1\n
lim (1+—) =e lim (1——) =e 1.
n n

n—o0 n—o0

Per esercizio dimostrare che, se a,, € una successione con limite 400 vale

. 1yan
lim (1+—) =e.

n—00 Ay,

Dedurne che in generale vale, dato x € R,

lim (1+£)n:ez, lim (1—E)_n:e$
n

n— 00 n— 00 n

—n

x x
con (1 + =)™ monotona crescente e (1 — —)~" monotona decrescente.
n

n
Infine, applicando la disuguaglianza (3.3) dell’Esercizio 3.0.9 prima con h = z/n poi con
h = —x/n si ottengono le disuguaglianze

n —n
1+x§(1+f) §e$§(1—f) <1
n n 1—x
cioe in particolare
4.1 1 <e¥ < .
(4.1) trse 11—z

4.2 Osservazioni sul numero di Nepero

Supponiamo che un capitale C' venga investito per un anno. E pitl conveniente ricevere un
interesse j dopo un anno oppure un interesse j/2 ogni sei mesi?
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Soluzione:

Dopo un anno si ha che il capitale ¢ C+jC = C(1+j) se I'interesse viene dato tutto assieme
dopo un anno. Se invece dopo sei mesi si ottiene un interesse di j/2 si ha alla scadenza dei
sel mesi un capitale pari a

C+ %C =C(1+3/2)
e dopo altri sei mesi
C /) + ez =1+ 2)

Si vede facilmente che 1+ j < (1 + j/2)%. Se l'interesse maturato venisse pagato, e quindi
reinvestito assieme al capitale iniziale, ogni mese si otterrebbe a fine anno

o G\12
1+22)
( + 12
Analogamente, se 'interesse venisse pagato giornalmente, reinvestendo dopo un anno si
avrebbe
ol j 365
(1+35) -

Se 'accredito fosse istantaneo, il capitale maturerebbe diventando dopo un anno

Cel .

4.3 Esercizi
Esercizio 4.3.1 Data una successione numerica (ay), con

lim a, =0,
n—-+o0o

dimostrare i seguenti limiti notevoli:

i)
lim sina, = 0;
n—-+o0o
ii)
lim cosa, =1;
n—-+o0o
iii)
sin a,,

lim =1.
n—-+o0o an

Esercizio 4.3.2 Fissato a € R, studiare la convergenza della successione

a, =a".
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Esercizio 4.3.3 Sfruttando il fatto che, dato h > 0 numero reale, vale la relazione

nin—1)

h2
2 ;

(1+h)">1+

dimostrare che

lim "vn=1.

n—-+oo

Esercizio 4.3.4 Dimostrare che per |a| < 1 si ha

lim na"™ =0.
n—-+o0o

Esercizio 4.3.5 (%) Sia (a,), una successione tale che

lim a, = L;
n—-+oo

dimostrare che
lim |a,|=|L].
— o0

Quando e vera pure l'implicazione inversa?

Inn n

a
Esercizio 4.3.6 Calcolare i limiti lim — e lim — con a > 1.
n—oo n n—oo M

Esercizio 4.3.7 Studiare la convergenza delle seguenti successioni:

i an = ;
n n2+17
. n!
ii) tn = 03
n
i) an=—, a>0;
n!
iv) an =n—Vn?+n;
3n2—2n+1.
ey R
) 2n — Hnd —2
vi Uy = —————;
n n2+1 I
i) dn+2/n
vii p = ——————;
" 1/n245n’
viii) an = narctann — v/n;
) ny/n —n?
ix ap = ————;
" n+1
) 2" 41
x an = :
n 3n+1’
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4.3.

ESERCIZI

3v/n—1

2y/n + arctann’

i) In? +2
X11 = —
an n2+17

xiii) an:\/n2+2n+lf\/n2+2;

xi) an =

xiv) (%) an:(1+%)n;

xv) (%) ap= (1 + —)n!;

xvi) (%) an:n—, a>0,peN;
an
xvii) (%) @, = -2V

xviii) (%) ap=—;

. n+1w— 1
xix) (%) a, = " Zk(k+2).

Esercizio 4.3.8 Calcolare i seguenti limiti

i

1 1 1
fm [+ b L.
n—oo ly/n+4+1  /n+2

ii)

1 1 1
ti | " J.
e i) P i) DAL

iii)

1 1 1
lim { —+ + o — :|
n—ooly/n2 41  /n2+2 Vn?+n

Esercizio 4.3.9 Calcolare lim 3/3™ + 7™.
n—o0

Esercizio 4.3.10 (%) Definita per ricorrenza la successione

studiarne la convergenza in funzione del parametro ag.

Esercizio 4.3.11 (%) Dimostrare che;
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i) fissato a € (0, ) e posto
b= a+sina,

vale ancora che 0 < b < 7 (si usi il fatto che sinz = sin(m — x));

ii) definita per ricorrenza la seguente successione numerica, con punto iniziale ag € (0, 7);
An+1 = Gp +Sinay,

essa ¢ una successione monotona crescente contenuta nell’intervallo (0, 7);

iii)
lim a, =m.
n—-+o0o
Esercizio 4.3.12 Studiare la convergenza delle seguenti successioni definite per ricorrenza:
: =k 2 > 0:
i) ap =k, any1 = a;, per n > 0;
ii) ao =k, ant1 = ha? per n > 0;
(Sugg: Provare a scrivere il termine generale della successione).
Esercizio 4.3.13 (%) Definita per ricorrenza la successione
_ =1— 2
ap = a, Qpt1 = an + ay,

dimostrare che la successione e costante per a = 1, mentre e crescente per a # 1. Dedurne
quindi che se a < 1, allora la successione converge a 1, mentre se a > 1 essa diverge a +0c.

Esercizio 4.3.14 (%) Definita per ricorrenza la successione
a1 =@, Gpy1 = ai -2,
dimostrare che:
i) se
a=1\/2-1/2-v2,

allora la successione e definitivamente uguale a 2;

a:\/2—\/§,

allora la successione ¢ definitivamente pari a —1;

ii) se

iii) se
Vb1
2 Y

allora la successione e periodica di periodo 2.
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Esercizio 4.3.15 Data una successione (ay )., supposto che

. Gn41
lim ntll = A,
n—-+oo an
dimostrare che:
i) se A < 1, allora
lim a, = 0;
n—-+oo

ii) se A > 1, allora
lim |ay,| = +oc.
n—-+o0o
Cosa succede invece nel caso in cui sia A = 17

Esercizio 4.3.16 (x) Dato un numero reale positivo B > 0, dimostrare che:

i) fissato un numero reale a > 0, il numero reale

1 B
b= =z
2+ 7)

€ sempre un numero reale positivo maggiore di v B;

ii) definita per ricorrenza la successione

1 B
$n+1:§ $n+x_

con punto iniziale un qualsiasi o > 0, tale successione e decrescente e maggiore di

vV B;
iii) la successione definita al punto precedente ¢ convergente con limite uguale a v/ B.

Esercizio 4.3.17 Mostrare che

. 1\ i 1 \n!
lim (1+—2) =1, lim <1+—) =1
n n

n—oo

4.4 Soluzioni

Soluzione 4.4.1 Per dimostrare questi fatti, tutto quello che bisogna sapere & che per
x € (—m/2,7/2), valgono le seguenti disuguaglianze

(4.2) [sinz| < |z| < |tanz|.
Dalla prima segue immediatamente la i); per la ii) si sfrutta l'identita
sin® a, + cos? an =1,

e il fatto che per x € (—m/2,7/2) il coseno & positivo. Per quanto riguarda la iii), dalla (4.2),
se a,, > 0 si ha
0 <sina, < a, < tana,,
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da cui
a 1
1< —<
sina, ~ cosa,

e Passerto segue per il punto ii). Se invece a,, < 0, pure sina, e tana,, sono negativi, e la
(4.2) diventa
0 > sina, > a, > tana,,

da cui
an < 1

1< — < .
sina, ~ cosan,

Soluzione 4.4.2 Dividiamo la discussione in vari casi; se a > 1, otteniamo
a" ™ —a" =a"(a—1) > (a—1),

da cui a™ — 1 > n(a — 1). Quindi la distanza del numero a™ da 1 aumenta sempre di pil, e
siccome, fissato un qualunque numero M > 0, essendo a > 1, esistera un ng € N tale che

n(a—1)> M, Vn > no.

E quindi
a>M+1, VYn>ng,

e quindi la successione diverge a +00. Per 0 < a < 1, possiamo scrivere

a= b>1,

1
57
da cui otteniamo che la successione converge a 0. Per —1 < a < 0 si scrive a = —b con
0 < b < 1 e si ottiene ancora che la successione converge a 0. Per a < —1 si ottiene
una successione a termini di segno alterno con |a"*! — a™| > 2, e quindi la successione
non puo essere di Cauchy e quindi non puo convergere. Infine, per a = 1, la successione &
costantemente uguale a 1, quindi converge a 1.

Soluzione 4.4.3 Siccome n > 1 € un numero intero, allora pure la sua radice n—esima sara
un numero maggiore di 1, cioe potremo scrivere

"Wn=14h,

dove gli h,, > 0 sono numeri reali positivi. Dalla disuguaglianza data, otteniamo quindi,
elevando alla n,

-1
n=(1+h,)" > 1+%hi,
o equivalentemente
<
n
Abbiamo quindi che
lim h, =0,
n—o0

dacui "v/n — 1.
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Soluzione 4.4.4 Cominciamo con l'osservare che, se indichiamo con a, = na”, allora

abbiamo che
any1 (n+Da™™t n41
= = a.

anp na™ n
Quindi
a
lim | =] = ja| < 1.
n—oo | G

Questo vuol dire che, fissato un € > 0 arbitrario, esistera un ng € N tale che per ogni n > ng

Qn

=lal +e,

Ap—1

e cioe
lan| < (la| + &)|an—1] < (la| + &)?an—2| < (la| + )" ']al.

Ma se € & stato scelto in modo che |a| + & < 1 (cioé se ¢ < 1 — |al), allora abbiamo trovato
che, posto A; = |a| + ¢,
lan| < A2 a| — 0.

Soluzione 4.4.5 L’implicazione segue dalla disuguaglianza triangolare
lla| — 6| < |a+b|, Va,beR.

Infatti
llan| = |LI| = llan| — [ = L[| < |an + (=L)| = |an — L] — 0.

E facile convincersi che il viceversa non & vero; basta considerare la successione a,, = (=)™
che in valore assoluto converge a 1 (& sempre uguale a 1), mentre essa non converge essendo
indeterminata.

Tuttavia ci sono alcuni casi in cui I'implicazione inversa vale; ad esempio, se L = 0, come
segue immediatamente dalle definizioni di limite. Inoltre, anche se L # 0 e la successione
ha definitivamente lo stesso segno di L. Difatti, indicata con sgn(z) la funzione segno del
numero reale z, cioe la funzione che vale 1 se z > 0, 0se x = 0 e —1 se x < 0, si ha
chiaramente che |z| = x - sgn(x); quindi dire che la successione ha definitivamente lo stesso
segno di L significa dire che esiste un ny € N tale che sgn(a,) = sgn(L) per ogni n > ny.
Quindi per ogni n > ng

llan| = [LI[ = |an - sgn(an) — L - sgn(L)| = |a, - sgn(L) — L - sgn(L)]
lsgn(L)| - lan — L| = |an — L|

in quanto |sgn(L)| = 1.

Soluzione 4.4.6 La successione

Inn
ap = —
n

€ positiva e monotona decrescente per n > 3, in quanto

L (e Lo Ly
n+l — Un = n = n\ - -
(nt1 =4 n(n+1) nntl n(n+1) n n
1 e
—In—.
nn+1) n
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Siccome 'argomento del logaritmo e definitivamente minore di 1, si ottiene
An+1 — an < 0.

Abbiamo quindi una successione positiva e monotona decrescente: essa ammette quindi
limite L > 0. Osserviamo inoltre che
2

Ap2 = —Qp,
n

da cui ) )
L= lim a,2= lim —an:< lim —>< lim an):O-L,

n—-+o0o n—+oo n n—+oco n n—-+oo

cioe L = 0. Si osservi che in maniera analoga si dimostra che

Inn)P
lim Q =0

n—+oo nd4
per ogni p,qg € R, ¢ > 0.
In maniera analoga si mostra che a"/n — 400 se a > 1. Denotata a,, = a™/n ¢ facile
mostrare la crescenza ed & sufficiente considerare questa volta as, = a,a™/2 per trovare il
limite.

Soluzione 4.4.7 Verifichiamo il punto i); possiamo scrivere

1

an = 1- Ea
quindi sembra abbastanza intuitivo supporre che a,, — 1. Facciamo la verifica usando la
definizione di limite; dobbiamo trovare, per ogni fissato € > 0 un numero ng € N tale che,
per ogni n > ng si abbia

lan, — 1] < e.

Siccome la condizione diventa
1

—S| <€
n? ’

& chiaro che basta prendere n > 1/1/¢, o come ng ad esempio il numero [1/4/£] + 1 (qui [a]
¢ la parte intera inferiore del numero reale a).
Per quanto riguarda il punto ii), notiamo che

n! 1 2 n 1
Ogan:—:_._ _S_
nm n n n n
~— ~—
<1 <1
e quindi
1
0< lim a, < lim — =0,
n—oo n—oo n
da culi si ricava che il limite e 0.
Per iii), se a < 1, si ha
n— o0
= : —— =9
n—oo n! lim n! 00
n— oo




4.4. SOLUZIONI

Se poi € a = 1, allora il limite & ancora facilmente uguale a 0. Resta da vedere il caso a > 1;
indichiamo con m = [a] > 1 la parte intera del numero « e notiamo che per ogni n > m+1,

(4.3) — <1,
mentre per ogni n € N

e
44 —<a.
(44) “<a

Quindi riscriviamo, per n > m + 1 (m & un numero intero determinato una volta scelto
« mentre n puod essere preso arbitrariamente grande in quanto si sta facendo il limite per
n — 00) il termine generale della successione come

0<o¢"7 o leY o a « oe<ozm+1
a1 2 m m+1 "~ n—-1n" n
~— ~ N—— ——
<« <a <a <1 <1

in quanto per i termini da 1 a m abbiamo usato la stima (4.4), mentre per i termini dall’m+1
all'n — 1 la stima (4.3) e l'ultimo termine lo abbiamo lasciato inalterato. Quindi segue che

an

lim — =0.
n—oo n!

Per iv); abbiamo

an=n—Vn2+n=—

n 1 1
=— S ——
n+vn?+n 1+4/1+1/n 2

Per risolvere v), notiamo che

3n? —2n+1  3—-2/n+1/n?
n—n2  —14+1/n

quindi il limite deve essere —3. Dobbiamo cioe dimostrare che fissato € > 0, esiste ng € N
tale che

3n2—2n+1
n — n2

(4.5)

+3’<5.

Ma

n — n2 2_p’

3n2—2n—|—1+3‘ n+1
n

quindi la (4.5) si riduce a verificare la disequazione
en? —(e+1)n—1>0,

e questa & verificata se ad esempio prendiamo ng = [xo] 4+ 1, con

(e+1)+ (5—1—1)2—1—45.

o =
2¢e
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CAPITOLO 4. SUCCESSIONI NUMERICHE

Per vi),
2 _ _ 2
0 = /m—5n—2/n .
14+ 1/n?
Per vii),
4+ 2/n? . 4
ap = ———— — —.
1/n3+5 5

Per il punto viii), bisogna tenere presente che

. 7r
lim arctann = 5

n—00
e quindi
ap =N (arctann - %) — 400.
In ix),
n(l//n—1
NEEUTES B
Per x),
2\" 1+ 1/27
Ay = (g) % — 0.
In xi),
3—1/y/n 3
=97 (arcta/n\v/z_)/\/ﬁ )
Per xii),

1+2/n?
n = | 2L g,
1+1/n?

2n —1
V2 +2n+1+vn?+2
2—1/n
V1+2/n+1/n2+ /1 +2/n2
— 1

1 nln/n!
ap = (1 + —) :
n!

siccome (1 +1/n)™ — e e n/n! — 0, il tutto tende ad €° = 1.

In xv),
( 1 )n”n!/n”
anp=|14+— :
nn

siccome (1+1/n™)"" — e e n!/n™ — 0, il tutto tende ad e® = 1.

Per il punto xiii), si ha

Vn242n+1—vn2+2 =

In xiv), abbiamo
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4.4. SOLUZIONI

Per risolvere xvi), notiamo che

. 1N"1 1
lim 2L — i <1+—) S -
n

n—+4o00 Ay, n——+oo o «

Quindi, nello stesso modo in cui si & affrontato V'esercizio 4., si fa vedere che se |a| < 1,
la successione diverge, mentre se |a| > 1 la successione tende a 0. Infine, se @ = 1, la
successione diverge a +00, mentre per o = —1, la successione e indeterminata.

In xvii), siccome lesponente tende a +00, si ottiene immediatamente che a,, — —oc.

Per affrontare xviii), se n & pari, scriviamo

1 P
nooz 1< -2 0.

Inoltre si puo fare vedere che la successione & monotona decrescente (cioe si dimostra per

induzione che a,4+1 < a,), quindi segue che a,, — 0.
In xix), possiamo scrivere, siccome 1/(k(k +2)) =1/2(1/k —1/(k + 2))

_omdlf 11 111
an = 3 17375
1

2n

n+1 1 1 1
14— =
2n ( * 2 n4+l1 n+ 2)
Soluzione 4.4.8 i) Detto a, il termine n-esimo della successione si ha

1 n
4+ —=——= — 400.

1
> ——= -
V2n V2n V2n

n volte

ii) Detto a,, il termine n-esimo della successione si ha

1 1 n
< n< —-— — _>07
R oy s R Fopg } R PSR

n volte
e quindi a,, — 0.

iii) Detto a,, il termine n-esimo della successione si ha

n n

N ES
e quindi a, — 1.
Soluzione 4.4.9 Raccogliendo 7™ all’interno della radice si ottiene che
/BT =TR/1+ (3/T)" = 7.
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CAPITOLO 4. SUCCESSIONI NUMERICHE

Soluzione 4.4.10 Notiamo anzitutto che

2

, 1 1

Unt1—an=0p+——ap=|an— 5| 20,
4 2

quindi la successione € sempre crescente, indipendentemente dal valore iniziale. Ora, se fosse

vero che a,, = L € R, si dovrebbe avere, per come ¢ definita la successione

1
L= lim apy; = lim a?> + -~ = L* 4 -,
n—r00 n—oo

4 4

da cui L = 1/2. Quindi, se ap > 1/2, abbiamo una successione crescente che non puod
convergere ad 1/2, da cui se ne deduce che a,, — +00. Invece, se ap < 1/2, notiamo che

1 1
+5=z.

<
- 4 2

RN
RN

2
a1 = ag+

Quindi ogni elemento della successione sara minore o uguale a 1/2. Otteniamo quindi una
successione monotona crescente limitata superiormente, quindi essa deve convergere ad un
qualche numero, che come visto in precedenza, non puo che essere 1/2.

Soluzione 4.4.11 Notiamo che se fissiamo a € (0, ), dal fatto che per ogni € R si ha
che |sinx| < |x|, deduciamo che

sina = sin(7m — a) < (7 — a),
quindi
b=a+sina<a+ (r—a)=m.

D’altronde, essendo a > 0, e quindi anche sina > 0, la stima b > 0 & immediata. Quindi se
andiamo alla successione definita per ricorrenza, notiamo anche che

Qp+1 — Gp = sina, > 0,

cioe la successione data € monotona crescente. Inoltre ¢ limitata superiormente (a, < 7), e
quindi essa necessariamente converge ad un numero reale L € [ag, 7]. Ma per come ¢ definita
la successione

L = lim ap41 = lim (a, +sina,) =L +sinL,

cioe sin L = 0. Ma questo puo verificarsi solo se L = 7, e quindi la nostra successione
converge a .

Soluzione 4.4.12 Studiamo solo la successione al punto ii), in quanto la i) segue ponendo
h = 1. Possiamo scrivere

an = ha’_| = ha}_,=...=h"E*™ = (hk*)".

Quindi la successione converge a 0 se |hk?| < 1, diverge per hk? > 1, & costantemente pari
a 1 se hk? = 1, mentre ¢ indeterminata se hk? < —1.

Soluzione 4.4.13 Dimostriamo anzitutto la monotonia:

an+1fan:1—2an+ai:(17(1”)220.
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4.4. SOLUZIONI

Quindi la successione & una successione monotona crescente. Se ammette limite, si deve
avere
L=1-L+1L>?

cioe L = 1. Quindi, se ag > 1 la successione deve necessariamente divergere a +o0o. Mentre,
notando che se a,, < 1, allora

ant1 =1+ an(a, — 1) < 1,

quindi se ag < 1, la successione & monotona crescente superiormente limitata, quindi con-
vergente (necessariamente a 1). Infine, se ag = 1, allora ogni termine della successione & pari
ad 1.

Soluzione 4.4.14 Cerchiamo anzitutto se esistono numeri reali L per i quali si abbia
L=1%-2.
Soluzioni di questa equazione sono
L=2  L=-1.

Quindi se per un certo elemento della successione capita che a, = 2 o0 a, = —1, allora
la successione deve necessariamente rimanere costantemente uguale a tale valore. Vediamo

cosa succede se
a=1\/2—12—- V2.

Abbiamo

alz—\/2—\/§, 0/2:_\/57 a3:O, a4:—2, a5:2.
Quindi per n > 5, la successione rimane costantemente uguale a 2. Se invece ag = V2 — /3,
allora

ay = —\/g7 as = 1, as = —1.
Quindi per n > 3, la successione & costantemente uguale a —1. Infine, se

V5 —1

2 3

apg =

allora

V541 V5 -1
— 2 5 a2: 2 .

Quindi la successione risulta periodica di periodo due, cioe si alterna tra due valori.

a; =

Soluzione 4.4.15 Se A < 1, allora, preso € > 0 tale che A + ¢ < 1, per la definizione di
limite, esiste ng € N per il quale

a
‘ ntl <A+¢e, Vn>ng.

an

Quindi
|ant1] < (A +&)"|ag] — 0.
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CAPITOLO 4. SUCCESSIONI NUMERICHE

Se A > 1, si prende € > 0 tale che A —e > 1 e un ng € N tale che per ogni n > ng

An+41
Qnp

>\—e.

Quindi
|an+1] > (A —€)"|ag] = +o0.

Soluzione 4.4.16 Si ha

b—\/_=2—1a(a—\/E)220.

Quindi la successione x,, sara una successione inferiormente limitata, cio¢ sempre maggiore

di VB. Inoltre )

Quindi la successione deve essere convergente ad un numero L, che pero deve soddisfare

1 B
L=-(L+=
(4 7))

cioe L = V/B.

Soluzione 4.4.17 Si noti che

\" 1\"
Ay = 1+F - 1+ﬁ )

da cui il fatto che a;, — e e quindi a,, = 1. Analogamente, se scriviamo

n

1 n! 1 ng—rl
an=|1+— =|14+— ,
nn" nm

tenendo presente che n!/n™ — 0, si deduce che a,, — 1.
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Capitolo 5

Serie Numeriche

Esercizio 5.0.1 Studiare il carattere della serie
X1 - cosk
>
k=1

Esercizio 5.0.2 Studiare il carattere della serie

“+oo .
ak

D%

k=0
Esercizio 5.0.3 Studiare il carattere della serie

+o0o k!
gk
kk

k=0

Esercizio 5.0.4 Studiare il carattere della serie

oo
I _ k2q
e k+a2

k=0
Esercizio 5.0.5 Studiare il carattere della serie
+oo
1
1 — cos —
k=1
Esercizio 5.0.6 (x) Studiare il carattere della serie

“+oo

Z (g — arctan k)p

k=0
Esercizio 5.0.7 Studiare il carattere della serie

+oo
s . n
E — — arcsin
2 n+1

k=1
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CAPITOLO 5. SERIE NUMERICHE

Esercizio 5.0.8 Studiare il carattere della serie
JFZOO tan M
Pt k3 —k+2

Esercizio 5.0.9 Studiare il carattere della serie

+oo kl
;(*1) Z

Esercizio 5.0.10 Studiare il carattere della serie

“+o0
1
k
> (D
k=1

Esercizio 5.0.11 Studiare il carattere della serie
Sk
k
k=1
Esercizio 5.0.12 Studiare il carattere della serie
+oo
1
S (1 - k_)
k=1
Esercizio 5.0.13 Studiare il carattere della serie
*f 2k 4+ k
k
Pl vk
Esercizio 5.0.14 Studiare il carattere della serie
*Z“’ VE+1-Vk
k
k=1
Esercizio 5.0.15 Studiare il carattere della serie

*i" 1okl
k k

k=1

Esercizio 5.0.16 Studiare il carattere della serie
>
In k!
k=2
Esercizio 5.0.17 Studiare il carattere della serie

X g

Lk
k=1
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Esercizio 5.0.18 Studiare il carattere della serie
400 2
D5
k=1
Esercizio 5.0.19 (%) Studiare il carattere della serie
2
*i ( K4 k—1 )"”
2
g \k2+3k+5

Esercizio 5.0.20 Studiare il carattere della serie
>
klnk
k=2

Esercizio 5.0.21 Studiare il carattere della serie

T p29k+1
k=1 3
Esercizio 5.0.22 Studiare il carattere della serie
+00 . 1
kZ:Q(—n In (1 - H)
Esercizio 5.0.23 Studiare il carattere della serie
f (="
P 2k +sink

Esercizio 5.0.24 Studiare il carattere della serie

io(—l)k (1 — karctan %)

k=1
Esercizio 5.0.25 Studiare il carattere della serie
+00 k:3
k!
k=1

Esercizio 5.0.26 (%) Studiare il carattere della serie

i’o < 1+Ink )
— \VE +1
Esercizio 5.0.27 Studiare il carattere della serie

+oo

k=1
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CAPITOLO 5.

SERIE NUMERICHE

Esercizio 5.0.28

Esercizio 5.0.29

Esercizio 5.0.30

Esercizio 5.0.31

Esercizio 5.0.32

Esercizio 5.0.33

Esercizio 5.0.34

Esercizio 5.0.35

Esercizio 5.0.36

Esercizio 5.0.37

Studiare il carattere della serie

“+o0

Z(kuk? —1)

k=1

Studiare il carattere della serie

= klnk
E:(11)1+k2
k=2

Studiare il carattere della serie

f 1+ cosk k
3

k=1

Studiare il carattere della serie

“+o0
cos Tk

k42

k=1

Studiare il carattere della serie

Studiare il carattere della serie
>
k=4

Studiare il carattere della serie

X k+1\F
> (55)

k=1

Studiare il carattere della serie
= 1 1
; (k —sink) (E — sin E)
Studiare il carattere della serie
X1
Studiare il carattere della serie
0 1.3

Do

k=1
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5.1. SOLUZIONI

Esercizio 5.0.38 Studiare il carattere della serie

+oo

2
§ ea/2+ka
k=1

Esercizio 5.0.39 Studiare il carattere della serie
+oo
S
Inln k&
k=2
Esercizio 5.0.40 Si supponga di lasciar cadere una pallina da un’altezza iniziale hqg e si
supponga che la pallina, dopo ogni rimbalzo, risalga ad un’altezza che e proporzionale al-
laltezza raggiunta prima del rimbalzo (si supponga cio¢ di aver definito la successione di
altezze hy+1 = ghy, con g € (0,1) e hg > 0 fissato). Stabilire se la pallina smette di rimbal-
zare in un tempo finito o meno. Calcolare quindi il tempo che ci vuole perché una pallina

da ping-pong (che ha come rimbalzo caratteristico all’incirca ¢ = 0.75) impiega a fermarsi
se lasciata cadere da un’altezza di un metro.

5.1 Soluzioni

Soluzione 5.1.1 Si noti che si ha la seguente stima

1—cosk 2
OSTSE’

possiamo quindi applicare il criterio del confronto per concludere che la serie data e conver-
gente.

Soluzione 5.1.2 Applicando il criterio del rapporto con ax = a*/k!, si ottiene che

jasa| _al
lak| E+1
e quindi, siccome per ogni a € R si ha
_lal
1 =0
Fmoo k +1 ’

la serie data converge assolutamente per ogni fissato a € R, e quindi converge anche
semplicemente. Si potrebbe dimostrare (non facilmente) che la serie data ha somma

+oo L n
S S=er=tim (1+2)"
k! n—+00 n

k=0

Soluzione 5.1.3 Applicando il citerio del rapporto con ay = kla

-+ Si ottiene

k| _ _ lal

lax] (1+1/k)x

Siccome si ha che
la|  _ lqf

lim — — —
koo (L+1/E)F e
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CAPITOLO 5. SERIE NUMERICHE

si avra convergenza assoluta per |a| < e, mentre non si avra convergenza per |a| > e (il caso
|a| = e lo si deduce in quanto la successione

e
(1+1/k)*
converge in modo monotono decrescente ad 1).

_ k2a
Soluzione 5.1.4 Utilizzando il criterio della radice, si ha che, ponendo ap = e *+e? |

_ _ka_
Vax| = e Fa?

Quindi, siccome

a

. _ _ka_ _
lim e #*+e?2 =79

k—+oo
se ne deduce che la serie converge per a > 0, mentre diverge per a < 0 (nel caso a = 0 il
termine generale ¢ sempre pari a 1).
Soluzione 5.1.5 Usando il limite notevole
1 — cosayg 1

lim — %
k—o0 ag 2

con (ag) successione infinitesima, se ne deduce che la successione 1 — cos1/k & a termini
positivi e asintoticamente equivalente alla successione (1/(2k?)), e quindi, dato che quest’ul-
tima ha una serie convergente, grazie al criterio del confronto asintotico la serie data sara
convergente.

Soluzione 5.1.6 Si noti che

cot, (g — arctan k) = tanarctank = k,
se ne deduce che
tan (I — arctan k)) _1
2 Kk
Utilizzando quindi il limite notevole

tanar 1

(5.1) lim

k—oo  ag

se (a) & una successione infinitesima, se ne deduce che la serie

Z (E — arctan k)p
2

k=0

¢ asintoticamente equivalente alla serie
Z :
kP
k=0

e quindi converge se p > 1 e non converge per p < 1.
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5.1. SOLUZIONI

Soluzione 5.1.7 Proponiamo due soluzioni.

La prima ¢ la seguente. Prima ricordiamo i seguenti fatti

sina,,

lim =1 se a,, infinitesima

n—oo Gy

sin(a — 8) = sinwcos B — cosasin 3.

Usando il primo dei fatti appena ricordati e il criterio del confronto ci possiamo limitare a
studiare il comportamento della serie

= . ™ . n
E sin [— — arcsin ( )}
= 2 n+1

che per il secondo fatto diventa

oo
E cos(arcsin
n=1

che diverge.
La seconda € meno elegante, ma puo essere istruttiva.
Si consideri la funzione

Zm

n+1

oo
E \/1 — sin? arcsin

flz) = g — arcsinz.

Si ha che
1
lim f(x) =0 e ") = ———or.
i f(2) f@) = s
Ora, se si riuscisse a trovare una funzione g tale che
!
(5.2) m gx)=0 e  Lm Ly
1 z—1- ¢'(x)
grazie alla regola di de I'Hopital si concluderebbe che lim % = 1. Scegliendo ¢'(x) =
z—1- glo
si ha chiaramente che le condizioni (5.2) sono soddisfatte. Integrando si ottiene
\/(1 z) ( ) g
g(x) = V/2¢/T — z. Conclusione:
T G
z—1- g(x)

e quindi, per il criterio del confronto, la serie seguente ha lo stesso carattere di quella di

partenza:
oo oo 1
V21— —— =2 .
— n+1 ;\/n—i—l

Si conlude che la serie diverge (confrontare con quanto ottenuto precedentemente).
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CAPITOLO 5. SERIE NUMERICHE

Soluzione 5.1.8 Siccome la successione

k+VE
k3 —k+2

¢ asintoticamente equivalente alla successione 1/k?, utilizzando il limite notevole (5.1) del-
I’esercizio precedente, se ne deduce che la serie data e asintoticamente equivalente alla serie
3" 1/k? e quindi convergente.

Soluzione 5.1.9 La serie data ¢ una serie a termini alterni; si nota subito che la serie non e
assultamente convergente, e quindi dobbiamo studiare la convergenza semplice. Utilizziamo
quindi il criterio di Leibniz; la successione 1/k & chiaramente infinitesima, positiva e mono-
tona decrescente in quanto per k < k+ 1 si ha 1/k > 1/(k + 1). Quindi per il criterio di
Leibniz si ha la convergenza semplice.

Soluzione 5.1.10 Il termine generale ¢ infinitesimo solo per p > 0 e quindi per p < 0 non
si pud avere convergenza. Inoltre per p > 0, la successione (1/kP) & monotona decrescente.
Quindi grazie al criterio di Leibniz, la serie converge semplicemente per p > 0. Per quanto
riguarda la convergenza assoluta, si ricade nel caso della serie armonica generalizzata, che
covnerge per p > 1.

Soluzione 5.1.11 La serie non converge assolutamente in quanto per k > 3
Ink _ 1
>
kT k
e per il criterio del confronto si ha > Ink/k = +oo. Per quanto riguarda la convergenza sem-

plice, trattandosi di una serie a segni alterni, proviamo ad applicare Leibniz. La successione
ar, = Ink/k & monotona se verifichiamo che

In(k+1)  Ink

< —.
k+1 — k
Ma questa condizione equivale a richiedere che
(k+ 1)*
In W S 0
oppure
(k+ 1)k
Ma

k
1 1 e
= — 1 — —
by, k(+k)<k

e quindi per k > 3 by < 1 da cui la monotonia di ai. Per vedere che (ay) ¢ infinitesima, si
noti che

a2 = —ar < —as.
k Lk /{?3

Quindi segue che lim a; = 0. Possiamo allora applicare il criterio di Leibniz e concludere che

> Ink

— k_
E (-1) A eR.
k=2
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Soluzione 5.1.12 La serie data ¢ a termini negativi in quanto 1 — 1/k? < 1; quindi puo

essere trattata come una serie a termini positivi solo con il segno meno davanti. Per trat-

tare quasta serie abbiamo bisogno del seguente limite notevole; se (a,,) & una successione

infinitesima, allora

In(1+ ay)
Qn

lim =1
cioe In(1 4 a,) & asintoticamente equivalente ad a,,. Tale limite segue in quanto

In(1 + a,)

Qan

=1In(1 4 a,)'/.

Per trattare questa espressione, supponiamo a,, > 0 e scriviamo a,, = 1/b, con b,, — 0.
Avremo che [b,] < b, < [bs] + 1 con il vantaggio che [b,] € N; quindi
by

1 ([bn]+1)‘[bn]+1 1 by, 1 ([bn])'%
14+ ———— <(1+—) <(1+— .
(o) =0en) = (o)

Tenendo presente che per b, — oo si ha che

n bn
lim — =lim ——— =1

[b5] [bn] +1 ’

b
1 n

da cui l'asserto. Il caso a,, < 0 si tratta in modo analogo tenendo presente che

1\" 1
lim <1—) = —.
n e

Abbiamo quindi che la successione |In(1 — 1/k?)| & asintoticamente equivalente alla suc-
cessione 1/k? e quindi & assolutamente e semplicemente convergente (qui la convergenza
assoluta ¢ la stessa di quella semplice a meno del segno).

si ottiene che

Soluzione 5.1.13 Posto
2k 4k
ap = ks > 07

773k,\/E_

¢ facile notare che a; ~ (2/3)* e quindi la serie & asintoticamente equivalente ad una serie
geometrica di ragione minore di 1, e quindi la serie converge.

Soluzione 5.1.14 Si ha che

VE+1-Vk 1 .-
k R F1R+1)

e quindi ap ~ 1/ k3/2 con 3/2 > 1, e quindi la serie data & asintoticamente equivalente ad
una serie convergente.

ap =
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Soluzione 5.1.15 Ricordando lo sviluppo di Taylor della funzione logaritmo

si ottiene che la successione

¢ asintoticamente equivalente alla successione 1/(2k?), e quindi la serie data ¢ convergente.
Soluzione 5.1.16 Notando che k! < k*, la serie diverge (confrontare I'esercizio 20.).
Soluzione 5.1.17 Applicando il criterio del rapporto si ottiene che

|ak+1| - 1 1

H
k| (L+1/k)F e
da cui la convergenza della serie
o k!
D
k=1
Soluzione 5.1.18 Dal criterio del rapporto si ha che

li —|ak+1| = 1 <1
lag| 2

e quindi la serie data converge.

Soluzione 5.1.19 Scrivendo

K2 k243k45 ;2 _ 2k46
E+k—1 1 2k +6 2k+6 k2 13k+5
kK2+3k+5) ' k2+3k+5

e tenendo presente che

k243k+5
. 1 2k + 6 2k+6 1
im(l— ——— = -
k2+3k+5 e
e
2k+6 2
k2+3k+5 Kk’
ne segue che
1
ajf ~ (62)k,

cioe la serie data & asintoticamente equivalente alla serie geometrica di ragione 1/e? < 1, e
quindi si ha convergenza.

Soluzione 5.1.20 Richiamiamo un utile criterio, che puo essere usato per dimostrare che

la serie
oo
>
n
n=1

non converge.
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Teorema 1 (Criterio di Condensazione) Sia (ax)ren una successione a termini positi-
vi, infinitesima e monotona decrescente; allora la serie

oo
>
k=1

converge se e solo converge la serie

00
E 2ka2k.
k=1

DiM. Denotiamo con
n n
_ _ k .
Sp = E ai, Op = g 2% agk;
k=1 k=1

possiamo scrivere, grazie alla monotonia di ay

Son = a1 +ao+ ...+ aon
a1+ (aa+a3)+(ag+...+a7)+ (ag+...a15) + ...
+(agn-1+ ...+ agm_1) + agn
a1+ 2as + 4das +8ag + ... + 2" tagn—1 + asn

Op—1 1 Qgn.

Quindi, se la o, converge, converge anche la s,, e se la s, diverge, diverge pure la o,.
Notando invece che

Son = ai1+ag+...+ aon

= a1+as+ (as+aq)+ (a5 +...+as) + (ag+...a16) + . ..
+(agn-141 + ...+ azn)
a1 + as + 2a4 + 4ag + 8ag + ... +2"asn

Y

= a1+ 5m

si ottiene che se s, converge, allora converge anche o, se o, diverge, diverge anche s,,. [l

Utilizzando tale criterio, si ha

o0 o0 1
2P ag. = —
Z 2" Z kIn2’
k=1 k=1
e quindi la serie data non converge.

Soluzione 5.1.21 Applichiamo il criterio del rapporto per ottenere che

ot 2 (k41?2
-z 2
o] 3 K 357"

e quindi la serie converge.
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Soluzione 5.1.22 La serie non converge assolutamente in quanto

ml1e )0 L o1
. k) Ik~ k

Per la convergenza semplice applichiamo Leibniz; siccome Ink — 400 per k — +00, si ha

che )
ap = hl <1 + m)

¢ infinitesima. Sfruttando la monotonia della funzione logaritmo, si ricava inoltre che la
successione e pure monotona, da cui la convergenza della serie data.

Soluzione 5.1.23 La serie non converge assolutamente in quanto il termine generale e

asintotico a 1/2k. La successione
1

T 2k +sink
¢ infinitesima e a2 < ai in quanto sink — sin(k + 1) < 2; quindi applicando il criterio di
Leibniz, la serie converge. Si noti che lo studio della convergenza della serie

1
e
Z( ) k+sink

risulta alquanto pitt complicata; serve una stima del tipo

agk

|sinz —siny| < |z —y|, Vz,y €R,
stima che si puo dimostrare usando le formule di Prostaferesi.

Soluzione 5.1.24 Dallo sviluppo di Taylor per la funzione arcotangente

3

arctanx = x — 3 + o(x?)

si ottiene che la successione

1
1 — karctan —
arctan

¢ asintoticamente equivalente alla successione 1/k? e quindi si ha convergenza assoluta e a
maggior ragione semplice.

Soluzione 5.1.25 Se applichiamo il criterio del rapporto, si ottiene

jagaal 1 (b 1)
lak| E+1 k3

—0

e quindi la serie converge.

Soluzione 5.1.26 Vogliamo andare a confrontare (asintoticamente) la nostra serie (che &
a termini positivi) con la serie armonica 1/kP. Si ha che

p(l—l—lnk)_ 1+Ink
VER+1) k322 1+ 1/k3
Si ha quindi che kPay, — 0se 3/2—p > 0, cioe se p < 3/2. Quindi la serie data & sicuramente

definitivamente piti piccola della serie con termini 1/kP per p < 2/3; se prendiamo poi p > 1,
otteniamo che la serie data converge.
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Soluzione 5.1.27 Usando la formula di Taylor, si puo scrivere

kﬁlelnk/kl%+o<%)

da cui si ottiene che la serie converge.

Soluzione 5.1.28 Scrivendo
17k _Ink Ink
si ottiene che la serie converge.

Soluzione 5.1.29 Per quanto riguarda la convergenza assoluta, si ha che definitivamente

klnk k

I T

kE2+1" k241
e quindi niente convergenza assouta. Per la convergenza semplice si applica Leibniz in quanto
la successione ¢ infinitesima e monotona (verificarlo per esercizio).

Soluzione 5.1.30 Si noti che
14+cosk 2
<<z
- 3 -3
e quindi la serie & maggiorata dalla serie geometrica di ragione 2/3 < 1 e quindi converge.

0

Soluzione 5.1.31 Si noti che cosmk = (—1)* e quindi la serie diventa
=
k+2

che e convergente grazie al criterio di Leibniz, ma non assolutamente convergente.

Soluzione 5.1.32 Si noti che sin1/(k+1) ~ 1/(k+ 1) e quindi la serie diventa asintotica-
mente equivalente alla serie
1
2D

che e convergente.

Soluzione 5.1.33 Notiamo che

(k—3)F 1 3\*
W= T\

da cui si deduce che

e quindi la serie data non converge.

Soluzione 5.1.34 Dal criterio della radice si ha
k+1 1
k
Vi = ——= - = <1
ol =57 73 <b

e quindi la serie converge.
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Soluzione 5.1.35 Dallo sviluppo di Taylor della funzione seno

11, (1
E Ok 6k O\m3 )

si ricava che la successione

1 1
ar, = (k —sink) (E — sin E)

¢ asintoticamente equivalente alla successione 1/k? e quindi converge.

Soluzione 5.1.36 Notare che 1
ka, = ——= — 1
k IV

e quindi la serie data & asintotica alla serie con termini 1/k, quindi la serie non converge.

Soluzione 5.1.37 Dal criterio del rapporto si ottiene che

1 13 1
laks1| _ 1(k+1) Sl
|ak] e k3 e

quindi la serie converge.
a/Qeka2

Soluzione 5.1.38 Scrivendo a, = e , dal criterio della radice si ottiene

k lak| = e/ (k) ga® _y pa’,

. 2 . . . . .
Siccome per a # 0 e* > 1, la serie non converge; infine per a = 0, si ha che ax = 1 e quindi
ancora non si ha convergenza.

Soluzione 5.1.39 La serie converge semplicemente grazie a Leibniz, in quanto 1/Inlnk
¢ monotono decrescente e infinitesimo. Per quanto riguarda la convergenza assoluta, dal
criterio di condensazione, si ha convergenza se e solo se converge la serie

2k
Z In(kIn2)’

ma il termine generale di tale serie non & infinitesimo, e quindi non si puo avere convergenza
assoluta.

Soluzione 5.1.40 Se si lascia cadere la pallina, dalla fisica si sa che il tempo che impiega
per raggiungere il suolo partendo da un’altezza hg € pari a

2h
to =y =2
g

Dopo il primo rimbalzo il tempo che impiega per giungere al rimbalzo successivo ¢ dato da

2h
t1 = 2\/—1 = 2to+/q,
g
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dove ¢ € (0,1) rappresenta la percentuale dell’altezza raggiunta, e il numero 2 deriva dal
fatto che la pallina deve prima salire fino all’altezza h; e poi ridiscendere. In generale per

I’ennesimo rimbalzo si ha
-1
tn = VGtn-1 =4t

e quindi il tempo che impieghera per smettere di rimbalzare sara

> > 2ho 1+
T=> ti=to+20Y i =/ Ve
k=0 k=1

g 1—/q

Se mettiamo in tale formula i valori di ¢ = 0.75 e hg = 1, si ottiene che
T =6.29s

circa.
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Capitolo 6

Limiti e Funzioni Continue

Esercizio 6.0.1 Mostrare che la funzione

fo) = *VoT
e continua in x = —1.
Esercizio 6.0.2 Mostrare che la funzione

fa) = |l2°| - 1]
e continua in x = 1.

Esercizio 6.0.3 Dire se la funzione f : R — R definita da

Vi+z2 -1
————— perz#0
T

fz) =

—_

- per z =0
¢ continua.

Esercizio 6.0.4 Dire per quali valori dei parametrireali a, b € R risulta continua la funzione
f R — R definita da

2si <-Z

—2gin _Z

sine. < -3
f(z) =14 asinz+b Tea<l
2 2

.7

cosx x> .

-2

Esercizio 6.0.5 Dire per quali valori dei parametrireali a, b € R risulta continua la funzione
f :R — R definita da

V42246 0<2<1

22 +bx+a x<0,z>1.

fz) =
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Esercizio 6.0.6 Dire se la funzione f : (—1,2) — R definita da
f(x) = x(1 —x)[z]

¢ continua o meno. Ricordiamo che dato un numero reale a € R, si indica con [a] la parte
intera del numero a, cioe il piu grande numero intero n € Z tale che n < a <n + 1.

Esercizio 6.0.7 Dimostrare che la funzione esponenziale definita nella Sezione 1.4 (1.3) &
continua.

Esercizio 6.0.8 Dimostrare i seguenti limiti notevoli

. . sinx
) (0 lm——=1

x—0 ;CQ 27
1—
iif) lim — 2% _ g,
z—0 x
iv) (%) lim (142)Y" =e;
z—0
1 x
v) lim (1 + —) =e¢;
r—+oo x
In(1
vi) lim n(l+2) =1;
z—0 x
b —1
vii) lim =1Inbd b > 0;
z—0 x
1 *—1
viii) i UFO* =1
x—0 x

ix) (%) lim 247 =0, A>1,Va>0;

T—+00
; B—a _ .
X) JJll)r}raoo(llaac) =0 Va,B>0;
xi) lim 2%(—Inz)’ =0 Va,B > 0;
z—0t1

Esercizio 6.0.9 Dato a € R, dimostrare che

sin ax

lim = q.
x—0 x
Esercizio 6.0.10 Mostrare che
. l—coszx 1
lim ——— = —.
z—0 sin“ 3x 18

Esercizio 6.0.11 Calcolare i seguenti limiti
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. sinz
i) lim ;
x—0 xX
) cos 2x
ii im ——;
z—01 — \/ﬁsmx
. cos 2x
iii) lim

z—0 1+ sinz’

. . rsinx
iv) lim ————;
z—0 2sin 222
. tanx
V) lim ;
z—0 I
. arcsin x
vi) im ———;
x—0 x
.. . arctanx
vii) lim ——;
x—0 x
. (1 —cos3x)?
viii) lim ~————:

=0 22(1 — cosx)

1 —cos/|z]

ix) lim — SV I2L
x—0 |$|
. 2 . 2
X) zgrfoo(x +ax+1)sin2/z°.
1 — 24 2 9 sin x
xi)  lim (7/) .
z—0 sinx

xii) lim (\/ 22 + 20 — 323 + 2z2).

T—+00

Esercizio 6.0.12 Mostrare che

Esercizio 6.0.13 Calcolare i seguenti limiti:
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vi)

vii)

viii)

ix)

x)

xi)

xii)

51
Jiny so g = a5

. 1—€"
lim — ;
z—0 sinx

. el/T 43
lim ————;
z—0 el/T 41

li 1 :
2501 4 el/(0-2)

. 3z
lim ;
z—0 1 — e2®

lim z'/®.
x—0

lim z!/*.
T—r+00

. <z+1>x
lim .
x—+00 $+2

arcsin x arctan x
e — €

lim

z—0 arcsinx — arctanx

2 T
lim (1 + —> ;
T—r+00 X

lim (1 + sin z)'/7;

x—0

L\ 5
lim - .
z—0t \ T

)

Esercizio 6.0.14 Calcolare i seguenti limiti;

i)

lim In(1 + 10x);
x—0 x€X

Incosz

1m
z—0 €T

b

. In(l1+2)—=z
lim ————;
x—0 3x + 2

lim In(1 + sinx) ;
z—0 x
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6.1. ESERCIZI SENZA SVOLGIMENTO

. Incoszx
V) lim ————;
z—01 —cosx
1
vi) lim zsin <1n Tt ) .
xr— 400 X —|— 2

. . . rz+1
vii) lim zsin { In .
x—0 T + 2

Esercizio 6.0.15 (%) Sapendo che

lim e~ /% =0,
z—0t

mostrare che )

lim ez = 0, lim etan(/n=m/2) — (.
n—-+o0o n—-+oo

Esercizio 6.0.16 (%) Data ’equazione di secondo grado
ar’ +br+c=0,
cosa succede alle due radici se, tenendo fissati b e ¢ si fa il limite a — +o00 e a — 0?7

Esercizio 6.0.17 (%) Data una funzione f : [0,1] — [0, 1] continua, dimostrare che esiste
almento un punto g € [0, 1] tale che f(x) = x (Sugg: considerare la funzione g(x) = f(z)—x
e applicare il teorema dell’esistenza degli zeri).

Esercizio 6.0.18 (%*) Data una funzione continua f : R — R tale che

flx+y) = fx)+ fy),

dimostrare che f(z) = f(1)x per ogni x € R (Sugg: calcolare la funzione f nei punti della
forma 2 = n, poi nei punti della forma & = n/m e sfruttare quindi la continuita).

Esercizio 6.0.19 (%*) Data una funzione continua f : R — R tale che

{ fl@+y) = f(z)f(y)
f1)=a>0,

dimostrare che f(x) = a” per ogni € R. Cosa succede se non si richiede la continuita su f.

6.1 Esercizi senza svolgimento
Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

L lim sin(51n(1 + x))
x—0 x€X
1-— In(1
9. Jim L I'l(4+x))
=0 2 +sin” 3z

1

sin =
T

3. lim
e=too /322 +1— /322 — 1

(0]
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4. lim (x —4)*° 16

r—4+1

tan(sin(x? + 4z)) +

5. 1
750 In(1+ )
6. lim In(1 + 3sinx)
z—0 tanx
631 +ez +1
R it _
7 IHHJIrloo 2e3T + 2
in 2
8. lim et
z—0 arctan bx
2 11—z
9. lim ( x+3)
T——00 2x
VA R
10. lim
z—0 T + 2
7 5 _ 9.2
1 lim 5S¢’ 4+ x 3x° 41

z——o0 5 — g3 + sin% + cosx

12. lim xsin—
xTr—r—00 €T

13. lim

14. lim

15. lim
x—0 ,1,’3

6.2 Soluzioni

Soluzione 6.2.1 Per svolgere questo esercizio, calcoliamo la funzione nel punto xg = —1,
e verifichiamo che

lim f(e) = f(~1).

r——1

Ma f(—1) =0, e quindi bisogna trovare, fissato € > 0, un § > 0 tale che se z + 1 < J, allora

|f(z)] <e. Ma
|3\/x+1| <e€

se e solo se |z + 1| < €3, quindi basta prendere § = 3.

Soluzione 6.2.2 Siccome f(1) = 0, cerchiamo, fissato e > 0, un é > 0 per il quale |[x—1| < &
si abbia |f(z)| < €. Ma
|23 —1] < e

se e solo se
l—e<|z®|<1+e¢
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Stiamo verificando la continuita nel punto 1, quindi per é opportuno, si dovra avere che x
& positivo. Cosi ad esempio, per 6 = 1/2, si ha che 1/2 < x < 3/2; in tal modo si ha che
|7|> = 23, e quindi la condizione da verificare diventa

—e<d—1<e.

A questo punto, scrivendo 2 — 1 = (z — 1)(2? + x + 1), se § = 1/2, otteniamo che 1/2 <
x < 3/2, da cui

7 19
1<Z<$2”“<I<5'

Quindi
r—1<a®—1<5(x—1),

da cui se prendiamo § = min(1/2,¢/5), otteniamo quanto cercato.

Soluzione 6.2.3 Per verificare la continuita di f basta andare a verificare che

Vitaz-1 1

:ll—>mo 72 2
Difatti
VitaZ-1 1 2y/1+a2—(a®+2)
x? 2 212

4(1 +2%) — (22 +2)?
222 (2v1 4 22 + 22 + 2)
2
x

22VI+ a2 422 +2)
Tenendo quindi presente che v1+ 22 >0 e 22 > 0, si ottiene che

‘\/1—}—1:2—1
IEQ

2

X
1

<

1
2
Preso quindi € > 0, se scegliamo § = 1/£/2, si ottiene che per |z| < §

‘\/1+z21 1
ZCQ

AON

da cui la continuita.

Soluzione 6.2.4 Per verificare la continuita della funzione data basta andare a verificare
la continuita nei punti —w/2 e 7/2. Ciog, si deve avere

lim f(z)= lim f(x),

T——7/2" z——m /2%
da cui segue che 2 = —a + b. Inoltre si deve avere
li = 1
oy S = i, 1@,

da cui @ + b = 0. Quindi si ottienea = —-1e b= 1.
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Soluzione 6.2.5 Si deve andare a testare la continuita nei punti 0 e in 1. La condizione di
continuita in 0 diventa 1 + b = a, mentre la condizione di continuita in 1 diventa v/2 + b =
1+ b+ a. Otteniamo quindi che a = V2—1leb=+v2-2.

Soluzione 6.2.6 La funzione data & prodotto di tre funzioni, 2 (continua ovunque), (1 —x)

(continua ovunque) e [z] (continua in tutti gli intervalli del tipo (n,n+1) con n € Z). Quindi

potrebbero esserci due discontinuita della funzione data, piu precisamente in 0 e 1. Ma
lim f(z) = lim f(z)=0,

z—0— z—0*t

e analogamente

Soluzione 6.2.7 Notando che
a® —a® = a* (a7 — 1),
basta dimostrare la continuita in x¢y = 0, cioe che
lim a¥ = 1.

y—0

N

Ma questo limite e conseguenza dell’Esercizio 1.2.21, in quanto per y > 0 esistono due
razionali g1, 02 > 0 tali che o1 < y < g2, e quindi per la monotonia dell’esponenziale segue
la continuita.

Soluzione 6.2.8 Il punto i) segue, analogamente a quanto dimostrato per i limiti notevoli
sulle successioni, dalle disuguaglianze

|sinz| < |z| < |tanz|.

Per quanto riguarda il punto ii), segue da i) una volta posto 1 — cosz = 2 sin? x/2. 1l punto
ili) segue da ii) in quanto
1- 1- 1
lim — 2% _ limzﬁzﬁ—.
z—0 T z—0 T 2
Il punto iv) non lo dimostriamo (si potrebbe far vedere, con l'uso delle derivate, che la
funzione (1 + 2)*/* & monotona, quindi ci si puo ricondurre al limite della successione
(1+1/n)™). Il punto v) segue da iv); ad esempio, facendo la sostituzione y = 1/z, abbiamo

1 x
lim (1 + —) = lim (14" =e.
x y—0t

Tr—r+o0
Per il punto vi), una volta scritto

In(1+ x)

=In(1 4 z)'/°,
X

il limite segue da iv) notando che la funzione In & una funzione continua. Dimostriamo vii)
prima nel caso particolare in cui b = e: utilizzando la stima (4.1) si ottiene
e’ —1 1

<
T 1—=x

1<
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e passando al limite per x — 0 e utilizzando il teorema dei due carabinieri si conlude.
Nel caso piu generale vediamo una dimostrazione differente: poniamo y = b* — 1, da cui

In(1 +y
Quindi
b —1
lim —Inblim —2— = Inb.
=0 y—0 In(1 4+ y)

Per viii), si pone y = log(1 + z)¢, da cui
=¥/ — 1,

e quindi

(14+x2)* -1 . eV —1
- = lim— = qa.
z—0 T y—0 e¥/ — 1

Il limite ix) segue dall’analogo limite dimostrato per le successioni

e notando che la funzione x — x*A~* & monotona decrescente, almeno per x > «/In A. 1l
punto x) segue poi da ix) facendo la sostituzione y = log .

Soluzione 6.2.9 Abbiamo, se @ # 0 (in caso contrario il limite & ovvio),

. sinax . sinax
lim = o lim
x—0 X x—0 ox

= Q.

Soluzione 6.2.10 Abbiamo

1—cosx lfcosx( T )2

sin® 3z x2 sin 3z
da cui
. 1—cosx 1
lim 5., T 1a°
z—0 sin“ 3x 18

Soluzione 6.2.11 Per il limite i), si ha

2 2

sin x sin x

=0.

lim = lim x
x—0 x z—0 x

Il limite ii) ha il numeratore che tende a 1, cosi come il denominatore, quindi il limite & pari
a 1. Analogamente per il limite iii). Per il limite iv), abbiamo

rsinx 1sinz 2z2

2sin2zx?2 4 x sin2z2?’

quindi
I rsinx 1
m-—— = -.
z—0 2sin2x2 4
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Per il limite v), scritto
tanz sinz 1

x x cosx’

il limite segue. Nel limite vi), ponendo y = arcsin x, otteniamo

arcsin x . Y
= lim — =1.
z—0 x y—0 81y
In vii), si pone y = arctanz, e si ottiene
t
[ A T
z—0 x y—0 tany
Per viii), scrivendo
(1 — cos3z)? z? 1—cos3z\”
= N 81,
22(1 —cosz) 1—cosz (3x)?
otteniamo che
lim (1 —cos3x)®> 81
m = —.
z—0 22(1 —cosz) 2
In ix), facendo la sostituzione y = /|z|, otteniamo
. 1—cos+/|z| . l—cosy 1
lim ————— = lim ———— = —.
z—0 || y—0+ y? 2

In x), facendo la sostituzione y = 1/, otteniamo

. 2 2
lim (22 4+ 1)sin2/2% = lim 2(2 +y+ 1)t =2,

z—+00 y—0+ 2y2
In xi), studiamo la funzione
sinz (log(1 — sin® z/2) — logsin ) .

Usando il limite notevole
lim xlogxz = 0
x—0

Ottelllalll() (]ullldl Che
11111 S11 g 1 - 1 2 - 1 g S11 -
X ( O, ( S ZC/ ) O, .17) 0,

da cui il limite originario uguale a 1. In xii), si ha che

2 4 9)1/2
() - b (o)
-1

42
T

= 201+= )1/3(1 )2

4)21_:
6
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Soluzione 6.2.12 Abbiamo

1+sin’x 1 sin’
2 2 x2
quindi
L1+ sin?
lim ——— = +oo.
x—0 x

Soluzione 6.2.13 Per i), scrivendo

5—-1 5°—1 a
3r—1 oz 3=_1’

otteniamo
5°—1 logb

m > — log, 5.
ST T logs 0880

Per ii), scritto
1—-¢e* 1—-¢e* x

sin x x sinz’

otteniamo che
. 1—€"
lim — = —1.
z—0 sinx
Per iii), calcoliamo separatamente limite destro e limite sinistro. Sostituendo y = 1/z,
abbiamo
. el/T4+3 . 1+3e7v
lim ——— = lim ——— =1,
20+ e/ 1 y—+oo 1+4e¥
mentre

el/r 43 . eV +3
im ——— = lim =3
am0- e/t 41 y>-coe¥ +1

Quindi il limite non esiste. Per iv),

i 1 1
a0 L/ Tte
In v),
3x 3 .. 2x 3
lim ==1 =
=01 — 2% 22501 — e2% 2
In vi), scrivendo
:L,l/:n _ elogac/x

si ha che
lim /% = 0.
x—0

Mentre in vii), si usa il limite notevole x), per ottenere

lim 2'/% =1.
Tr—r+00

rr1\® e 1 —(z+2)(~z/(z+2))
T+ 2 B T+ 2 ’
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ottenendo quindi che

lim =e .
z—+oo \ T + 2

In ix), scrivendo

arcsin arctanx arcsin x—arctan
€ —¢€ _ earctanx € -1
arcsinx — arctanx arcsinxz — arctanz ’
segue che
. earcsznm _ earctan T
lim =1

z—0 arcsinx — arctanx

In x), ponendo y = x/2, otteniamo
92 x 1 2y
lim <1+ —) = lim <1+ —) = e’
z—0 x y—0 Yy

(1/sinx)(sinz/x) — e

In xi), abbiamo

lim (1+ sinz)l/m = lim (1 + sinx)

x—0 z—0

In xii), si ha che

in quanto si utilizza il limite notevole xInx — 0 per x — 0.

Soluzione 6.2.14 In i), scritto

log(1 +10z) 10log(l + 102)

x 10x ’

si ottiene che

lim log(1 + 10x)

x—0 x€X

= 10.
In ii), scrivendo cosx = 1 — 2sin” /2, otteniamo

logcosz  log(1 — 2sin® z/2) —2sin® z/2

22 —2sin? z/2 2
da cui si ottiene che
. logcosz 1
lim —— =5
z—0 x 2

In iii), il numeratore tende a 0 mentre il denominatore tende a 2, quindi il limite & 0. In iv)

scriviamo
log(1+sinz)  log(l + sinx) sinx

x sinx x

da cui segue che

lim log(1+sinz)
z—0 X

82



6.2. SOLUZIONI

In v), scriviamo

logcosz  log(l —sin®x/2) —2sin®z/2 22/4

1 —cosz —2sin? z/2 (x/2)2 1—cosx’

da cui segue che
. logcoszx
lim ——— = —1.

z—01 — cosx

Ponendo y = 1/, il punto iv) diventa

vsin (bg“l) _sin (log £55) tog (1 - ;) (_ 1 )
x4+ 2 log 11:'2yy —y/(1+2y) 142y
e quindi
Igr}rloozsin <log i 1 ;) =—1.

Per vii), si ha

1
ii_}mozsin <logi12) =0.

Soluzione 6.2.15 Eseguendo la divisione tra polinomi, abbiamo

1—n? 3
=2—-n-— .
24+n 24+n
Quindi
oS _ 20— mg—3/(24n)
e quindi

. 1=n?
lim e2t¥» =0.
n—-+o0o

Per il secondo limite, si noti che

cos(l/n) _ cos(l/n) 1/n

tan(l/n —7/2) = _sin(l/n) o 1/n  sin(1/n)’

Quindi il limite sara 0.

Soluzione 6.2.16 Le radici sono date da

—b V0T —dac _ b (b){g_
a a ’

T1,2 =

a a

si noti che per esistere queste due radici deve essere 4ac < b?. Quindi se ¢ > 0, per a > b?/4c
non si avranno radici, mentre se ¢ < 0 avremo due radici distinte e le due radici tendono
a 0 per a — 4o00. Nel caso a — 0, supponiamo dapprima b ## 0, quindi ad esempio b > 0;
allora le due radici sono date da

4ac
—b— VB —dac _ I=%3 +1
rH=————— = — L
! 2a 2a
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V11— e 1 9c (/1 - 4% 1
wy=b| | = [ Y—pf—

2a b 7%

Quindi, se a — 0T, allora ;1 — +o00 e se a — 0~ x; — —oo, mentre, indipendentemente
dal segno di a, o — —c/b, che & lo zero della retta bz + ¢ = 0. Infine, se b = 0, allora

v —4ac
2a '

T1,2 = +

da cui per a — 0, uno dei due tra z; e x2 tende a +00 e ’altro a —oo.

Soluzione 6.2.17 La funzione g(z) = f(z) — x & tale che g(0) = f(0) > 0, mentre g(1) =
f(1) =1 < 0. Quindi per il teorema dell’esistenza degli zeri per le funzioni continue, esistera
sempre un punto zo € [0, 1] per il quale g(xg) = 0, cioe f(xo) = xo.

Soluzione 6.2.18 Dato n € Z, si ha chiaramente che

f(n) =nf(1).
Se poi z € Q, scrivendo © = n/m, siccome

f(mz) = mf(x) =mf(n/m),

otteniamo che

Flonmy = 0D IR g

m m

Quindi abbiamo dimostrato che per x € Q,

A questo punto sfruttiamo la continuita della funzione f e otteniamo, approssimando ogni
x € R con una successione di numeri razionali ¢, € Q,

f(@) = f(lim gn) = lim f(gn) = lim gy f(1) = z.f(1).
Soluzione 6.2.19 Analogamente al punto precedente, se n € Z, otteniamo che
f(n) = a",
quindi per ogni x = n/m € Q, si ha
(@) = a"'™,
Quindi per la continuita della funzione f, otteniamo che
f(x)=a", VxeR.

Se non si impone la continuita di f, esistono altre funzioni oltre all’esponenziale; difatti,
la condizione f(1) = a ha come conseguenza che sono ben determinati solo i valori su Q,
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mentre per i numeri in R\ Q non si ha alcuna informazione in generale. Ad esempio, siccome
v/2 non ¢ razionale, la funzione definita da

f(1) =aq, f(\/§) =2a, (f(y/p)=pa con p primo)

soddisfa la proprieta f(z +y) = f(z)f(y) ma non coincide con I’esponenziale.
Questo esercizio mostra che la funzione esponenziale puo essere definita come 'unica fun-
zione continua f : R — R tale che
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Capitolo 7

Derivate e Problemi di Massimo
e Minimo

Esercizio 7.0.1 Calcolare, usando la definizione, la derivata in zg = 1 della funzione

Esercizio 7.0.2 Calcolare, usando la definizione, la derivata in zg = 1 della funzione
f(z) = avz +3.
Esercizio 7.0.3 Dimostrare che la funzione
f(z) = |sinz],

non e derivabile nei punti della forma = = km con k € Z.

Esercizio 7.0.4 Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

i) fle) = Vasing
241

i) f() = sine”

n(z — tanz?) ;
iv) flx) = (lnxz)Q;

— arctan ———:
v) f(z) = arctan T
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vi) f(x) = |sinz|(1 + cosx);
sinx

s — t T ).

vii) f(z) =arc am(1 T oosa);

viii)  f(z) = (1 + i)m

i) f(2) = (sin2)™;

X) f(x) = arcsin <1 —1—1302);
xi) f(z) = arccosh v/ 22 — 1;

i) g =

xiii) f(x) = eV (sin 2z + cos 3x);
xiv)  f(z) = (2")";

xv) f(z) = (lna) /™

xvi) f(z) = faf;

xvii) f(z) =2* +Inz;

Inz+1
xviii) flx) = —
xix) f(z) =sinzcosz + x;
xx) Fla :s%nxfcosx;
sinx + cosx
xxi = ta ;
) S =t b
.. Insinx
xxii) f(z) = o
xxiii) f(z) = (arctan ac)c”zﬂ.

Esercizio 7.0.5 Trovare massimi e minimi della funzione
flx)=a 4+ 2% — |z| +2
nell’'intervallo [—3,4].

Esercizio 7.0.6 Trovare massimi e minimi della funzione

fl)y=v1—-2a%2+ .

1
Ty
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Esercizio 7.0.7 Trovare massimi e minimi della funzione
fx)=2-33x

Esercizio 7.0.8 (%) Dimostrare la seguente identita;

1
arctan(z) + arctan o

v | 3

Esercizio 7.0.9 (%) Dimostrare la seguente identita:

arcsinx + arccosx =
per ogni —1 <z < 1.

Esercizio 7.0.10 (%) Dimostrare le seguenti identita:

. 2z -1 sex < —1
2 arctan(x) + arcsin (m) = { T osea> L

Esercizio 7.0.11 (%) Dimostrare le seguenti identita:

arcsenhz = In (1; + Va2 + 1) ,

arccoshx = In (1: +vVarZ - 1) ,

arctanhzzlln 1+z .
2 1—=x

Esercizio 7.0.12 Data la funzione

T sex <0
f(z){ ar+b sex >0

con a e b parametri reali, determinare a e b in modo che la funzione f sia continua e derivabile
su tutto R.

Esercizio 7.0.13 Data la funzione

2> 4+ar+b sex<0
f(x)_{ez sex >0

con a e b parametri reali, determinare a e b in modo che la funzione f sia continua e derivabile
su tutto R.

Esercizio 7.0.14 Data la funzione

Fz) = 222+ b sex <2
T ] 2ax+1la sex > 2

con a e b parametri reali, determinare a e b in modo che la funzione f sia continua e derivabile
su tutto R.
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Esercizio 7.0.15 Data la funzione

f(z) = 2 4 ax sex <0
T = bln(x +1) sex >0

con a e b parametri reali, determinare a e b in modo che la funzione f sia continua e derivabile
su tutto R.

Esercizio 7.0.16 (x) Data la funzione
f(z) = arctan Iy In(1 + x?),
a

determinare il valore del parametro a in modo che la tangente al grafico di f nel punto 0
formi un angolo di 7/4 con asse delle ascisse.

Esercizio 7.0.17 Data la funzione f: R — R,
flx)=a®+3z+1,
dire se ¢ invertibile e calcolare quindi
(f7H().
Esercizio 7.0.18 (x) Data la funzione
f(z) = e® —sinx — 3z,
dimostrare che esiste un punto zo € [0, 1] per il quale f(xq) = 0.
Esercizio 7.0.19 (x) Data la funzione
f(z) =sinz + z,
dimostrare che esiste un unico punto zg € [0,7/4] per il quale f(zg) = 1/2.

Esercizio 7.0.20 Dire se la funzione

cosz w/d<axz<m/2

fz) =

sine 0<a<m/4
soddisfa le condizioni del teorema di Rolle.
Esercizio 7.0.21 (%) Usare il teorema di Lagrange per dimostrare che

|sinz —siny| < |z — y|

per ogni z,y € R.
Esercizio 7.0.22 (%) Data la funzione f: R — R definita da

$2 + re™T

f(z) = lim

n—oo 1 4+ en® ’

dire se f e continua e derivabile.
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Esercizio 7.0.23 Tra tutti i rettangoli di perimetro fissato, determinare quello di area
massima.

Esercizio 7.0.24 Tra tutte le pentole cilindriche senza coperchio con superficie laterale
pari a S, determinare raggio e altezza in modo da massimizzare il volume.

Esercizio 7.0.25 Tra tuttiirettangoli con area fissata, determinare quello che ha la minima
diagonale.

Esercizio 7.0.26 Trovare, tra tutti i settori circolari con perimetro fissato, quello di area
massima.

Esercizio 7.0.27 Tra tutti i triangoli rettangoli di cateti a e b tali che a + b = 5, trovare
quello di ipotenusa massima e quello di ipotenusa minima.

Esercizio 7.0.28 Dato un rettangolo di lati a e b fissati, ritagliare nei quattro vertici quat-
tro quadrati di lato r e costruire quindi il parallelipedo di altezza r e base rettangolare di
lati @ — 2r e b — 2r (vedi figure 7.1 e 7.2). Determinare r in modo che il volume di tale
parallelepipedo sia massimo.

Figura 7.1: Costruzione del parallelepipedo

Figura 7.2: Visione tridimensionale
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7.1 Soluzioni

Soluzione 7.1.1 In generale, per la derivata in un punto z¢ € R abbiamo che

Quindi, nel punto zg = 1/2, abbiamo che f(1) = 1/2 e dalla definizione

/ I T f(leh)*f(h),' 7$771
F) = lim === ——— = lim 202 +2h+h2) 2

Soluzione 7.1.2 Abbiamo f(1) =2, e quindi

/ . (h+1)Vh+4-2 h? +6h+9 9
f(1) = lim = lim = -,
h—0 h h=0 (h+1)vh+4+2 4
Soluzione 7.1.3 La funzione sinz ¢ 2m—periodica e, dalla relazione sin(—xz) = —sinz,

segue che la funzione f(x) & m—periodica. Quindi basta dimostrare che la funzione f non &
derivabile in 0. Ma

f(z) = f(0)

| sin x| . sinz
= lim

lim = lim =1,
z—0t T z—0t x z—0t X
mentre
z)— f(0 sinx sinx
lim (z) — 1(0) = lim | | =—1 =—1.
r—0— X x—0— X rx—0— X

Quindi f non puo essere derivabile.
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Soluzione 7.1.4

vi)

vii)

viii)

xi)

xii)

xiii)

xiv)

XV)

sinx + 2z cosx

) = T orcosr,
roon % —1 )

f(a) = @izt

() = e“cose”  (sine”)(1 — 2z — 2xtan®a?)

~ In(z —tanaz?)  (z —tan2?)In®(z — tana2) ’

4
f'(z) = = Inz?
x

1+ 22 )
1—a2 424

f'(z) =

La funzione non & derivabile in x = 0; escluso tale punto e tenendo

presente che per z # 0 si ha che |z|" = z/|z| = |z|/x si ricava che
f(z)= %(200521; + cosz — 1);
sinz
1
! —_ —
f (IE) - 27

o= (2) (o(2) -25)

o) = Gina)s (1)

cos?
fla) =~
SN W e
2
f@) = 5
£() = -

CESVCE

in 2 3
fl(z) =ev® (W + 2 cos2x — 351n3x);

J(@) = o(@)" (2 + 1);

f(z)= M (1 —Inlnz);

xT
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xvi) f'(@) =2|zf;
222 +1
wi) i@y =2 EL
x
ese 7 2
xvilh) - f@) = - e
xix) f'(z) = cos2z + 1;
2
o) — .
0
. , _l+smz
XXI) f (:E) - COS2.I' )

1—sin?z(1 — Insinz
xxii) f(z) = : ( — ),
sinz — sin® z

xxiii) f/(z) = (arctanz)® 1 (23@ Inarctan z + 7) :
arctanx

Soluzione 7.1.5 Dividiamo lo studio della funzione data nello studio delle due funzioni
f1($):$3+l‘2+1‘+2, 1'6[7350]5

fox) =2 +a2* —x+2, xc€][0,4].

Per trovare i massimi e minimi della funzione f; nell’intervallo dato, calcoliamo dapprima i
valori della funzione negli estremi dell’intervallo;

fi(=3)=-19, f1(0) =2.

Vediamo ora se la funzione ha massimi o minimi all’interno. La funzione & derivabile in
(—3,0) e quindi calcoliamo la sua derivata e la poniamo uguale a 0.

fi(x) =32 +22+1=0.

Si nota subito che la derivata non si annulla mai, quindi la funzione f; € sempre strettamente
crescente, quindi il suo massimo sara raggiunto in 0 con valore 2, mentre il suo minimo sara
raggiunto in —3 con valore —19.

Passiamo ora allo studio di fs. I suoi valori agli estremi sono

f2(0) =2, f2(4) =78
Cerchiamo massimi e minimi interni:
fi(x) =32% + 22 —1=0.

Questa equazione ha due soluzioni, una positiva, 1/3, e una negativa, —1, che scartiamo in
quanto fuori dell’intervallo considerato. Quindi il punto 1/3 sard un punto di minimo locale
con

In definitiva, la funzione f avra quindi un massimo in 4 e minimo in —3.
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Soluzione 7.1.6 La funzione data ¢ definita, per via della presenza della radice, nell’in-
tervallo [—1,1]. Quindi i massimi e i minimi andranno cercati nell’intervallo chiuso e limi-
tato [—1, 1]. Dividiamo il problema in due problemi, causa la presenza del valore assoluto.
Abbiamo le due funzioni

fl(z):\/lf:czfx—1 su [—1,-1/2],

2,
1
fo(z) =V1—22+2+ 50 su [—1/2,1].

Vediamo anzitutto fi; abbiamo f;(—1) = 1/2, mentre fi(—1/2) = v/3/2. La derivata di f
e
x

— -1
V1 —z2
che si annulla unicamente in —v/2 /2; in corrispondenza di tale punto il valore della funzione

f1 & V2 —1/2. Quindi,

fila) = -

V2

1
fl(l') = \/57 5, assunto per x = 77,

min
ze[—1,—1/2]

1
fi(z) = @ assunto per r = -t

max ,
z€[—1,-1/2] 2

Per quanto riguarda f» invece, abbiamo che fo(—1/2) = v/3/2, mentre fo(1) = 3/2. Per
quanto riguarda la derivata, si ha che

M) = — %
L=
che si annulla in v/2/2, con f2(v/2/2) = v/2 + 1/2. Quindi

+1

min r)=— assunto per x = —
we[=1/2,1] f2( ) 9 7 p

)

N | —

“l%

1
max  fo(zr) = V24 =, assunto per x =
z€[—1/2,1] 2
Quindi il massimo per f sara assunto in v/2/2 con valore pari a /2 4+ 1/2, mentre il minimo

sara assunto in —\/5/2 con valore v/2 — 1/2.

Soluzione 7.1.7 Siccome

lim f(z)=-o00, lim f(z)=+o0,
T—r—00 Tr—r+00
sarad chiaro che la funzione non ammette massimo o minimo assoluti. L’unica cosa che si
potra ricercare, sono i massimi e i minimi locali. Per quanto riguarda la derivata di f, che
¢ definita solo per = # 0, abbiamo

4 — -
flx)=1 Wk
Tale derivata si annulla in 1 e —1. Siccome la derivata per x compreso tra questi due valori e
negativa mentre la derivata & positiva per |z| > 1, allora 1 e —1 sono rispettivamente punti
di massimo e minimo locale per la f, con f(—1)=2e f(1) = —2.
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Soluzione 7.1.8 Considerando la funzione
1
f(z) = arctan(x) + arctan (—) ,
T

abbiamo che
1 122

/ = _— =
f(x)_lJr:EQ 221+ 22

Quindi la funzione & costante e in particolare

f(x) = f(1) = arctan(1) + arctan(1) =

=
=
Mk

Soluzione 7.1.9 Detta

f(x) = arcsin(x) 4 arccos(z),

otteniamo che
1 1 B

— — _07
V1i—22 1-— 22

quindi la funzione € costante e in particolare

f'(z)

f(z) = £(0) = arcsin(0) + arccos(0) = g
Soluzione 7.1.10 Facendo la derivata della funzione

2
f(z) = 2arctan(z) + arcsin (H—xﬁ) )

otteniamo
2 21—z

() —
@) = 1+z2+1+x2|1—:p2|'

Quindi, per 2 > 1, si ha che la derivata si annulla, e quindi la funzione & costante. Siccome

lim f(x) = arctan(—o0) + arcsin(0) = —g,
Tr— — 00

mentre
0
li = arct in(0) = -
Z_l}riloof(x) arctan(+o00) 4 arcsin(0) 5
segue la conclusione dell’esercizio. Si noti che si sono ottenute due costanti differenti; questo
non ¢ dovuto al fatto che la funzione data ¢ definita su due intervalli disgiunti e la sua
derivata e nulla ovunque, da cui la costanza della funzione su ognuno degli intervalli di
definizione della funzione.

Soluzione 7.1.11 Dimostreremo la prima identita, le altre due si dimostrano in modo ana-
logo. Ci sono due modi per dimostrare tale identita. Il primo modo consiste semplicemente
nel calcolare

sinh(ln(z + /(22 + 1))).
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Se questa quantita e pari a z, allora dalla definizione di arcsin i otteniamo l'identita. Ma

eln(z-l—\ /(x2+1)) _ e In(z++/(z2+1))
2
In(z + /(22 +1)) —

sinh(ln(z + /(22 + 1)))

I S
In(z++/(z2+1))

2
222 + 2xvVx? + 1
=z
2(x + Va2 +1)

Il secondo metodo, consiste nell’'usare le derivate. Le due funzioni coincidono per z = 0 e
sono uguali a 0. Se le loro derivate coincidono, allora le due funzioni sono uguali. Ma

1
Vaz 41’

(arcsin hz)' =

mentre

(In(z + V22 + 1)) =

1 x 1
— 1+ = .
x+\/:v2+1< \/x2+1) Va2 +1
Soluzione 7.1.12 Imponiamo dapprima la condizione di continuita:

lim f(z)=b= lim f(z) =0,

z—0*t z—0—

quindi b = 0. Per la derivabilita,

lim f(z) =a= lim f'(z)=0,

z—0t1 z—0—

da cui a = 0.
Soluzione 7.1.13 Per la continuita,

lim f(z)=1= lim f(z) =",

z—0t z—0~

quindi b = 1. Per la derivabilita,

lim f(z)=1= lim f'(z)=a,

z—0+ z—0-
da cui a = 1.
Soluzione 7.1.14 La condizione di continuita si riduce a
8+ b= 16a + 11a,
mentre la condizione di derivabilita
4 =24a + 11a.

Gli unici due numeri che soddisfano queste condizioni sono a = 4/35 e b= —172/35.
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Soluzione 7.1.15 La condizione di continuita si riduce a
0=0,

cioe la funzione data ¢ comunque sempre continua indipendentemente dai parametri a e b.
Per la derivabilita, otteniamo
a=b.

Soluzione 7.1.16 L’unica cosa che si sta richiedendo ¢ che la derivata della funzione data
sia pari ad 1 in 0. Calcoliamo quindi la derivata prima;

a " 2z
a?+ 22 1+a?

f'z) =

Quindi
1
!
0)=-.
HOEE
Quindi la condizione ¢ verificata se a = 1.

Soluzione 7.1.17 Per dimostrare I'invertibilita della funzione data, mostriamo che essa ¢
strettamente monotona. Calcoliamo quindi la derivata prima

fl(x) =32>+3>3>0.

In particolare, la derivata prima non si annullera mai (¢ sempre almeno pari a 3). Quindi,
dato che f e strettamente monotona crescente, ammettera una inversa, anch’essa monotona
crescente. Tale inversa sara anche continua ed in virtu della formula

-1 /I _ 1
U= Fmy

la funzione inversa sara anche derivabile. In particolare, siccome f~1(1) = 0, avremo che

1 1
-1 l
1) = —==-.
(O = 55 =3
Soluzione 7.1.18 Siccome f(0) =1 mentre f(1) =1 —sinl — 3 < 0, allora per il teorema
dell’esistenza degli zeri di una funzione continua, esistera un punto zy € (0,1) per il quale

f(zo) = 0.

Soluzione 7.1.19 Siccome f(0) = 0 e f(n/4) = V/2/2 + 7/4 > 1/2, allora tutti i valori
tra questi due numeri saranno assunti da f, in quanto funzione continua (corollario del
teorema dell’esistenza degli zeri); in particolare esistera un punto zy € (0,7/4) per il quale
f(zo) = 1/2. Inoltre, dato che f'(z) = cosz + 1, si ha che su [0,7/4] f'(z) > 1++2/2 ¢
quindi f & strettamente monotona crescente, da cui 'unicita di zg.

Soluzione 7.1.20 La funzione data ¢ tale che f(0) = 0 e f(7w/2) = 0, pero tale funzione
non ¢ derivabile in tutti i punti interni a (0, 7/2). Infatti si ha un problema in 7/4 in quanto

V2

li "(x) = ==
,Jim fla) =
mentre \/_
2
. ! _ _ v
S0 ==
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Soluzione 7.1.21 Prendendo due punti z,y € R con =z < y, applichiamo il teorema di
Lagrange nell’intervallo [x,y], per avere l'esistenza di un punto xg € [z, y] per il quale
siny — sinx
SRy IR sin’ () = cos(zo).
y—x
Quindi, siccome | cos(zp)| < 1, segue la tesi.

Soluzione 7.1.22 La funzione limite ¢ data da

0 sex=0
flz)y=< 2? sex <0
z sex>0.

Quindi la funzione f & continua ma non derivabile.

Soluzione 7.1.23 Supponiamo di avere un rettangolo generico di lati « e y. La condizione
che il perimetro sia fissato, diventa

2z 4 2y = P,
con P € R, numero reale fissato. L’area del rettangolo si puo quindi scrivere come

A(z) = @

Questa & una funzione definita in [0, P/2] e ne cerchiamo il massimo. Valutiamola negli
estremi, A(0) = 0 = A(P/2). Per quanto riguarda la derivata, otteniamo

che si annulla per z = P/4 (quindi y = P/4) ed in tale punto si ha A(P/4) = P?/16.

Soluzione 7.1.24 Poniamo il raggio della base del cilindro pari a r e ’altezza del cilindro
pari a h. La condizione che la superficie laterale sia pari a S diventa

7r? 4+ 2nrh = S,

da cui
o S — mr?
27r
Il volume del cilindro diventa quindi
S — 2
V(r) = mr*h = A )

Tale funzione va studiata nell’intervallo [0, y/.S/7]; abbiamo

V(0) = V(/S/x) = 0.

La derivata diventa quindi
S — 3mr?
5
Tale derivata si annulla per r = /S/(37), dove si avra quindi un massimo.

V'(r)
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Soluzione 7.1.25 La condizione ¢, detti x e y i due lati del rettangolo, zy = A con A
numero reale fissato. La lunghezza al quadrato della diagonale & quindi data da
A2
D(z) =2+ = lim D(z) =400, lim D(x) = +oc.

227 5400 z—0t
Tale funzione ¢ definita su (0, 400). La derivata ¢ data da
2(z* — A?)

D'(w) = 25—

3

che si annulla per z = /A (da cui y = VA).

Soluzione 7.1.26 Di un settore circolare le variabili sono il raggio r del cerchio e 'ampiezza
x del settore. Il perimetro del settore circolare ¢ dato da

r(x+2)=P
dove P sara quindi un numero reale fissato. L’area del settore & data da

xr? Px
Alz) = —/— = ——.
@) =5 = w22
Tale funzione & definita per x € [0, 27]; abbiamo che A(0) = 0 = A(27). La derivata sara
data da
2P(2 — )
(x+2)3

Tale derivata si annulla per x = 2 che sara quindi un punto di massimo.

Al(z) =

Soluzione 7.1.27 Scritto b = 5 — a, la lunghezza dell’ipotenusa al quadrato sara data da
I(a) = 2a* — 10a + 25,
con a € [0,5]. Si ha che I(0) = I(5) = 25, mentre la derivata di I sara
I'(a) = 4a — 10,

che si annulla per a = 5/2 (e quindi b = 5/2), che sara l'ipotenusa di lunghezza pil piccola.
Soluzione 7.1.28 Il volume del parallelepipedo & dato da

V(r)=(a—2r)(b—2r)r
Tale funzione ¢ definita in r € [0, min(a, b)/2]. La derivata ¢ data da

V'(r) = 12r* — 4(a + b)r + ab.

Tale derivata si annulla per

(a+b)+va?+b>—ab
6 )

di queste due soluzioni solo una & contenuta in [0, min(a, b)/2], e si tratta di
(a+b)—vVaz+b>—ab
G .

Tenendo poi presente che V(0) = V(min(a,b)/2) = 0, il punto trovato sara un punto di
massimo.
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Capitolo 8

Sviluppo asintotici e forme
indeterminate

8.1 Forme indeterminate e sviluppi asintotici

Vogliamo trattare in questo capitolo il problema delle forme indeterminate, in particolar
modo le forme indeterminate in un punto z¢ € R della forma 0/0 (gli altri tipi di indetermi-
nazione sono riconducibili a questo). Supponiamo quindi di avere due funzioni f e g definite
in un intorno di xgp € R con f(xzg) = g(xg) = 0; un Teorema che pud essere utile in questi
casi e il seguente.

Teorema 2 (de L’Hépital) Siano f,g: (a,b) = R due funzioni derivabili in (a,b) con
)

b)
i L)
(8.1) lim o

T—a :I:)
forma indeterminata della forma 0/0 0 co/oo e ¢g'(x) # 0 per ogni x € (a,b). Se esiste il

limite .
lim (@)

z—a g’(x)

=X eR,

allora esiste anche il limite (8.1) e vale

Il precedente Teorema cosi enunciato pud essere applicato ai casi  — b, © — xo € (a,b)
e anche nei casi in cui a = —o0 e b = 400.

Per comodita di calcolo, supporremo nel seguito che zy = 0; il caso di zy generico si
potra ottenere considerando le funzioni f(x) = f(z + x0) e §(z) = g(x + o).

Le forme di indeterminazione piu semplici da trattare sono quelle in cui le funzioni f e g
sono polinomi; infatti, se f € un polinomio di grado n che si annulla in 0, allora f ¢ divisibile
per z. Detta k la molteplicita di « come radice di f, avremo che

flz) = apxr® + app1 2+ apa™.
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Analogamente, se g, polinomio di grado m ha una radice in 0 di molteplicita h, si avra che
g(z) = bpa 4+ by b a™.

Sottolineiamo che per definizione di molteplicita per i polinomi f e g, ap # 0 e by # 0.
Notando che, fissato k, zP € o(ack) per ogni p > k, si ottiene che

. f(x) . apr® +ap 2t 4+ ana”
lim ——= = m
z—0 g(l‘) z—0 bhxh + thrlZL'thl + .ot bypa™
= lim zkih%
x—0 bh ’

Si hanno quindi tre possibilita;

k=h 5 0 per x — 0 e quindi

) _ o
220 g(2) =0

1. k> h; in questo caso x

2. k = h; si trova quindi che =" =1, da cui

f(@) _ ak.

0 g(z) b

3. k < h; in tal caso zF~" — 400 per  — 0, dove il segno & positivo se h — k & pari,
altrimenti & positivo per z > 0 e negativo per z < 0, da cui

f(z)

20 g(x)

con segno determinato dalla parita o meno di h — k e dal segno del rapporto ay/by,.

Quindi, per lo studio delle forme indeterminate nel caso di polinomi, I'unica cosa &
determinare la molteplicita di z = 0 come radice dei due polinomi, cioé determinare ’ordine
di infinitesimo delle funzioni f e g.

8.1.1 Sviluppi asintotici

In questo paragrafo mostriamo come, per funzioni sufficientemente regolari, si possa ricon-
durre lo studio di una forma indeterminata 0/0 in un punto zp € R alla discussione del
paragrafo precedente. La questione € se si possano sostituire le funzioni f e g con due
polinomi P e ) in modo tale che

f@) _ . Pl)

lim =2 =
o0 g(x)  aao Q)

La risposta e data dal seguente Teorema.

Teorema 3 (Teorema di Taylor) Data una funzione f : (a,b) — R derivabile n volte in
(a,b) e xg € (a,b), esiste un unico polinomio P, di grado n per il quale

(8.2) f(@) = Pu(x) + o((x — 20)");
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tale polinomio ¢é dato da

e G (g
Pu(z) = f(zo)+ f'(z0)(x — o) + (20)(%:00) ARG 33(! 2 (e~ o) + ..
(") (2
+7f n(' 0)(z—z0)”

n ) (g
(8.3) = kz fT('O)(:E — z0)k.
=0

La dimostrazione di tale Teorema puo essere fatta induttivamente, usando il Teorema
di de L’Hépital; la formula (8.2) viene detta Formula di Taylor con resto di Peano; esistono
altre versioni, come la Formula di Taylor con resto di Lagrange e la Formula di Taylor con
resto integrale. Per la formula di Taylor con resto di Lagrange serve che f sia derivabile
n + 1 volte e si scrive nella forma

A SO (2(x)) nt1
f(x)—];OTo(x—xo)k—FW(x—xo) o,

essendo z(z) un punto dell’intervallo di estremi xg e 2 (per la dimostrazioni di tale formula
si usera in modo induttivo il Teorema di Lagrange).

Per il calcolo quindi dei limiti in forma indeterminata, avremo quindi che se P, ¢ il
polinomio di Taylor non nullo di grado n associato a f e @, il polinomio di Taylor non
nullo associato a g,

f(x) Po(x) 4+ o((x — x0)")

lim —= = lim = lim .
o=z g(2) 2230 Qm(2) +o((z — 20)™)  o=w0 Qu(w)

8.2 Esercizi

Esercizio 8.2.1 Usare il Teorema di de L’Hopital per dimostrare le seguenti relazioni di

limite: . .
. sinz—=x . _
lim ———— = ——, lim z"e™" =0.
x—0 1‘3 6 r—r—+00

Esercizio 8.2.2 Usare il Teorema di de LL’Hopital per dimostrare il seguente risultato.

Proposizione 4 Data una funzione f continua in un intorno di xg e derivabile per x # xg,

se esiste 1l
. / _
Jim f'(z) = A,
allora f ¢é derivabile in xg e vale f'(xg) = \.

Dimostrare inoltre che la continuita di f € importante.

Esercizio 8.2.3 Dimostrare che la funzione

f(z){ % sex #0

1 sex =0

¢ derivabile in 0 e calcolarne la derivata.
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Esercizio 8.2.4 Dimostrare che la funzione

f() _{ z?sinl/z sex #0

10 sex =0
¢ derivabile in 0 ma la derivata non e continua.
Esercizio 8.2.5 Dimostrare che la funzione
e —1—=x
e, in g = 0, infinitesima di ordine due.

Esercizio 8.2.6 Convincersi che il Teorema di de L’Hopital non puo applicarsi alle seguenti
coppie di funzioni;

f(z) = 2% sin 1/z,9(x) =2, f(x)=sinx+1,g(x)=2x
per xo = 0.

Esercizio 8.2.7 Rendersi conto con il seguente esempio che non sempre e equivalente per
applicare il Teorema di de L’Hopital vedere una forma indeterminata come 0/0 o co/o0;

e*l/m

lim 5
rz—0t T
Esercizio 8.2.8 Convincersi con il seguente esempio che non sempre il Teorema di de L’Ho-
pital semplifica i conti;

v’ cos(z? — 2x) sinx

lim .
=0 zln(e + v/3z — sin z)

Esercizio 8.2.9 Scrivere il polinomio di Taylor di grado 12 della funzione f(z) = sin? 3

in zg = 0.

Esercizio 8.2.10 Determinare il polinomio di Taylor centrato in x = 0 di grado 5 della
funzione f(z) = (cosx)®.

Esercizio 8.2.11 Determinare 'ordine di infinitesimo per z — +o0o della funzione

1 1
f(z) =cos —= — 3 rrl

VT x

Esercizio 8.2.12 Determinare 'ordine di infinito per x — —oo della funzione
; ™ 1 1
f(z) = sin (arctanx + -+ _) + =
2 x $3
e calcolare

: 3
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Esercizio 8.2.13

e calcolare

Esercizio 8.2.14

Esercizio 8.2.15

Esercizio 8.2.16

Esercizio 8.2.17

Esercizio 8.2.18

Esercizio 8.2.19

Esercizio 8.2.20

Esercizio 8.2.21

Esercizio 8.2.22

Determinare I'ordine di infinito per z — 0% della funzione

1
f@) = In cos v/z

. w/2—arctanl/x
lim
z—0F In cos \/z

Calcolare il seguente limite:

. sinx — ze® + x2cosx
lim .
x—0 $3

Calcolare il seguente limite:

sinz? —sin?z

|

Calcolare il seguente limite:

i tanz? — tan?z
lim

z—=0 /1 — 22 — cosx

Calcolare il seguente limite:

rz——1

Calcolare il seguente limite:
lim tan (Eac) Inzx.
rz—1 2
Calcolare il seguente limite:

I tanzlnx
im-——-—.

Calcolare il seguente limite:

24z 1
lim L2

rz—1 Inx
Calcolare il seguente limite:
522 —a

. x + 3 T—1
lim ( ) .

Tr——+00 €T

Calcolare il seguente limite:

1
. 2 1/2¢
111>I-R>O$ (111 (cos _\/E) +e 1) .

#5001 +In(1 —22/2) — cosz’

lim tan (gz) (z% — 22 — 3).
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Esercizio 8.2.23 Calcolare il seguente limite:

1 2(2
iy 12005 2)
z—0 1 — 6_37“

Esercizio 8.2.24 Calcolare il seguente limite:

In (Smg(v—h)) —In2
I
250 1 cos? (3x)

Esercizio 8.2.25 Calcolare il seguente limite:
. sinz — 1cos®x
lim .
zom/2 €22 T — 1 41— 2

Esercizio 8.2.26 Calcolare il seguente limite:

sinz? —In(1+22) . 1
im - sin —.
z—0 ,CC?’ xX

Esercizio 8.2.27 Calcolare il seguente limite:

. tanx —xcoszx o1
hm—3~1n 24sin— ).
z—0 x x

Esercizio 8.2.28 Calcolare il seguente limite:

2
| arctan?z — 222 +e* —1 .
im - sin —.
z—0+ 3/x +e x

Esercizio 8.2.29 Calcolare il seguente limite:

z (In(2? + 3) — 2In |z)
=572 _ .

lim
T——00 e*‘z

Esercizio 8.2.30 Studiare, al variare del parametro reale a € R, il seguente limite

Loe® et -2
lim —.

z—0 2

Esercizio 8.2.31 Determinare a,b € R in modo tale che la funzione
flx)=¢€e"+asinz + bcoszx

ha in = 0 il massimo ordine di infinitesimo.

8.3 Soluzioni

Soluzione 8.3.1 Il limite si presenta effettiavamente nella forma indeterminate 0/0 e pos-
siamo quindi applicare il Teorema di de L'Hépital alle funzioni f(z) = sinz —x e g(x) = 23
in modo da ottenere

. (=) cosz — 1

lim .

=0 ¢'(x) B ilg%) 3a?
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Sfruttando quindi il limite notevole (6.0.8), i), si ricava che

e quindi esiste anche il limite

x—0 1‘3 6
Questo risultato afferma che la funzione sinx — x € infinitesima in 0 ed ha ordine di infini-
tesimo pari a 3, cio¢ sinx —x ~ —2%/6 in x = 0, dove si usa il simbolo f ~,, g per dire
che
x

lim & =1

z—z0 g(x)
(nel caso xzy = 0 si usa solitamente il simbolo ~). Dire che una funzione f ha ordine di
infinitesimo in un punto xyp € R pari ad un certo numero o € R, significa quindi che
f =o((x — 20)*) per ogni a < a in quanto

o S@) @)
x—xo ¢ x—xg I

=0

-1

in quanto ’esponente o — a € positivo. Per quanto riguarda il secondo limite, il risultato si
puo ottenere per induzione; infatti, per n = 0 si ha semplicemente
lim e % =0,
Tr——+00
mentre se si suppone vero il risultato per n € N, applicando de L’Hopital a f(z) = 2" e
g(x) = € si ottiene che
!/ T xn
I ):(n—i—l) lim — =0.

1m
x— 400 g/(;L') r—+o00 e

Da questo risultato si ricava che la funzione e™* per & — 400 € infinitesima di ordine +o0,

nel senso che )
e_z0<—>, Vn e N
:C'fl

" =o(e”), VneNlN.

o equivalentemente

Soluzione 8.3.2 Basta applicare il Teorema alle funzioni f(x) — f(xg) e  — ¢ e si ottiene
quindi che esiste il limite

fm = L@ =@ ey
Tr—>T0o €T — J,‘O r—rxo
da cui la derivabilita di f in xg. Si noti che se si prende la funzione

1 sex >0

f(x)sgn(z){ -1 sex <0

allora la funzione non ¢ continua in 0 e quindi chiaramente anche non derivabile in 0, pero
f & derivabile per = # 0 e la derivata e nulla, da cui

. ! _
lim () = 0.
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Soluzione 8.3.3 Per dimostrare la derivabilita della funzione data si potrebbe usare diret-
tamente la definizione di derivata di f in x = 0 e utilizzare ’esercizio 8.2.1. Utilizzeremo
invece la Proposizione 4 che ha il vantaggio di dimostrare direttamente anche la continuita
della derivata in 0. Chiaramente la funzione = — sinz/x & derivabile per = # 0 e si ha

Fa) = (

cosr—1 x—sinx
2 + 3
T T

e quindi

. , L cosr—1 x—sinz _
fi )= e (5 ) <o
da cui Desistenza di f’(0) = 0.

Soluzione 8.3.4 la funzione data & chiaramente derivabile per x # 0 e

1
f'(x) = 2zsinx — cos =

Si noti che
Alim f'(z),
z—0
quindi non si puo applicare la Proposizione 4. Ciononostante, la funzione e derivabile in 0
in quanto
— f(0 1
lim M = lim zsin — = 0.
x—0 x x—0 x

Soluzione 8.3.5 Tornando all’esercizio, Vogliamo studiare il seguente limite

et —-1—x
lim —
x—0 X

applichiamo quindi il teorema di de L’Ho6pital per ottenere che

e —1 1

lim
z—0 21 2

grazie al limite notevole 6.0.8, vii), da cui se ne deduce che

et —-1—x 1
lim — =75,
x—0 €T 2
cioe
2

ez—lfxwz—.
2

Soluzione 8.3.6 Nel caso della prima coppia di funzioni siamo in presenza di una forma
intederminata 0/0 ma & facile rendersi conto che

z?sinl/x

(8.4) lim =0;

x—0 €T
per quanto riguarda le derivate, si ha che

Alim 112

a—0 g'(z)
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La non esistenza di questo limite non ¢ in contraddizione con il Teorema in quanto esso
afferma che se tale limite esiste, allora coincide con il limite (8.4), ma nulla si pud dire se il
limite per le derivate non esiste. Per la seconda coppia di funzioni si ha che

flz) _

250 g(z)

mentre ,
lim F'@)

=1
@0 g'(x)

)

anche in questo caso non si trova una contraddizione al Teorema, in quanto il limite di
partenza non si presenta nella forma indeterminata 0/0 e I'equivalente forma oco/co, ma
nella semplice forma 1/0, che non ¢ indeterminata.

Soluzione 8.3.7 Il limite puod essere visto equivalentemente come forma indeterminata 0/0
0 00/00; conviene in questo caso ricondurla a questo secondo caso di indeterminazione.
Applichiamo quindi il Teorema di de L’Hopital alle funzioni f(z) = 1/22 e g(z) = e/* per
ottenere che

—1/x? 1
lim ——— = lim ——— =0,
a—0t+ 1/x2et/z 250+ el/=
e quindi
e—l/z
3 lim s— =20.
z—0t T

Provare a vedere cosa succede se si applica il Teorema alle funzioni f(x) = e=/% e g(z) = 2.

Soluzione 8.3.8 Tenendo presente che per z — 0 si ha che e’ — 1, cos(z? — 2z) — 1,
In(e + v/3x —sinx) — 1 e il limite notevole (6.0.8), i), si ricava immediatamente che

v’ cos(x? — 2x)sinw

lim
=0 zln(e + +/3z — sin z)

Provare a vedere cosa succede se si cerca di applicare il Teorema di de L.’Hopital.

Soluzione 8.3.9 Dallo sviluppo siny =y — y3/6 + o(y*), ponendo y = 2° che
9
sinz® = 2% — % + o(z9).

Dalla formula del quadrato del trinomio si ottiene quindi che

29 2
sinz® = (CE?’ r + O(zﬁ))
18 12 9
= 2%+ 2_6 + o(2?)? — % + 2z%0(2?) — %0@9)-

Tenendo presente che 2z30(z%) = o(2'?), o(z%)? = o(2!8), #18/36 = o(x'?), —2%/30(2%) =
o(z'®) = o(z'?), se ne deduce che

.1‘12

P12($) = $6 — ?
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Soluzione 8.3.10 Si ha che

(COS ZC)Z — ezlncosz — 1n(1—z2/2+z4/24+o($4))
.1'2 .174 4 1 x2 J;4 4 2
= e (o (=g g o) —5(- 5 g )

T T
= 1-= = 5
5 12+0(x)
e quindi
3 5
x x
Be) =1- 5 — g +el)

Soluzione 8.3.11 Tenendo presente gli sviluppi di Taylor per y — 0

2

cosy =1— " +o(y?), *VI+y=1+%+0()

applicati a y = 1/+/x per la funzione coseno e y = 1/x per la radice, si ottiene che

i1 1= v old) =& o).

2z 3z T 6x T

Quindi per & — 400 si ha che f(z) ~ —5/(6x), cioe la funzione & infinitesima di ordine 1.

Soluzione 8.3.12 Una identita utile ¢ la seguente;
m 1
(8.5) arctanx + 5= arctan (—)
x

Difatti, tenendo presente che sin(m/2 — a)) = cosa e cos(n/2 — «) = sin « si ottiene che

sin(m/2 4 arctan z)

T
t ( t —) -
an (arctanz + 5 cos(n/2 + arctan$)

(
(

cos(— arctan x)
(=

sin(— arctan x)
B 1 1
B tan(arctanz)
da cui la (8.5). Quindi
. T 1 1 . 1 1 1
Sln(arctanz+—+—)+— = Sln(farctan—Jr—)jL—
2 X .Z'3 €T T x3

. 1 1 1 1 1
:Sm6;+3ﬁ+;+0@ﬂ)+ﬁ

. 1 1 1
:SmG§+4ﬁD+E

1 1 1 4 1
:éﬁﬁﬂ4ﬁ2@+%ﬂ
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e quindi f ha ordine di infinitesimo pari a 3 per x — co. Otteniamo in particolare che
li 3 =-.
A ) =5

Soluzione 8.3.13 Dagli sviluppi di Tayolor del coseno e del logaritmo, si ottiene che

Incos+v/z = In (1 - g —|—0($)) = —g + o(x)

e quindi per x — 0T la funzione f & un infinito di ordine 1, cioe

2
-z
x
In particolare se ne deduce che
1 2
lim f(z) <g — arctan—> = lim ——arctanxz = —2.

z—0t x r—0t X

Soluzione 8.3.14 Siamo in presenza di un limite per £ — 0 con una forma indeterminata
del tipo 0/0. Possiamo quindi sfruttare i seguenti sviluppi di Taylor:

x3 z?
sinx =x — 3 +o(z®), e*=1+x+ 5 +o(z?), cosxz=1+o(x)

da culi si ottiene che

. 2
sinz — ze” + x? cosx = fgxg + o(z%),
da cui )
. sinz —xe® 4+ x°cosx 2
lim = ——.
x—0 1‘3 3

Soluzione 8.3.15 Per quanto riguarda il numeratore, sfruttiamo lo sviluppo di Taylor

y3 3
Siny:y*gﬂ)(y ),

valido per y — 0, per il primo addendo con y = 22 e per il secondo con y = x. Tenendo
presente quindi la formula per il quadrato di un trinomio, si ottiene che

a3 2
sinfz = (sinz)? = (:c ry + o(zg))
6 4 3
= 2?4+ % +o(x?)? — % + 2zo(x3) — %o(zg).

Si noti che o(x3)? = o(z9), 2zo(2®) = o(z*), f%so(ﬁ) = o(z9%); tenuto presente quindi che

I'infinitesi di ordine pilt basso & o(x*), si ricava che
4

- % + o(zh).

sin?z = 22

Per quanto riguarda il denominatore, utilizziamo gli sviluppi In(1+y) = y — y?/2+o(y) con
y = —x%/2, si ha
x? 2 2t
n(1-%)=-% - 4+ o
n 5 5 5 + o(z®)
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da cui
2 4

1+1In (1 — %) —cosx = f% + o(zh).
In definitiva si ottiene che

sinz? — sin® . 2*/3+o(x?)

li = -\ =
2501 +In(1 — 22/2) — coszx 250 —24/6 + o(z*)

Soluzione 8.3.16 Per quanto riguarda il numeratore, ci si comporta come nell’esercizio
precedente sfruttando lo sviluppo
y?
tany =y + = + o(y’)
con y = x2 e y = x rispettivamente, in modo da trovare

2
tanz? — tan®z = f§z4 + o(zh).

Per quanto riguarda il denominatore grazie allo sviluppo di Taylor

Yy Yy 2
lty=1+2-ZL
Vity=1+7 8+0(y)

, si ottiene che

1
V1—2a2—cosx = 76x4 + o(z?),

applicato con y = —z?

da cui

tanz? — tan’®z
lim ——— = 4.

=0 /1 — 22 — cosx

Soluzione 8.3.17 L’unica cosa a cui prestare attenzione in questo esercizio e che il limite
viene fatto per £ — —1 e non z — 0. Possiamo subito notare che

v —2r -3 =(v+1)(x—3)

e che
™ sin(Zx) sin(Zx)
tan (— ) = TN S w .
2 cos(fx)  sin(f(x +1))
Quindi si puo risolvere ’esercizio in vari modi; o facendo lo sviluppo di Taylor della funzione
cos(%x) intorno al punto x = —1, oppure utilizzare lo sviluppo di siny in y = 0 applicandolo
poi con y = T (x + 1), oppure con un limite notevole. Si ottiene comunque che
. ™ 2 - §
zgrgltan (Qz) (=22 -3) = o

Soluzione 8.3.18 Come per ’esercizio precedente, 'unica cosa da tener presente ¢ che si
sta facendo il limite per x — 1. Tenendo presente che

™ ) B sin(§x)
~ sin

tan (51: 7(%@ —1)

e che In(z) = In(1 + = — 1), si ottiene che

) T e sin(x) 2
ilﬁmltan (530) Inz = iﬂ —mln(l +z—-1)= -

2
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Soluzione 8.3.19 Utilizzando gli sviluppi
tanz =z +o(z), In(l++z)=+z+o0(Vx),

si ottiene che
tanxlnz

1 - @
w50 In(1 + v/z)

grazie al limite notevole (6.0.8), xi). Si noti che in questo caso non ha alcun senso fare lo
sviluppo di Taylor di Inz in quanto tale funzione non ¢ neanche definita per x = 0.

= lim v/zlnz =0
x—0

Soluzione 8.3.20 Questo esercizio si puo risolvere direttamente con una razionalizzazione
e riconducendolo ad un limite notevole. Volgliamo pero applicare gli sviluppi di Taylor
centrate in x = 1 alle funzioni

2+

f@) =\ o) = Ina.
Siha che f(1)=1e
Fa=0 s =5
analogamente g(1) =0 e .
g'(x) = Z’ g'(1)=1

Si ottiene quindi che
f@)y=fO)+f (1) +ox—1)=1+ g(z —1)+o(z — 1),

9(@)=g(1) +g'()(z - 1) +o(x —1)=(z - 1) +o(z - 1),
da cui
1 Ba-Dto@-1) 3

lim ~——— = lim =_.
=1 Inx z=0 x—1+4+o(x—1) 2

Soluzione 8.3.21 Possiamo scrivere

(:p + 3) el _ (1 N §) g 202 oe) ;
x T
tenendo presente che per x — 400
3\ Z
(1 + —) P e
T
e che )
3(bx” —
3(52° ~2) .
x(x —1)
se ne deduce che )
S5z“—a
lim (1:—1—3) o = el®,
r——+00 €T
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Analogamente si poteva anche scrivere

T+ 3\ et 522 — 3
( ) :exp( In (1+—));
x z—1 T

quindi dato che per x — +o00 3/z — 0, possiamo utilizzare lo sviluppo

n(13) =3 +o(3)

ed ottenere lo stesso risultato.

Soluzione 8.3.22 Utilizziamo gli sviluppi

1 1 1

1 1 1 1
cos—:l——+—+o(—), el/QI:1+—+—+o(—);
VT 2¢  24x2 x? 2¢  8a? x?

si ricava quindi che, grazie allo sviluppo In(1 +y) = y — y?/2 + o(y?) applicato con y =

1 1 1
T2z + 2422 +o 2

in(eos 72) = 57 ~ 1o + ()
n(cos—=)=——— o[ =).
VT 2 1222 x?

In questo passaggio si € tenuto che

1 1 c ( )
- col=
48x3° HT76x4 2
oltre al fatto che
() eolm) o((-m+am o)) eol)
© x4 OxQ’ © 2¢ 2422 © 2 © x2/)’

In definitiva si ottiene che

1 1
. 2 1/2¢ _
zgr}g T <1n (cos _\/E) +e 1) 2

Soluzione 8.3.23 Possiamo scrivere
Incos?(2z) = 2Incos(2z) = 2In (1 — 21;5(302)) = —42? + o(a?)
e quindi, grazie al limite notevole (6.0.8), vii), si ricava che

1 2(2 —42? 2y —3x? 4
iy RGOS (2x) _ iy 2 + o(x?) 30 4

250 1 — =327 z—0 —3z2 1 — e—32? 3

Soluzione 8.3.24 Possiamo scrivere

4
sin(2z) = 2z — gazs + o(z?),
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da cui

1n5in§c—2w)fln2

lim —*— =

z—0 1 — cos?(3z)

In (2 — 822+ 0(z2)) —1n2

I
250 1 — cos?(3x)
In2+1In (1 - %xQ + 0(302)) —1n2
lim
20 1 — cos?(3x)
. —32® +o(2?) 922

lim .
20 92 1 — cos?(3x)

4 8

27 72T

Soluzione 8.3.25 Per quanto riguarda il denominatore si ha che

e2z—ﬂ' —

1+ (2z—7)+

(22 — 7)?

5 + o((2z — )?),

mentre se applichiamo lo sviluppo di Taylor in = 7/2 alla funzione sinz — 1

sinx —1 =

2

mentre per cos” z si ha

cos™xr =

da cui

sinz — 1 —cos?z

lim
r—om/2 €22~ T — 14+ 71— 2x

: T
(sinz — 1)jz=x + (cOST)jp=x (ac - 5)

Soluzione 8.3.26 Sfruttiamo lo sviluppo

siny=y+o(y) =y+o(y*) =y—

per dedurne che

sin2? — In(1 + 2?)

2% +o(zt) — 2% + % +o(z*)

3

x
3 3
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da cui, siccome vale |sinl/xz| <1, il limite

inz? — In(1 + 22 1 1
sin x n( +$)-sin—=hm (%—1—0(3@))-811&—:0-

z—0 3 x z—0 x

Si noti che qui abbiamo sfruttato solo il fatto che il prodotto di una funzione f con

lim f(z)=0

Tr—xo

per una funzione g tale che |g(z)| < M, vale

(8.6) lim f(x)g(z) = 0;
T—T0

difatti, se & vero che per ogni € > 0 esiste § > 0 per cui |z — 2| < ¢ implica |f(z)| < e,

allora con lo stesso ¢ si ottiene che |f(z)g(x)| < Me, cioe la (8.6). Si noti infine che non si e

fatto lo sviluppo di sin 1/, in quanto per z — 0 1/2 — +00, e quindi non ha senso parlare

di sviluppo per tale funzione.

Soluzione 8.3.27 Come notato nel precedente esercizio, non ha senso fare lo sviluppo di
sin 1/z; notiamo per il momento che

0<In <2+Sinl> <In3.
T

Inoltre si ha che

3 3
. tanz —xcosx T4+ E -+ 4 o(a?)
lim ———————~ = lim
z—0 3 z—0 3
)
G

Quindi abbiamo che la funzione

tanx — xrcosx

fz) =

tende al numero reale 5/6 # 0 per © — 0 ed essa viene moltiplicata per la funzione oscillante

3

g(z) =1n (2 + sinl> ;
x

ci aspettiamo quindi che il prodotto di queste due funzioni non ammetta limite. Per dimo-
strare questo troviamo due successioni a,, e b, entrambe convergenti a 0 e per le quali
(8.7) Jm  flan)g(an) # lim  f(bn)g(bn)-

E chiaro che basta trovare due qualsiasi successioni che soddisfino la (8.7); sceglieremo le
successioni in modo che

sin— = -1, sin— =1,
an by,
cosa che ad esempio succede per le successioni
1 1

ap=5———, by=———.
" %W+27TTL " 5 +2mn
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Soluzione 8.3.28 Osserviamo anzitutto che e/ € og+ ( 3y/x); infatti con il cambio di
variabili y = —1/ 3/ si ottiene
e—l/z

. . Yy
lim = lim - - =0
z—0+ 3\/x y——oo e ¥’

('ultimo passaggio si puo ottenere applicando il Teorema di de L’Hépital). Quindi, siccome
arctanz — 222 + e” — 1= (z +o(x))? — 222 + 1+ 2% + o(2®) — 1 = o(2?),

se ne deduce che

lim arctan?z — 2% + ¢ — 1 — lim o(z?) lim 42-1/3 o(z?) 0
+ 3 -1/ 250 3 . 2
z—0 Ve +e 0 3z 0 T

in quanto l'esponente 2 — 1/3 & positivo e quindi z2~1/3

limitatezza di sin1/z, si conclude che

— 0 per x — 0. Infine, dalla

i arctan®z — 222 + e —1 1 0
im -sin — = 0.
z—0t 3/x + e/ T
Soluzione 8.3.29 Tenendo presente che per £ — —oc si ha che |ac|_5/2 — 0, otteniamo che
.z (In(2® +3) — 2In|z|) .z (In(z? + 3) — Inz?) — || ~5/2
lim — lim : —
T——00 e—lzl=3/2 _q T——00 —|;C|_5/2 e—lzl=3/2 _q
B x(ln(1+3/x2))
C as—co —|z]75/2

_ oy 2tol/o)
- m_lffloo _$—2|x|—1/2

=  lim —3z|z|"? = +o0.

r—r—00
Soluzione 8.3.30 Si ha che
2,2 2
e +e* -2 = l4+ax+ a2zr +1+x+%—2+0($2)

2
1
= (a+1Dz+ %xQ + o(x?)

e quindi la funzione e** + e* — 2 ¢ infinitesima di ordine 1 se a # —1, mentre ¢ infinitesima

di ordine 2 per a = —1. Quindi, se a # —1 il limite non esiste in quanto
ax T _ 9 1
limL = lim @t = +o0.
x—0 2 z—0 X
Per a = —1 si ha invece che
. e 4e" -2 a’+41
lim = =1.
x—0 x2 2
Soluzione 8.3.31 Dato che
1-0
fl@)=0b+1D)+ (a+ 1z + x? + o(x?)
si avra massimo ordine di infinitesimo se b = —1 e a = —1, nel qual caso si ottiene che

f(x) ~ 2% per z — 0.
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Capitolo 9

Grafici di Funzioni

Tracciare i grafici delle seguenti funzioni.

Esercizio 9.0.1

1+Inx
f(ZE) - T )
Esercizio 9.0.2
e’ —1
r)=|—|;
@) =15

Esercizio 9.0.3

Esercizio 9.0.4
. T
) = arcsin ——;
f(@) r+1
Esercizio 9.0.5

f(x)

Esercizio 9.0.6

- Inx _
" 14Inz’

f(x):x—i-l—i—%;

Esercizio 9.0.7

23+ 3
f(CC) - ZEQ 7 17
Esercizio 9.0.8
3 —1
f(l') - T 9

Esercizio 9.0.9

1—=z
=1 -
fla) =In g
Esercizio 9.0.10
3 Jx— 1
f(ZE) - $3 )
Esercizio 9.0.11
T
f(IE) - T — 1 )

Esercizio 9.0.12

1
) = min (.02
Esercizio 9.0.13
3
3
f(x) = rES

r—1

Esercizio 9.0.14
f@)=Va?+r -

Esercizio 9.0.15

—X

ze
0=
Esercizio 9.0.16
arctanz
fl@) = ———;
T
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Esercizio 9.0.17 Esercizio 9.0.27

f(z) =sinx 4 cosx; f(z) = m;

Esercizio 9.0.18 Esercizio 9.0.28

f(z) =In|In(z® — 1)|; fa) 22 +31 (1+1)
r) = —In - ;
Esercizio 9.0.19 I+z 2 £
fz) = sin2z Esercizio 9.0.29
1+sinz’ A )2
T —
. . ) = :
Esercizio 9.0.20 f( ) R
. 2
f(z) = arcsin <m> ; Esercizio 9.0.30
Esercizio 9.0.21 flx) = |z — 1|;
r+1
r—1
fz) = \/ $—H§ Esercizio 9.0.31
. . T
Esercizio 9.0.22 2 f(z) = m’
. T
f(z) = min (5’ |z — 1|> ; Esercizio 9.0.32
Esercizio 9.0.23 2| — 17
o) = (A1)

f(x) = xe!/HD;

. Esercizio 9.0.33
Esercizio 9.0.24

2
Inx _z+l
f(l’)zﬂﬁ‘i‘T; () = elz—1]"
Esercizio 9.0.25 Esercizio 9.0.34
cos T
z) =In(x — Inx); e
f(z) =Infa - lna) f) = 72
Esercizio 9.0.26 .
Esercizio 9.0.35
2% (z —2)
flz) = z—1 " f(z) =In(1 +sinz + |sinz|).

9.1 Soluzioni

I grafici delle funzioni proposte sono dati in Appendice ?7?; diamo qui una piccola traccia
dei calcoli che portano a tali grafici.

Soluzione 9.1.1 i) Dominio: D = (0, +00).
ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1/e.
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iv) Segno: la funzione & positiva per x > 1/e.
v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = —c0, lim f(z)=0.

x—0 Tr—4+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:

viii) Zeri della derivata: f'(x) = 0 se e solo se x = 1.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per z < 1, quindi £ = 1 & un massimo con

F(1) = 1.

x) Derivata seconda:
_2lnz-—1
==

(=)
xi) Zeri della derivata seconda: f”(z) = 0 se e solo se x = \/e.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per & > /e.
Soluzione 9.1.2 i) Dominio: D = (—o0, +00).
ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.
iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=0, lim f(z)=+o0.

T=——00 T—+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:

ze® +1

—_— erx >0
€Tr) =

(x —2)e” +1

W perx<0.

viii) Zeri della derivata: f/(z) = 0 in un unico punto z; < 0 (si trova per via grafica).

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per © < z7 e per > 0, quindi il punto z; &
un punto di massimo e 0 € un punto di minimo.
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x) Derivata seconda:

(22 +1)e® — 2
~ _ - >0
CESIE per x >
f(x) =
4r — 5 —2%)e” + 2
(4o =5 —a7)et + per x < 0.

(1—a)?

xi) Zeri della derivata seconda: f”(z) = 0 in due punti, uno z2 < z; < 0 ed uno z3 > 0.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per x < x2 e per x > x3.
Soluzione 9.1.3 i) Dominio: D = (—o0, —2) U (=2, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(x) = 0 se e solo se z = (3 +1/33)/2.

iv) Segno: la funzione & positiva per —2 < x < (3 —v/33)/2 e per = > (3 + v/33)/2.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = —o0, lim f(z) = —o0,

T——00 r——2"

lim f(z) =400, lim f(z)=+o0.

r——2+ T—>+00
vi) Asintoti obliqui: la retta y = z — 5 & un asintoto obliquo sia a —co che a +o0.
vii) Derivata:
2% + 4z

fl(x) = CED

viii) Zeri della derivata: f/(x) =0 se e solo se © = 0, —4.

ix) Segno della derivata: la derivata ¢ positiva per x < —4 e per > 0, quindi si ha un
massimo in —4 ed un minimo in 0.

x) Derivata seconda:
8

(@) = (x +2)3

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per > —2.
Soluzione 9.1.4 i) Dominio: D = [-1/2, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & positiva per z > 0.
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v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = g

T—r+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
1

f@= vt

tale derivata & definita in (—1/2, +00).
viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.
ix) Segno della derivata: la derivata ¢ sempre positiva.

x) Derivata seconda:
3z + 2

f'(x) = - (z+1)2(2z + 1)3/2°

xi) Zeri della derivata seconda: non si annulla mai in D.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & sempre negativa.
Soluzione 9.1.5 i) Dominio: D = (0,1/e) U (1/e, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1.

iv) Segno: la funzione & positiva per 0 < 2 < 1/e e per z > 1.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) =1, lim f(z) = 400,

z—0t z—1/e™

lim f(z) = —oc0, lim f(z)=1.

z—=1/e™ z—+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
1

/ —
i) = (1l +Inx)2’
viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.

ix) Segno della derivata: la derivata & sempre positiva in D.

x) Derivata seconda:
Inz+3

(@) = C22(1+Inx)?

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per z = e~3.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda ¢ positiva per 1/e® < z < 1/e.
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Soluzione 9.1.6 i) Dominio: D = (—o00,0) U (0, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: la funzione non si annulla mai.

iv) Segno: la funzione & positiva per z > 0.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = —o00, lim f(x)=—o0,

T——00 z—0~

lim f(z) =400, lim f(z)=+4o0.

z—0t T—+00

vi) Asintoti obliqui: la retta y = 2 + 1 & un asintoto obliquo per la funzione sia a —oo che
a +00.

vii) Derivata:
1
fla) =1

x2’

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per x = £1.
ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per © < —1 e per z > 1.
x) Derivata seconda:

() = 2
xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per = > 0.
Soluzione 9.1.7 i) Dominio: D = (—o0, —1) U (—=1,1) U (1, +00).
ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: f(x) = 0 se e solo se x = — 3/3.
iv) Segno: la funzione & positiva per — 3v/3 <z < —1 e per z > 1.
v) Limiti agli estremi del dominio:

li = li =
Jim fl@) =00, lim f(z) = —o0,

lim f(z) =400, lim f(z)=—o0,

r——11 r—1—
lim_f(z) =+oco,  lim f(z)=+oo.

vi) Asintoti obliqui: la retta y = = & asintoto obliquo sia a —oo che a +oc0.

vii) Derivata:
;o a(a® — 3z —6)
f (:E) - (IEQ _ 1)2 .
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viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla solo per z = 0 e in un secondo punto 1 > 0
(la funzione 23 — 3z — 6 ha massimi e minimi locali entrambi negativi).

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per < 0 e per > z7. Quindi 0 & un punto
di massimo e x; € un punto di minimo.

Soluzione 9.1.8 i) Dominio: D = (—o0,0) U [1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono né simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = +o0, hrgi f(x) = 400,

Tr—r—00

i f) = o

vi) Asintoti obliqui: la retta y = x & asintoto obliquo a 400, mentre la retta y = —z &

asintoto obliquo a —oo.
202 +1 [ 2
(o) —
fi(z) = 212 3 —1

tale derivata & definita in (—o0,0) U (1, 4+00).

vii) Derivata:

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla in —1/( 3/2).

ix) Segno della derivata: la derivata ¢ positiva per z > —1/( 3v/2).
Soluzione 9.1.9 i) Dominio: D = (—1,1).

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & dispari, ma non periodica.
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & positiva per —1 < a2 < 0.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) =400, lim f(z) = —oc.

rz——11 r—1—

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
2

x2—1

f'(w) =
viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.

ix) Segno della derivata: la derivata ¢ sempre negativa.
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x) Derivata seconda:
4z
" _
f (1‘)* ($2—1)2'

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per z = 0.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per —1 < 2 < 0.
Soluzione 9.1.10 i) Dominio: D = (—o0,0) U (0, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono né simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1.

iv) Segno: la funzione & positiva per x < 0 e per z > 1.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(x)=0, lim f(z)=+oo,

T——00 z—0~

lim f(z) =—-o00, lim f(z)=0.

z—0t r—+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.
vii) Derivata:

f(@) =

1/z—1\"*3_92z
3 3 4
U

(0,1) U (1 + o0).

X

il dominio della derivata & (—oc,0)
viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 3/2.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per z < 0 e per 1 < z < 3/2, quindi 3/2 ¢
un punto di massimo.

Soluzione 9.1.11 i) Dominio: D = (—o0,1) U (1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: f(x) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(x)=1, lim f(z)= o0,

T——00 z——1-

lim f(z) =400, lim f(z)=1.

rz——11 T—+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.
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vii) Derivata:
1
fm perz <0Oeperax>1
T —

fiz) =
1

— er 0 <x <1
CERCEE

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per 0 < z < 1.

x) Derivata seconda:

1
(x —1)°
1

—W per 0 < x < 1.
T —

perx <0eperx>1

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per 0 < z < 1 e per z > 1.
Soluzione 9.1.12 i) Dominio: D = (—o0, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & pari, ma non periodica.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=0, lim f(z)=0.

Tr— —00 Tr——+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:

fé perx < —leperz>1,
flley=q °
2x per — 1<z <1,
il dominio della derivata ¢ inoltre (—oo, —1) U (—1,1) U (1, +00)
viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 0.

ix) Segno della derivata: la derivata & crescente per x < —1 e per 0 < x < 1, quindi i punti
—1 e 1 sono punti di massimo mentre 0 & punto di minimo.

x) Derivata seconda:

20
— perx<—leperz>1,

6
[y =47
2 per —1<zxz<1,
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xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & sempre positiva.
Soluzione 9.1.13 i) Dominio: D = (—o0, 1) U (1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono né simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(x) = 0 se e solo se x = — 31/3.

iv) Segno: la funzione ¢ positiva per < — 3y/3 e per z > 1.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) =400, lim f(x)=—o0,

T——00 z—1-

lim f(z) =400, lim f(z)=+4o0.

z—1t r——+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
, 223 — 32% — 3
f@) = —F———
(x—1)
viii) Zeri della derivata: siccome la funzione a numeratore nella derivata ha massimo locale
in 0 con valore negativo e minimo locale in 1 con valore sempre negativo, ne segue che
esiste un unico punto x; > 1 tale che la derivata si annulla in .

ix) Segno della derivata: la derivata e positiva per > x1, quindi 27 & un punto di minimo.
x) Derivata seconda:

222 — 622+ 62+ 6
" _
f (.Z‘)— ($71)3 :

xi) Zeri della derivata seconda: siccome la derivata della funzione a numeratore & pari a
6(x —1)?, ne segue che la funzione a numeratore & sempre crescente, quindi, siccome in
0 e positiva, ne segue che esiste un unico punto zs < 0 per il quale la derivata seconda
do f si annulla.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per x < x2 e per x > 1.
Soluzione 9.1.14 i) Dominio: D = (—o0, —1] U [0, 4+00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=+4c0. lim f(z)=-.

T——00 Tr——+00
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vi) Asintoti obliqui: la retta y = —2x — 1/2 ¢ asintoto obliquo a —co.

vii) Derivata:
2z +1
(z) = ———— —1,
F@) = 5=
il dominio della derivata & (—oo, —1) U (0, 400).
viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.
ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per « > 0.

x) Derivata seconda:
1

f'(@) = RS
xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & sempre negativa.
Soluzione 9.1.15 i) Dominio: D = (—o0, —1/4) U (—1/4,400).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & positiva per z < —1/4 e per > 0.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = +oo, lim  f(z) = +oo,

T—>—00 r——1/4—

lim f(z) =—-0c0, lim f(z)=0.

r——1/4F T—+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
(1 —x —4a?)e™®
4z +1)2

fi(a) =

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = (=1 +/17)/8.
ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per
(-1-V17)/8<zx < —-1/4

e per

—1/4<x < (-1+V17)/8.
Soluzione 9.1.16 i) Dominio: D = (—o0,0) U (0, +00).
ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & pari, ma non periodica.

iii) Intersezione con gli assi: la funzione non si annulla mai.
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iv) Segno: la funzione & sempre positiva.
v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=0, lim f(z)=1,

LT—>—00 z—0~

lim f(z)=1, lim f(z)=0.

z—0+t z—~+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
(1 + 2?) arctanz
22(1 + x?)

fla) =22

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai (si confrontino i grafici delle funzioni
arctanz e z/(2% + 1), andando a notare che la derivata della prima & sempre maggiore
della derivata della seconda).

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per x < 0, quindi 0 & un punto di massimo.
Soluzione 9.1.17 i) Dominio: D = (—o0, +0).

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & 27—periodica, ma non ha simmetrie. Quindi stu-
diamo la funzione nel dominio [0, 27].

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se © = 37 /4, 7w /4.
iv) Segno: la funzione & positiva per 0 < x < 37/4 e per Tr/4 < x < 2.

v) Limiti agli estremi del dominio: essendo la funzione periodica e definita in tutta la retta
reale, non bisogna fare i limiti agli estremi.

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
f'(z) = cosx — sinz.

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 7/4,57/4.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per 0 < x < 7/4 e per 57/4 < x < 2,
quindi 7/4 & un punto di massimo, mentre 57/4 & un punto di minimo.

x) Derivata seconda:
f"(x) = —sinz — cos .

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per x = 37 /4, 77 /4.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda € positiva per

3r/4 <x < Tm/4
Soluzione 9.1.18 i) Dominio: D = (—o00, —v/2) U (—v/2, —1) U (1,v/2) U (v/2, +0).

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & pari, ma non periodica.
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iii) Intersezione con gli assi: f(z) =0seesolose z =+y/1+1/eex=+V1+e.

iv) Segno: la funzione & positiva per x < —v/1+4e, per —\/1+1/e <z < —1,per 1l <z <

V1+1/eeperxz>+1+e.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = +oo, lim f(z) = —o0,

T——00 NN
lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0,
z——27" r——1—
lim f(z) =400, lim f(z)= —o0,
z—1+ 2"
wl“}% flw) = —oo,  lim f(z)=+oc.

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
2z

(2 = 1)In(2?2 - 1)
fl(w) = 2x
(22— 1)In(22 — 1)

per |z] > /2

per —ﬂ§x<—1,
eper1<x§\/§.

viii) Zeri della derivata: la derivata prima non si annulla mai.
ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per —V2 <z < —1eperz>+V2
Soluzione 9.1.19 i) Dominio: D = (—o0,+00) \ {37/2 + 2km, k € Z}.

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & 2r—periodica ma non simmetrica, quindi la stu-

diamo in [0,37/2) U (37/2, 27].
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se x = 0,7/2, 7, 2.
iv) Segno: la funzione & positiva per 0 < z < 7/2 e per 7 < x < 37/2.
v) Limiti agli estremi del dominio:

1i = 1i = —00.
pim, _f(@) =00, Mm f(z)=—o0

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
2(1 — sinx — sin® z)

f'z) =

1+sinx

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla in due punti 0 < zy < 7/2 e /2 < x2 < 7
(in tali punti il seno vale (v/5 —1)/2).
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ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per 0 < < x1, per o < x < 37/2 e per
3m/2 < x < 2.

Soluzione 9.1.20 i) Dominio: D = (—o0, +00) \ (/2 + 2km, 37w /2 + 2kn) con k € Z.

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & 27—periodica e pari, quindi possiamo studiarla
nell’intervallo [0, 7/2].

iii) Intersezione con gli assi: la funzione non si annulla mai.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio: non bisogna fare limiti agli estremi.
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
2sinz

fla)= \/cosz(2 + cos )3’

la derivata & definita in (—7/2,7/2).
viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per x = 0.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per 0 < z < /2, quindi 0 & un punto di
minimo.

Soluzione 9.1.21 i) Dominio: D = (—o0, —1) U [1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) =1, lim f(z) = +oo,

r——00 r——1"

lim f(z)=1.

Tr—r+o0

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

N E e 1
f(ff)*\/x_lm,

il dominio della derivata & (—oo, —1) U (1, +00).

vii) Derivata:

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.

ix) Segno della derivata: la derivata ¢ sempre positiva.
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x) Derivata seconda:

neoN z+1 x
f (z)ii\/x—l(x—l)(x—i—l)s'

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per x < —1.
Soluzione 9.1.22 i) Dominio: D = (—o0, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=5, lim f(z)=>5.

Tr— —00 Tr——+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:

z(z —2) 5—-+/5 5+5
(z — 1)2 per 5 <z < 9
fl@)={ z(2-2) o 7573\/5<x<—5+3\/5
@-12 P 2 2
0 altrimenti;

il dominio della derivata ¢ dato da (—oo, (=5 —3+v/5)/2) U ((=5—3v/5)/2, 1)U (1, (5 +
V5)/2) U ((5 +V/5)/2 + o).

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per x = 0, 2.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per 0 < x < (=5 —3v/5)/2 e per 2 < x <
(54 +/5)/2, quindi 0 e 2 sono punti di minimo.

Soluzione 9.1.23 i) Dominio: D = (—o0, —1) U (—1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita:
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & positiva per z > 0.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(zx)=-00, lim f(z)=0,

T—r—00 r——1-

lim f(z)=—-0c0, lim f(z)=4oc.

rz——1* T—>+00
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vi) Asintoti obliqui: la retta y = x + 1 & asintoto obliquo sia a —oco che a +oco.

vii) Derivata:
2
) = Mt T_ F T+
viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.
ix) Segno della derivata: la derivata & sempre positiva.

x) Derivata seconda:

M) = _eMay T2
xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per z = —2.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per < —2.
Soluzione 9.1.24 i) Dominio: D = (0, +00).
ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(x) = 0 se e solo se * = x1, con 0 < 1 < 1 (questo si puo
vedere per via grafica).

iv) Segno: la funzione & positiva per © > .
v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=-0c0, lim f(x)=4oc0.

z—01 T——400

vi) Asintoti obliqui: la retta y = = & asintoto obliquo a +oo.

vii) Derivata:
2+1—Inz
5 .

fi(a) =

T

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai (questo si pud vedere per via grafica).
ix) Segno della derivata: la derivata & sempre positiva.

x) Derivata seconda:

_ 2lnz — 3

f(x)

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per x = e3/2.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per x > e’/

Soluzione 9.1.25 i) Dominio: D = (0, +00).
ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se x = 1 (questo si pud vedere per via
grafica).
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iv) Segno: la funzione & sempre positiva.
v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(x) = +oo, Er}rl f(z) = 4o0.

z—0t

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
rz—1
flz) = —

2 —zlnz’
viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 1.
ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per x > 1, quindi 1 & un punto di minimo.

x) Derivata seconda:
22 —3r+1+nx
o 2 2

f(x) =

(22 —zInx)

xi) Zeri della derivata seconda: esiste un solo punto x5 > 1 per il quale la derivata seconda
si annulla.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per 0 < z < xs.
Soluzione 9.1.26 i) Dominio: D = (—o0, 1) U (1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(x) = 0 se e solo se z = 0,2

iv) Segno: la funzione & positiva per x < 1 e per z > 2.

v) Limiti agli estremi del dominio:

Tr——00

lim f(z) = +o0, hr{{ f(x) = 400,

lim f(z) =—-o00, lim f(z)=4oc.

z—1t z—~+00
vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata: , ,
Fla) = 2z (; ixl)j 4z

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 0.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per x > 0, quindi 0 ¢ punto di minimo.

x) Derivata seconda:

223 — 622 + 62 — 4
" _
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xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per z = 2.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per < 1 e per & > 2.
Soluzione 9.1.27 i) Dominio: D = [1 —e¢, 1).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) =0seesolose z =1 —e.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = +o0.

r—1—

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
, _ 1
fla) = 21— z)y/I—In(1 — )

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.
ix) Segno della derivata: la derivata & sempre positiva.

x) Derivata seconda:
1—-2In(l —z)
4(1—2)2(1 —In(1 — x))3/2°

f(x) =

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per z =1 — \/e.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per x > 1 — \/e.
Soluzione 9.1.28 i) Dominio: D = (—o0, —1) U (0, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: per via grafica, se vede che la funzione non si annulla mai.
iv) Segno: la funzione & positiva per z > 0.

v) Limiti agli estremi del dominio:

i = — li = —
Jim f@)= -0, T f(z) = o0,

lim f(z) =400, lim f(z)=+o0.

rz—0+ r—+00
vi) Asintoti obliqui: la retta y =  — 1 & asintoto obliquo sia a —oo che a +oo.

vii) Derivata:
223 +42% — 3 — 3
fiz) = 5
2z(x + 1)
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viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 1, (=3 — v/3)/2.

ix) Segno della derivata: la derivata ¢ positiva per z < (=3 — v/3)/2 e per z > 1, quindi
(=3 —/3)/2 ¢ punto di massimo e 1 ¢ punto di minimo.

x) Derivata seconda:

102% 4+ 9z + 3
" o
S i) = 222(z +1)%

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per > 0.
Soluzione 9.1.29 i) Dominio: D = (—00, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) =400, lim f(z)=+o0.

Tr— —00 Tr——+00

vi) Asintoti obliqui: la retta y = x — 9/4 & asintoto obliquo a +oo, mentre la retta y =
—x 4+ 9/4 & asintoto a —oo.

vii) Derivata:
823 + 622 — 8x — 6
f/(.’L') = 2 3/2 °
(42?2 42z + 1)

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = —1, —3/4, 1.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per —1 < 2 < —3/4 e per & > 1, quindi —1
e 1 sono punti di minimo, mentre —3/4 & punto di massimo.

Soluzione 9.1.30 i) Dominio: D = (—o0, —1) U (—1, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 1.

iv) Segno: la funzione & positiva per x > —1.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(x)=-1, lim f(z)= —o0,

T——00 r——1"

lim f(z) =400, lim f(z)=1.

rz——11 T—+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.
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vii) Derivata:

2
—_— >1
EESIE per x >
f'(x) =
2
_m per x < 1.

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.
ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per z > 1, quindi 1 & punto di minimo.

x) Derivata seconda:
4

- >1
(1' T 1)3 per r =~
f'(w) =
4
m per x S 1.

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & positiva per —1 < z < 1.
Soluzione 9.1.31 i) Dominio: D = (—oo,—1) U (—1,1) U (1, 4+00).

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & dispari ma non periodica.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 0.

iv) Segno: la funzione & positiva per —1 < x <0 e per z > 1.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) =—-oc0, lim f(z)=—o0,

T—r—00 r——1"

lim f(x) =400, lim f(z)= —o0,

r——1* T—1-
lim f(x)=too lim_f(a) = +oo.

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
2
< —3

f(x) = 3@ )

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per = +3.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per x < —v/3 e per > /3, quindi —v/3 ¢
un punto di massimo e /3 & un punto di minimo.

x) Derivata seconda:
22(9 — 2?)

f//(x) = W
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xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda si annulla per z = —3,0, 3.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda ¢ positiva per x < —3, per —1 < 2 <0
eperl <z <3.

Soluzione 9.1.32 i) Dominio: D = (00, —2) U (=2, -1/2) U (—1/2,1/2) U (1/2, 4+00).
ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = —1,3.

iv) Segno: la funzione & positiva per x < —1 e per = > 3.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = In4, lim f(z) = +oo,

T——00 T——2"

lim f(x) = +oo, lim f(z) = —o0,

z——21 r——1/2—
li =— li =—
L f(z) = —o0 i fz) = —o0,
li =— li =1In4.
z~>11H/12+ f(l') 0, m—iI-iI-loo f($) n

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
o 2da+le)
P = L 2R — 1)

il dominio della derivata & (o0, —2) U (=2, —-1/2) U (—1/2,0,U(0,1/2) U (1/2, +0)

viii) Zeri della derivata: la derivata non si annulla mai.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per x < —2, per —1/2 <z < 0eper z > 1/2,
quindi 0 € un punto di massimo.

Soluzione 9.1.33 i) Dominio: D = (—o00, +00).

ii) Simmetrie e periodicita: non ci sono simmetrie né periodicita.
iii) Intersezione con gli assi: la funzione non si annulla mai.

iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z)=0, lim f(z)=0.

T—r—00 Tr—r+00

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.
vii) Derivata:
) = 2r|lr — 1| -2 +22 -2 +1
|z — 1|el=—1l

il dominio della derivata ¢ (—oo, 1) U (1, +00)

)
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viii) Zeri della derivata: ls derivata si annulla per x = —1.

ix) Segno della derivata: la derivata ¢ positiva per z < 1, quindi il punto 1 & un punto di
massimo.

Soluzione 9.1.34 i) Dominio: D = (—o0,+00) \ {m + 2k7, k € Z}.

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & pari e 2r—periodica, quindi la studiamo nell’inter-
vallo [0, ).

iii) Intersezione con gli assi: f(z) = 0 se e solo se z = 7/2.
iv) Segno: la funzione & positiva per 0 < z < 7/2.
v) Limiti agli estremi del dominio:

lim f(z) = —oc.

T—T

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:
sinx

fiw) == (1+cosz)?’

viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per z = 0.
ix) Segno della derivata: la derivata non & mai positiva in [0, 7).

x) Derivata seconda:

cos?x —cosz — 2

(@) = (1+ cosx)3

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai in [0, 7).
xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & sempre negativa.
Soluzione 9.1.35 i) Dominio: D = (—o0, +0).

ii) Simmetrie e periodicita: la funzione & 2w—periodica ma non simmetrica, quindi la stu-
diamo in [0, 27].

iii) Intersezione con gli assi: f(z) =0seesolosez =0e 7w < x < 27.
iv) Segno: la funzione & sempre positiva.

v) Limiti agli estremi del dominio: non bisogna fare alcun limite.

vi) Asintoti obliqui: non ci sono asintoti obliqui.

vii) Derivata:

2cosx
71+2, perO0<z<m
f/(l‘): S x

0 per m < x < 2m.
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viii) Zeri della derivata: la derivata si annulla per x = 7/2.

ix) Segno della derivata: la derivata & positiva per 0 < x < 7/2, quindi 7/2 & punto di
massimo.

x) Derivata seconda:

i 2
7781H$.+ 5 per0<zx<m
F(2) = (14 2sinz)

0 per m < x < 27.

xi) Zeri della derivata seconda: la derivata seconda non si annulla mai.

xii) Segno della derivata seconda: la derivata seconda & sempre negativa.
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Capitolo 10

Integrali

Esercizio 10.0.1 Trovare le primitive delle seguenti funzioni:

i) 322 sin 2% vii) 1 _
224+ax+1’
s 1
ii) 3 ) 1
(14 1n" ) viii) — 5
i) tan® z sin’ z cos? z
W cos? x’ ix) (%) sna
iv) sin x cos ; 1
* .
241 x) (%) cos T

v) N

sin x

vi _—
) 14 cos?z’

Esercizio 10.0.2 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

' 1
. 2 . s
i x* arcsin xzdx; vii —du;
) / ) / V2 — 2?2

ii) / z *V/8 + wdx; viii) /arctanxdx;
g tan(i —
- ) / arctan(z = v/@) , .
iii) / dz; Vi
1+
" ze

iv) / V1 - ada; x) .ﬁdz;
KVACE |

arcsin x
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CAPITOLO 10. INTEGRALI

Esercizio 10.0.3 Calcolare i seguenti integrali:

62 1
. do-
D /e zlnz

1
ii) / z? arctan zdzx;
0,

1—1:

L Ve

1 .
1 2

iv) / Ltsn2r,
o cos*x

—92 3 1
v) / it R
0 r—1

2
x
vi L
) /1 —Vita
1
vii) / arcsin zdz;
0

Inx
viii —dzx;
) [ R

xii)
xiii)
xiv)

XV)

In3

1
n2

[
b
f

[
[
[
I

xdx;

+:E8

pa—
L

sin 2ze%™ dax;

22 cos(x + |z|)dx

Esercizio 10.0.4 Calcolare le medie integrali delle seguenti funzioni

i) [sinz| in [—m,7];

i) e i (VE/3 1)
1+ 322

iii) sin z sin(cos z) in [0, 7].

Esercizio 10.0.5 Trovare la funzione F' primitiva della funzione

f(z) = arctanx

per la quale F(0) = 1.

Esercizio 10.0.6 Dimostrare la seguente identita:

—a

Utilizzare tale identita per dimostrare le seguenti implicazioni:

f dispari = f(x)dx

—a

=0,

Va > 0;

" f()de = /0 (F@) + fex))dr, Va>o0.

f pari = f dzfQ/f dx, Ya>O0;

7
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Esercizio 10.0.7 (%) Dimostrare che se f & una funzione T—periodica, allora

a+T T
/ f(x)dr = / f(x)dz, Va€R.
a 0

Esercizio 10.0.8 (%) Verificare la seguente identita

/Oaf(x)dx=/0af(a—w);

usare quindi questo fatto per calcolare il seguente integrale:

T xsinz
72dl'.
o l+cos?zx

Esercizio 10.0.9 (%) Calcolare per ogni n,m € N i seguenti integrali:

2m
/ sin(nx) cos(max)dx;
0

2
/ sin(nz) sin(max)dz;
0

2m
/ cos(nx) cos(mzx)dz.
0
Esercizio 10.0.10 (%) Verificare che, dato k € N, se k & dispari, allora

2m 2m
/ sin® zdz = / cos® xdx = 0,
0 0

mentre se k ¢ pari, cioe della forma k = 2n con n € N, allora

27 27
. n+1
sin® xdz = cosk xdx = .
0 0 2n

Esercizio 10.0.11 (%) Calcolare, per ogni A, 1 € R, il seguente integrale:

/e>‘z sin(px)dz.

Esercizio 10.0.12 (%) Verificare le seguenti identita:

/ a4 ddx =aln |z —d| + cost., Va,d € R;
-

/7($ :Id)r dr = —ri 1(1‘ — d)rfl + cost., Va,d,r € Rjr#1;

/% = gln((x — )2+ 8% + c—i—ﬁab arctan (%) + cost.,

Vb, c,a, B € R, 5 # 0.
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Esercizio 10.0.13 (%) Dimostrare che se f & una funzione continua tale che

/abf(x)dx =0

con a < b, allora esiste z € (a,b) per il quale f(z) = 0.

Esercizio 10.0.14 (%) Dimostrare che l'integrale

b j—
I:/ flz—a) dz,
o fle—a)+flb—x)
con f : [a,b] — R funzione continua positiva, & indipendente dalla funzione f. (Porre
t=a+b—x).

Esercizio 10.0.15 (%) Studiare le relazioni tra i seguenti integrali:

/2
I= / In(sin z)dz,
0

/2
J = / In(cos x)dz,
0

/2
K= / In(sin 2z)dzx.
0

Esercizio 10.0.16 (%) Dimostrare la seguente relazione:
In(n+1)—-1n2 < i 1 <In(n).
< n S

Dedurne quindi che

Esercizio 10.0.17 (%) Dimostrare che se f : [0,1] — R & una funzione continua tale che
f(0) =0, allora, se

1
/ f(z)dx =1,
0
il massimo di f in [0, 1] & strettamente maggiore di 1, ciog

> 1.
Jax f(z)

10.1 Soluzioni

Soluzione 10.1.1
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10.1. SOLUZIONI

: o 3 . 2 2 _
i) cosx’ + ¢; v) _<x 3>+c;
3\ Vzx
ii) arctanIn z + c; vi) — arctancos(z) + ¢;
if) 2 arctan 2241 4
vii — arctan ——— + ¢;
V3 V3
tan* z
iii) TG viii) tanx — cotx + ¢;
ix) In |tan(z/2)| + ¢;
. sin? z cos 2z
iv) te=-— + ¢ x In|tan(z/2 + w/4)| + c.
2 4

Soluzione 10.1.2 i) Tramite la sostituzione x = sint, si ottiene

3 2V1—22 21 —2a?
%arcsinx—i—w\/ :c + v :c + c.

9 9

ii) Effettuando la sostituzione t = 31/8 + x, si ottiene il risultato

3
%$f®@+mfm+a

iii) Con la sostituzione t = /z, si ottiene
4z —z —4In(1 +x) +c.

iv) Con la sostituzione x = sint, si ottiene

arcsin n V1 — 22

5 5 + c.

v) Con la sostituzione x = sinh ¢, si ottiene

zvV14+22 1 z+vVz2+1
f-i-—ln —y +c.

vi) Con la sostituzione x = cosht con t > 0 se > 1 (altrimenti si pone = — cosht,
sempre con t > 0)7 si ottiene

-1 1 Va1
%-ﬁ-iln(%)—i—c.

vii) Scrivendo 2z — 2% =1 — (z — 1), si ottiene
arcsin(z — 1) + ¢.
viii) Integrando per parti, si ottiene

1
xarctanz — 3 In(1+ %) + c.
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ix) Con la sostituzione ¢ = /z, si ottiene
(2v/x — 1) arctan(1/2 — z) + In(z — Vx + 5/4) + c.

x) Ponendo x = sint, si ha

arcsin x

c (x—vV1—2?)+c

2

xi) Ponendo ¢t = Ilnz, si ottiene

2
72—7z73/2(91n2x+ 12lnx + 8) + c.

xii) Scrivendo z — 2% = 1/4 — (x — 1/2)? si ottiene
arcsin(2z — 1) + ¢.

Soluzione 10.1.3 i) Si ha
[Inln x]f =1In2.

ii) Integrando per parti si ottiene

3 . x? n In(z? + 1) Yoon n In2
—arctany — — + ———=| = — + —
3 6 6 12 6

0

iii) Ponendo ¢ = /x si ha

iv) Siha
[tanz — 21n|cosz|]} = tan1 — 2Incos 1.

v) Si ottiene

x3 oz 14
3 2

0
—+—+2x+31n|x1|} :311137?.
-2
vi) Ponendo ¢t = v/z + 1, si ottiene
V3
2 4v/2
- {—t3+t2} _ N2 5
3 v 3
vii Ponendo x = sint, si ottiene
™

[tsintJrcost]g/2 =5- 1.

viii) Ponendo ¢t = /z, si ottiene

Aftlnt — 1Y =4 -2/
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ix) Integrando per parti, si ricava

[x(ln3x—31n2x+6lnx—6)ﬁ =6 — 2e.

x) Ponendo t = z, si ottiene

[ arctan t} ! s

4 |, 16

xi) Ponendo t = v/e® — 1, si ricava
2 [arctant]y = g

xii) Ponendo t = +/x + 2, si ottiene

3

2 2. 25
SIn(jt+2t—1))| ==In—.
GmerPie—p| = 3md
xiii Ponendo x = v/2sint, si ottiene
t sin(4)]"?
2 8 |, 4

xiv) Con la sostituzione ¢ = sinx, si ottiene

2(t — 1)e'] = 2

xv) Siha
z 0 /2
/ z? cos(x + |z|)dz = / szz+/ z? cos(2z)dx
-z —7/2 0
-2
3los
(22% — 1) sin(2z) z cos(2x)] *
+
1 2 |,
_ T
24 4

Soluzione 10.1.4 Si hanno rispettivamente

i)z; i) In2 iii)cos(fl)fcos(l).

T 3— 3 T

Soluzione 10.1.5 Una primitiva generica per la funzione f ¢ data da

1
F(z) = zarctanx — 3 In(1+2%) +ec.

Si tratta quindi di determinare la costante in modo da verificare la condizione F(0) = 1. Ma

F(0)=c.
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quindi la primitiva cercata sara data da
1
F(z) = zarctanz — 3 In(1 + 2?) + 1.

Soluzione 10.1.6 Si ha che

a 0 a
9 fl@)dx = 7af(z)dz Jr/o f(x)dx.

Nel primo dei due integrali si effettua la sostituzione ¢ = —x e si ottiene
0 0 a
fayts =~ [ s-vde= [ s
—a a 0
da cui asserto. Quindi se la funzione & dispari si ha che f(—z) = —f(z), da cui 'integrale

¢ nullo, mentre se f & pari f(—z) = f(x), da cui la seconda parte dell’esercizio.

Soluzione 10.1.7 Dato a > 0, esistera sicuramente un k € N per il quale a € [(k—1)T, kT).

Quindi a+T kT a+T
/ f(x)dz = (x)dx + / f(z)dx.
a a k

T
Nel primo integrale si fa la sostituzione t = x — (k — 1)T', mentre nel secondo la sostituzione
t =x — kT, in modo da ottenere, sfruttando la periodicita di f,

/;JrT f(x)dx = /aT f(x)dx + /Oa_(k_l)T f(x)dz = /OT f(z)da.

—(k=1)T

Soluzione 10.1.8 Tramite la sostituzione = a — t, otteniamo

/Oaf(x)dxz—/aof(a—t)dt:/oaf(a_x)dx_

Da questa, per la seconda parte dell’esercizio, si ottiene

T . s : 2
2/ rsinz dw:ﬂ'/ sing 7™
o 14+ cos?zx o 1+ cos?zx 4
Soluzione 10.1.9 Prendiamo in considerazione il primo integrale. Dalle formule di Prosta-
feresi, abbiamo che

sin(nz) cos(mz) = %(sin(n + m)x + sin(n — m)x).
Quindi
27
/ sin(nx) cos(ma)dx = 0.
0

Analogamente, per le altre due otterremo che

o T osem=n
/ sin(nx) sin(ma)dz =
0 0 altrimenti;
o T sem=n
/ cos(nx) cos(mzx)dxr =
0

0 altrimenti.
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Soluzione 10.1.10 Integrando per parti, si ottiene

/sink zdr = /silrlacsink*1 xdx

—coszsin® x4 (k—1) /cos2 zsin* 2 zdz + c.

—coszsin* Lz 4+ (k—1) /sink_2 xdx +

—(k - 1)/sink xdx + c.,

da cui

k-1
k—1
/sink zdx = _cosxs;n r + 3 /simk*2 zdx.

Da questa identita si deduce ’esercizio.

Soluzione 10.1.11 Integrando due volte per parti, otteniamo
/\x e)\:n M2 /\x
sin(ux)dr = 7 (Asin(pz) — pcos(ux)) + 2 sin(uz)dz + c.,

da cui
Ax

/6)\1 sin(ux)dx = ﬁ (Asin(pzx) — pcos(px)) + c.

Soluzione 10.1.12 Le prime due identita sono immediate. Per I'ultima, scritto

br +c¢ _
(x—a)2+p2

2(x — ) N c+ab 1
(z—a)?+p B ((x—a)/B)?

b
2

otteniamo l'identita desiderata.

Soluzione 10.1.13 Si tratta di applicare il teorema di Rolle alla funzione

2) = / F(x)dz

Tale funzione e chiaramente nulla in a, cosi come lo ¢ in b per ipotesi. Quindi esiste un punto
interno all’intervallo (a, b) per il quale F’(z) = 0. L’esercizio segue in quanto F'(z) = f(z).

Soluzione 10.1.14 Effettuando la sostituzione t = a + b — x, troviamo che

B b b—x)
I*/a =) i)™

da cui
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Soluzione 10.1.15 Per quanto riguarda il secondo integrale, tenendo conto che
cosz = sin(w/2 — x),

otteniamo che J = I. Per quanto riguarda il terzo integrale, tenendo presente che
sin 2z = 2sinz cos z,

otteniamo che

In2
K:21+7T2n .

/ In sin xdx
0

w/2 1 /2
/ In sin xdz + 3 / Insin(x + 7/2)dx
0 0
/2 1 /2
/ In sin xdx + —/ Incosxdx = 1.
0 2 Jo

Quindi i tre integrali sono tutti uguali tra loro e il loro valore ¢ pari a

D’altro canto si ha che

K =

= N= N

mln2
5

Soluzione 10.1.16 Calcolando 'integrale
1k
/ —dzx =In(k+1) —Ink,
1/(k+1) T

e dalle stime 1/(k+1) <z < 1/k su [1/(k + 1),1/k], sommando su k, otteniamo la stima
desiderata. Per quanto riguarda la seconda parte dell’esercizio, basta tenere conto che

lim In(n+1)
n—00 Inn

=1

Soluzione 10.1.17 Supponiamo che il massimo sia minore o uguale a 1. Siccome la funzione
in 0 vale 0, esisterd un ¢ > 0 per il quale, se z < §, f(z) < 1/2. Quindi, otteniamo che

1 F) 1 5 5
/Of(x)dx/of(x)dx+/5 f(x)dx§§+(1f5):1f§<17

che ¢ una contraddizione.
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Capitolo 11

Integrali Razionali

Esercizio 11.0.1 Calcolare i seguenti integrali razionali:

. " r—3 )
O e

/'1/2 2+r+1 .
o (@+2)(@-1) "

2
T+ 2
dz:
iii) /1 $4+$3+$2+$x

23 +1
. Ll
iv) /x(m—l)Q x;

"oa?+62—1 .
I A L

vi) / se — 2 dx;
(x —1)(22 —22+2)
/ x3 + 8z + 21

vii) (22 4+ 42+ 5)2

z;
1
Vlll) / md:ﬁ

Esercizio 11.0.2 Calcolare i seguenti integrali, riconducendosi ad integrali razionali:

) / 1+

1+z++x v

i) /74& ;
[z+1
173 IiQ
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1+ 3o+,
111) /ﬁdl’,
. 1

IV) /mdl’

v) (%) /$1/3(1 + 3v/x)%dx

Vi) (%) /(1 - x2)(2 2Py
A /[If2

vii) 1
27 —
V2r—a2® +uw 20 —x?2 +x
viii) (%) 2 P ;e x;
T—
%) (%) dr:

T+Vx?—4x —3

" 1
—dx
/ V1 — 22
2
T
/7@
V3r — 22 -2

Esercizio 11.0.3 Calcolare i seguenti integrali trigonometrici, riconducendosi ad integrali
razionali:

/2 1
i) / ——d;
x/3 Sinz

.. sin 2x

ii) — - dx;
sin“x — 3sinz + 2
1

i) / 1Hcosz, .
x/2 1 —cosz

1+t
iv) / 1ttanz

COsST

Esercizio 11.0.4 Calcolare i seguenti integrali:

. 14 2€”
i) / 1 dx;

1
.. d
i) /2coshx+sinhz+1 .
iii) /,/eidx
et e %

11.1  Soluzioni

Soluzione 11.1.1
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11.1. SOLUZIONI

i)
ln&nLc
232w — 22
i)
2l -2 s
n— 1~ ' n—.
|z + 1]1/2 V3
iii)
2
2z 412 1 V2 1
1n7|$| |z+3|2+—arctanx =In 5 +—aYCtaH(2)*£
@2+ 1)F 2 ) Wi125) 2 4
iv)
2?2 -2z -1
fl+ln(|x||x—1|)+c.
v)
|z —1]3/2 13 n
n — C.
|x—3|1/2 ZE*-?)
v)
[z —1]
1nm+3arctan(x—1)+c-
vi)
1 9 1 3x—-13
3 In(z? + 4z +5) — 3 arctan(z + 2) + 5@ +c.
vii)

1 \/5 ¢ x n
—— — —arctan | — .
57 1 arcta 7 c
Soluzione 11.1.2

i) Con la sostituzione t = \/z, si ottiene

2T — %arctan (% <\/E+ %)) +ec.

iii) Con la sostituzione t = %y/z + 1, si ottiene

,g SVr+1-2vVz+1-33z+1+

fln‘ 6\/£E+171‘2‘ SVr+1+ 6\/z+1‘2+
1
(6\/x+1+5)>+c.

2

V3

2
+—= arctan

V3
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CAPITOLO 11. INTEGRALI RAZIONALI

iv) Con la sostituzione t = ©

2vr —33/x+6%/z —6In( vz +1)+ec

x, si ottiene

Soluzione 11.1.3

i) Con la sostituzione ¢ = tan(x/2), si ottiene

(I [t]]},,5 = In V3.

ii) Con la sostituzione ¢ = sinx, si ottiene

2 —sinz)?
In El—sTx;Q +c.
iii) Ponendo ¢t = tan(z/2), si ottiene
-2 [% + arctant} ;H’O =1- ?%
iv) Ponendo ¢t = tan(z/2), si ottiene
sin(z/2) + cos(z/2) 2 cos?(x/2)

sin(x/2) — cos(x/2) ‘ B sin?(z/2) — cos?(x/2)

Soluzione 11.1.4

i) Ponendo t = €%, si ottiene
|€$ _ 1|3/2

n7(6x+1)1/2 —x+ec.

ii) Ricordando le definizioni del seno e del coseno iperbolico, ponendo ¢ = e® si ottiene

V2 arctan (% (em + %)) +ec.

iii) Ponendo t = €*, si ottiene
arccoshe” + c.
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Capitolo 12

Integrali Impropri

Esercizio 12.0.1 Calcolare i seguenti integrali;

+oo 1 —+oo a
/ ——dx, / e *duz, / Inazdz (a>0).
oo 1t a? 0 0

Esercizio 12.0.2 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

+oo
/ sin xdzx.
0

Esercizio 12.0.3 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

o0 1
.z, acR
/ |22 — 42 + 3| oo

— 00

Esercizio 12.0.4 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

00 )
/ e ¥ dx
0

Esercizio 12.0.5 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale
—+o0
/ e dr, «a€R.
0
Esercizio 12.0.6 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

1
1
/ .
1/2 Inx

Esercizio 12.0.7 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

+oo 1
/ —dx.
9 Inz
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CAPITOLO 12. INTEGRALI IMPROPRI

Esercizio 12.0.8 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

1
1
/ S
l/e 1 +1DZC

Esercizio 12.0.9 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale
+o0 —xz/3
e
——dx.
0 3 /e* — e~

Esercizio 12.0.10 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

>~ /1 1
/ (— sin—) dx.
1 xr xr

Esercizio 12.0.11 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

°° arct —m/2
/ arctanx — m/ .
0 VT

Esercizio 12.0.12 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

e T 1
/ (arctanac — =+ —) dx.
1 2 X

Esercizio 12.0.13 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

12 g
o zln"z

Esercizio 12.0.14 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

Esercizio 12.0.15 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

/1 ﬂdw

1 |z] —sinzx

Esercizio 12.0.16 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale
b [sin(1 — \/cosx)d
T
0

Esercizio 12.0.17 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

> 1
/ ne dx.
0 1+IIJ2

Esercizio 12.0.18 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

/ 1n<1+l)d:r
0 X
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Esercizio 12.0.19 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

! 1
/ 1n<1+—>d$
0 w

Esercizio 12.0.20 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

oo 1 _
[,
0 w
/ e dr = ﬁ,
0 2

o0 2
/ 22 dz.
0

Esercizio 12.0.22 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

® sin? g
dx.
0 X

sinz
T

Esercizio 12.0.21 Sapendo che

calcolare

Esercizio 12.0.23 Dimostrare che la funzione
non lo é.

Esercizio 12.0.24 Dire se esiste, in senso improprio, il seguente integrale

1
/ 2% dg.
0

Esercizio 12.0.25 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste,

prio, il seguente integrale
Le* —14asine
5
0 x

Esercizio 12.0.26 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste,
prio, il seguente integrale
o el/e
/ bk Y9
1 xe

Esercizio 12.0.27 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste,
prio, il seguente integrale

[ =

Esercizio 12.0.28 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste,

prio, il seguente integrale
oo 1 2 _
/ n(z® —1) s
1 (@+ 1)

e calcolare esplicitamente l'integrale nel caso o = 2.

¢ integrabile su [0, 4+-00), mentre |

sinw‘
T

in senso impro-

in senso impro-

in senso impro-

in senso impro-
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CAPITOLO 12. INTEGRALI IMPROPRI

Esercizio 12.0.29 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale

/1/2 (z(1 = 22)*°
e

sin x

Esercizio 12.0.30 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale

> arctan z¢
———dux.
0 w

Esercizio 12.0.31 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale

/1 arctan 22/
——dx.
0 T+sinyz

Esercizio 12.0.32 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale
L 3y/1 — 22(sinh 2)®

0 |1n z|

X.

Esercizio 12.0.33 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale
/1 arctanxl/@o‘)d
—————=dx.
o @2 +sin 3z

Esercizio 12.0.34 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale

Esercizio 12.0.35 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in

prio, il seguente integrale

Esercizio 12.0.36 Dire per quali valori dei parametri reali o, 5 € R esiste, in senso

prio, il seguente integrale

o0 1
— dx.
/o 1+ a27) "

SEenso

SEenso

sSenso

Senso

SEenso

SEenso

Senso

Esercizio 12.0.37 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in senso

prio, il seguente integrale

o T «a
/ (— — arctan x) dx.
O 2

Esercizio 12.0.38 Dire per quali valori del parametro reale a € R esiste, in senso

prio, il seguente integrale

/°° x—2 i
x.
w3 —ar?+r—«

impro-

impro-

impro-

impro-

impro-

impro-

impro-

impro-

impro-

impro-
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12.1. SOLUZIONI

Esercizio 12.0.39 Dire per quali valori dei parametri reali «, 8 € R esiste, in senso impro-

prio, il seguente integrale
o0 1
——dx.
/2 zo[Inz]?

Esercizio 12.0.40 Dire per quali valori dei parametri reali o, 5 € R esiste, in senso impro-

prio, il seguente integrale
1/2 1
[ e
o x| Inz|f

Esercizio 12.0.41 Dire per quali valori del parametro reale a@ € R esiste, in senso impro-

prio, il seguente integrale
/ * In%z
————dx.
SREEEIE

Esercizio 12.0.42 Dire per quali valori dei parametri reali o, § € R esiste, in senso impro-
prio, il seguente integrale

/ 2% sin(2” ) da.
1

Esercizio 12.0.43 Dire per quali valori dei parametri reali o, § € R esiste, in senso impro-
prio, il seguente integrale

/OO e~ cos(Bx)dx.
0

12.1 Soluzioni

Soluzione 12.1.1 Per quanto riguarda il primo integrale, notiamo anzitutto che la funzione
integranda ¢ pari, ¢ definita su tutto R (cioé non ha singolarita) e il dominio di integrazione
e illimitato. Siamo quindi di fronte ad un integrale improprio di seconda specie, e bisogna
quindi vedere se esiste il seguente limite
: !
lim ——dx.
R—+oo Jy 1422

Ma siccome

S|
/ dr = arctan R
o 1422

. T
lim arctan R = —.
R—+oc0 2

In definitiva, 'integrale improprio esiste e si ha

“+o0 1 +oo 1
. dr = 2 4
/,Oo 112" /0 1122

S|
= 2 lim ——dx
R—+oo Jy 1422

= 2 lim arctanR = .
R—+o00
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CAPITOLO 12. INTEGRALI IMPROPRI

Nel caso del secondo integrale, che & sempre di tipo improprio di seconda specie, basta tener
presente che

R
/ e tde = [—e ") =1—e 1,
0

e quindi, siccome esiste il limite

lim (1—e %) =1,
R—4o0

allora esiste pure l'integrale improprio e si ha che

+oo
/ e “dxr = 1.
0

Nel caso del terzo integrale, la funzione integranda non e definita in 0 e quindi si tratta di
un integrale improprio di prima specie. La funzione integranda & continua in ogni intervallo
[€,a] con € > 0 e quindi ¢ ivi integrabile. Dobbiamo quindi vedere se esiste il limite

a

lim Inzdz.
e—=0 J_
Ma N
/ Inzdr =[zlnx —z]¢ =alna—a—¢elne +¢,
g
e quindi

3 lim Inzdr =alna — a.
e—0 c

Soluzione 12.1.2 Siamo in presenza di un integrale improprio di seconda specie in quanto
la funzione interanda & continua in tutto R. Bisogna vedere quindi se esiste il limite

R

lim sinzdr = lim [—cosz]ff = lim (1 —cosR).
R—+oc0 0 R—+oc0 R—+oc0

Si noti che tale limite non esiste in quanto se prendiamo la successione Ry = 27h, allora

lim (1—cosRp) =0,

h—+oo
mentre se si considera Ry = 27(k + 1), allora

lim (1—cosRy)=1.

k—+oo

Soluzione 12.1.3 Notiamo anzitutto che per a < 0, 'integrale & improprio solo di seconda
specie in quanto la funzione integranda e continua su R; in questo caso l'integrale non puo
esistere in quanto per |z| — 400 si ha che

1
>
|22 — 4z + 3|> —

Nel caso « > 0, si nota anzitutto che per |z| — +oo si ha

1 1
|22 — 4z 4 3| |z|?@
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e quindi per avere integrabilita ad infinito si deve avere 2« > 1, cioe¢ o > 1/2. Scrivendo
inoltre 2 — 4z + 3 = (x — 3)(x — 1), si nota che si ¢ in presenza di due singolarita , una
per = 3 e una per 2 = 1. In entrambe le singolaritd (negli intorni di ognuna), ad esempio
intorno a x = 1, si ha

1 1
|22 — 4z 4+ 3| |z — 1]~

e quindi si ha integrabilita per @ < 1. Mettendo insieme le condizioni trovate, si conclude
che l'integrale dato converge per 1/2 < o < 1.

Soluzione 12.1.4 La funzione integranda & continua su tutto R, quindi siamo in presenza
di un integrale improprio di seconda specie; cioe, 'unica cosa da controllare e I'integrabilita
a +o00. Utilizzando il limite notevole

lim zPe”® = 0, Vp>D0,

r— 400
se ne deduce che per z — 400
1
e < —, Vp>0.
xP
Se si sfrutta questa informazione con p > 1, se ne deduce I'integrabilita grazie al criterio del
confronto per gli integrali impropri.

Soluzione 12.1.5 Come nel caso dell’esercizio precedente, si ha per x — +oo che
_ 1
et <—, VYp>0,
xP

e quindi anche
1

P’

%" <

Se si prende quindi p > a4+ 1 se ne deduce l'integrabilita a 400 per ogni a € R. La funzione
integranda ha poi una singolarita in x = 0 se a < 0; in questo caso si avra integrabilita se
a > —1. In definitiva, la funzione data & integrabile in [0, +00) per a > —1.

Soluzione 12.1.6 La funzione integranda ha una singolarita per z = 1; notando che per
x — 1, siccome x — 1 — 0

lne=In(l+z—-1)=(x—-1)+o(x — 1),

si ricava che per x — 1
1 1

—_—

Inz x—1

e quindi 'integrale dato non converge.

Soluzione 12.1.7 Tenendo presente che

1
lim —= =0, V¥p>0,
x—+oo P

se ne deduce che per z — 400

1 1
— > —, Vp>0.
Inz = P b

Prendendo p < 1, si puo quindi concludere che 'integrale dato non converge.
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CAPITOLO 12. INTEGRALI IMPROPRI

Soluzione 12.1.8 Siamo in presenza di una singolarita per = 1/e si noti che per x — 1/e
si ha

1 1 1
l+nz 1+ln(1/e+(x—1/e)):1—|—1n1/e(1—|—e(ac—1/e))
1 1
T I+ml/e+In(l+(ex—1)) In(l+ (ex—1))
1
- (ex — 1)+ o(ex — 1)
1
Toer—1

e quindi 'integrale non converge.
Soluzione 12.1.9 Ponendo t = e~*/3 I'integrale diventa

/1 3t dt/1 3t
o I Jo 3/A-HE+t+ D+

Ci si rende quindi conto che I'unico problema si ha per ¢ = 1; ma intorno a tale punto si ha
che

dt.

3t 3

~

3/A-HE+t+ 1) +1)  36(1—1)

e quindi 'integrale dato converge.

Soluzione 12.1.10 L’unico problema si per x — +o00; notando che per z — 400

si deduce che per x — 400
1 1 1

——sin—~—3,
T x 6x

da cui la convergenza dell’integrale dato.

Soluzione 12.1.11 Intorno al punto z = 0 si ha che

arctanz — /2 ™
NZ3 2\/x’

da cui il fatto che in x = 0 l'integrale converge. Per x — oo, si ha invece che

arctanx — /2 arctanl/z 1
NZ3 B VT x3/2’

e quindi la convergenza anche per x — +oc.

Soluzione 12.1.12 L’unico problema si puo avere per x — 400; ma

T 1 1 1 1
arctanr — - + — = — —arctan — ~ —;,
2 x =z x 38

e quindi 'integrale converge.
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Soluzione 12.1.13 Abbiamo che, dato che 'unico problema si ha in x = 0 e la funzione
integranda & continua in [¢, 1/2] per ogni ¢ > 0 con

12 4 1 112 1 1
de = |—— - 4
/c zln®z v [ 1n:r] lnc+1n2’

C

si nota che 1o
1 1
Jlim

T2 =g
c—=0 /. rln“x In2

Quindi la funzione data ¢ integrabile in senso improprio in [0,1/2] e vale

/2 4 1
[P
o zln"z In2

Soluzione 12.1.14 Per quanto riguarda il caso = 0, si noti che 2% = e*® = 1 4+ zlnx +
o(zxlnzx), e quindi
x T 1

~ =
3
(* =12 22In®z zln’z
da cui la convergenza in x = 0 grazie al precedente esercizio. Si ha un’altra singolarita anche
perx=1e

T x 1
(xz — 1)2 xr2 ]n2 T (x — 1)2 ’

e quindi in z = 1 l'integrale non converge. In definitiva I'integrale dato non converge.

Soluzione 12.1.15 Si ¢ in presenza di un’unica singolarita in x = 0; per £ — 0~ si ha che

Vx| VT 1
|z] —sinz -2z 2=z’
e quindi la convergenza dell’integrale
=5
-1

—r —sinx

dz.

Per x — 0% si ha invece che
vatd 6

|z —sinz 2572

da cui la non convergenza di
1
NZ3

o T —sinz

dx.

Soluzione 12.1.16 Intorno a x = 0 si ha che

sin(l — yeosz) \/sin(l —/1—2%/2+ o(z?))

3 3

\/sin(:c2 /4 + o(x3))
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e quindi l'integrale dato converge.

Soluzione 12.1.17 Abbiamo una singolarita in x = 0 e l'integrale ¢ esteso fino a +oo,
quindi siamo in presenza di un integrale improprio di entrambe le specie. Per x = 0

Inx

T2 e

che ¢ integrabile. Inoltre, per x — oo, si ha che

per ogni p < 2; prendendo 1 < p < 2, se ne deduce che 'integrale dato € convergente.

Soluzione 12.1.18 Per z = 0, si ha che

1 1
In (1+—) ~ In (—) ~ —Inx
T T

che e integrabile. Invece, per x — 400 si ha che
1 1
In <1 + —) ~ =
x x

Soluzione 12.1.19 Con il cambio di variabili t = 1 + % e con una integrazione per parti,
si ottiene che

e quindi non si ha integrabilita.

1 2
1 Int
/5 In (1—1—;) dzx = _/1+; mdt:21n2+(1+5)1n(1+5)+51n5.

Questo dimostra che la funzione data ¢ integrabile in ogni intervallo [, 1] con € > 0 (fatto
che gia si doveva notare in quanto in tale intervallo la funzione & continua), e siccome

1
1
J1lim In (1+—) dxr =2In2,
e—=0 J_ x
se ne conclude che la funzione data & integrabile in [0, 1] con

1 1
/ In (1+—) dr =21In2.
0 X

Un modo equivialente € quello di scrivere
1
In{l4+—-)=mn(l4+2z)—Inz
x
e scrivere 'integrale come somma di due integrali (in questo caso bisogna motivare il perche

sia lecito scrivere l'integrale della somma come somma di integrali nel caso di integrali
impropri, cosa che ¢ possibile fare se si ¢ in presenza di funzioni assolutamente integrabili).
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Soluzione 12.1.20 Per x = 0 si ha che

l1—cosz 1

kA

x? 2

quindi la funzione integranda € estendibile con continuita in 0, da cui se ne deduce che in 0

non siamo in presenza di un integrale improprio. Infine siccome

1—cosx 2

2 —$2’

0<
T

si deduce che la funzione data e assolutamente integrabile a +oo.

Soluzione 12.1.21 Siamo in presenza di un integrale improprio di seconda specie; la fun-
zione integranda € continua e quindi si tratta di calcolare I'integrale su [0, R] e vedere se
esiste il limite di tali integrali per R — 400. Ma con una integrazione per parti si ottiene

R 2 1 R 2 €T 2R 1 R 2
/ r?e ™ dx = f—/ x(—2x)e™ dx = — {—efm } + —/ e vdz
0 2Jo 2 o 2/

da cui

o) R R
/ 22~ dr = lim 22 % de = lim — [Ee_ﬁ} + ﬁ = ﬁ
0 R—+o00 0 R—+o0 2 0 4 4

Soluzione 12.1.22 Per x = 0 si ha che

sin® x

— 0,
X

quindi la funzione integranda ¢ estendibile con continuita in 0 e quindi in 0 non siamo in
presenza di un integrale improprio. Per quanto riguarda l'integrabilita a 400, dato che la

funzione
R . 2
sin” x
R — dx
O x

& monotona crescente, si deduce che l'integrale improprio o esiste o diverge a +00. Sempre
grazie alla monotonia, si ha che per ogni n € N

dx.

dr < lim
T R—+o0 Jo €T

/2“" sin’ Bgin? g
0

Notiamo pero che

. n—1 .
2mn Sln2 T 2(k+1)w Sln2 T
dr = g dx
0 Z 2km €z

k=0

e che su [2km, 2(k + 1)7] si ha
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da cui

2nn .. 2 n—1 2(k+1)w
1
/ R > 7/ sin? zdx
0 x 20k + )7 Jopn

k=0
1

n— 1 /27r 9 J
= —_— SN~ raxr
= 2(k+1)m Jy

In definitiva si ottiene che

+oo 1.2 2mn 2 n—1

sin® x sin® x 1 1

/ der = lim de > lim — E — = +o00,
0 T n—+oo Jg T n—+oo 2 P k+1

da cui la divergenza dell’integrale dato.

Soluzione 12.1.23 La funzione integranda ha in 0 una singolarita eliminabile, e quindi
Iintegrale e improprio solo di seconda specie. Con una integrazione per parti si ha

R ginx cosx1h R cosx
de = — + 5—dx;
1 T r 11 1z

’COS.I’

quindi, dato che

1
x? ’ = z2’
la funzione “%% ¢ intagrabile su [1,4-00). In definitiva, si ottiene che

00 3 R 1 oo
sin x , sin x sin x cosx
dr = lim dx = dx + cos(1) + 5—dz,
0 x R—+00 0 X 0 x 1 xZ

se ne deduce I'intagrabilita della funzione data. Per quanto riguarda invece la funzione ’w ’,

T
se scriviamo
oo

[0, +00) = [ In7, (n+ 1)),
n=0
otteniamo che, dato che su [nm, (n + 1)7) vale > m,
00 | .t oo (n+1)7 | o3 00 (n+1)7
sin sin 1 1 .
/0 . dx = nz_o/m - de;;n+1/7m | sin z|dx

™A +1
Quindi dato che la serie finale & non convergente, la funzione data non sara integrabile.

Soluzione 12.1.24 Ponendo t = In z, si ottiene

1 o,
/ 2Ty :/ et Tt
0 — o0
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E facile rendersi conto che quest’ultimo integrale non converge in quanto e’ o too per
t — —oo. Una dimostrazione alternativa si ottiene anche notando che per z < 1/e si ha

Inz < —1, da cui
1/e 1/e 1
/ 2Py > / —dxr = +00.
0 o T

Soluzione 12.1.25 Il problema si presenta solo per x = 0; utilizzando gli sviluppi di Taylor,
si ottiene che
e —1+asine 1+z+2?/2—-1-ax+o(@?) 1-a

1
2 x? T2 +§+0(1)’

T

e quindi 'integrale converge se e solo se a = 1.

Soluzione 12.1.26 Si ha un integrale improprio di seconda specie; dobbiamo quindi vedere
il comportamento della funzione integranda per x — +o00. Grazie allo sviluppo di Tayolor

1 1
el/zzl—l———i—o(—),
x x

el/e—1 1 1
T - :L.aJrl t+o anrl ?

e quindi si ha integrabilita se a + 1 > 1, cioe a > 0.

si ottiene che

Soluzione 12.1.27 La funzione integranda ha una singolarita in « = 0 e in tale punto

1 1
Vall—a) Vo

quindi la funzione & integrabile in = 0. Per x = 1 si ha una singolarita se a > 0: quindi
siamo in presenza di un integrale improprio se a > 0, mentre la funzione € continua se < 0.

Inoltre, dato che
1 1

~

x(l _ .1:)0‘ (1 _ :C)Oz/Qv

la funzione sara integrabile per /2 < 1. cioe o < 2.

Soluzione 12.1.28 Per x = 1 si ha che

In(2? —1) In(z+1)(z—1) N In(2(x — 1)
(x+1)> (z + 1) 20

e quindi l'integrale converge. Per x — 400 si ha che se o <1

In(z% — 1) 1
CESIrET

e quindi I'integrale diverge, mentre se &« > 1, preso 1 < p < « si ha che per z sufficientemente

In(z2—1) 1
(xz4+1)> < P

grande in quanto

lim —2 In® —1) =0
soo (z 1) -
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e quindi si ha convergenza. Infine, per o = 2 si ha

® In(z? — 1 Bn(z? -1
/ @ =D o gy [ RO D,
1 (@+1) il Jige (@4 1)
In(z2 — )17
= lim - [711(% )]
Ri:)#ooo €z + 1 14-¢

+1/R 1 N 1 N 2 p
2, \z—1 " 2+1 (@+12)"

, (R —1) 1 Rl‘
= lim (77 —In|——
o R+1 2 “R¥1
1 € e+4 1
_ _ 1 1 2) — )
R+l 2t et et -3
= 1n2—l.
2

Soluzione 12.1.29 Per x = 0 si ha

(a(1 — 20))°

~ :Coz—67

e quindi si ha integrabilita per a > 5. Per = 1/2 si ha invece

(z(1—2x))*5 (1 —2x)*5
sinx 20=5gin1/2

che converge per a@ > 4. In definitiva la funzione integranda ha integrale convergente in
[0,1/2] se a > 5.

Soluzione 12.1.30 Si hanno due possibilita; per o < 0 e intorno a = 0 si ha

arctanz®  w/2
& 42
x? x?

che non converge. Per a > 0, sempre intorno a x = 0 si ha

arctan r
2

a—2
~

X

che converge per a > 1. Per  — oo invece si ha che se

arctan z® < /2
x? — a2

e quindi convergenza. In definitiva l'integrale converge per a < 1.
Soluzione 12.1.31 Il problema ha senso per a # 0; per o < 0 si ha che intorno a x =0

arctanz?/®  7/2

x + sin/z ~ N
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da cui la convergenza, mentre se a > 0

arctana®/® o,
. ="~
T +siny/z
che converge per 2/a — 1/2 > —1, cioe per ogni a > 0. Si poteva analogamente notare che
n (0,1] si ha
arctan 2/ - /2
T z+sinyr T z+sinyz

e che quest’ultima ¢ una funzione integrabile su [0, 1].

Soluzione 12.1.32 Per z = 0, ricordando che sinhz = ¢ *267 , si ha
3y/1 — 22(sinh ) o
[1n x| | In z|
che converge per a > —1, mentre per = 1 si ha
(1—x) 1/3

«

> | Inz|
)

3V1 — z2(sinh x)® 35 (€=
[Inz|

_ 35 efl/e | — 1] (1—2)1/3
[In(1+2—1)] |z—1]

~ 3f( 1/e)a(1—x)2/3

che converge. In definitiva si ha convergenza per o > —1.

«

Soluzione 12.1.33 L’unico problema si potrebbe avere per x = 0; ma per « < 0 si ha che

arctan z1/(2%) /2

x? +sin 3\/x ~ 3T

che converge, mentre per o > 0

arctan 1/ (2®) o 1/(20)-1/3
x? +sin 3\/z

che converge per a < 3/4.

Soluzione 12.1.34 Per x = 0 si ha

e quindi si ha convergenza per a < 2.
Soluzione 12.1.35 Con uno sviluppo di Taylor intorno a = = 0 si ottiene che

Tr — asinx 1—a)z + a/6z3 + o(z® l—-a «
:( ) / ( ): 2 +E+0(1)

3 3

da cui si deduce che si ha convergenza se e solo se a = 1.
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Soluzione 12.1.36 Per z = 0 si ha che
1 1
- BY o —
—(1+a")~ —
che converge per a < 1, mentre per x — +00
1

:I:OL

1
za—h8

(1+27%) ~

che converge per a— 3 > 1. Le condizioni di convergenza sono in definitiva o < 1e § < a—1,
che definiscono il piano rappresentato in figura 12.1.

Figura 12.1: Insieme delle soluzioni («, )

Soluzione 12.1.37 La funzione integranda ¢ continua su [0, +00) quindi I'unica cosa da
verificare ¢ il comportamento per x — +o00. In questo caso si ha che
U o 1
(— — arctan ac) ~ —
2 e
e quindi si ha integrabilita per oo > 1.
Soluzione 12.1.38 Per |z| — oo si ha

xr — 2 1

3 —axl4+r—a 22

che converge. Notando poi che
z—2 z—2

»-—ar+r—a (22+1)(z—a)’

si nota che la funzione integranda ha una singolarita eliminabile in x = 2 se a = 2 mentre
per a # 2 e per x = « si ha che

xr — 2 oa—2 1
a4+ zr—a o?2+1 -«

che non & integrabile. Quindi in definitiva la funzione integranda e integrabile su R se e solo
se a = 2, nel qual caso si ottiene

e x—2 >~ 1
dx = ——dx =T.
[mx3—ax2+x—a$ [m$2+1z T
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Soluzione 12.1.39 Dividiamo la discussione in passi; anzitutto, per a > 1 e § > 0 si nota

che, per x — +o0 Inx > 1 e quindi

da cui la convergenza. Invece, se a« > 1 e 8 < 0, allora
1 1

x¢|Inz|® — zP

per p < a, da cui, prendendo 1 < p < « si ottiene la convergenza. Nel caso o = 1 si nota

che

1 d 1
S 1
$1HBZL' dx ((ﬂ 1)1HB—1$>7 Perﬂ7é ’

mentre

1
LN
chng de D

da cui si ricava la convergenza per $ > 1. Infine, se o < 1. allora, nel caso § < 0 si ha

1 1
>

zolnP e~z

e l'integrale non converge, mentre se § > 0

1

zoln®y T P

per ogni p > « e prendendo 1 > p > « si ottiene la non convergenza. Possiamo quindi

riassumere come segue:

a>1 peR convergenza

o1 8 >1 convergenza
o B <1 non convergenza
a <1 p R non convergenza.

Soluzione 12.1.40 Con il cambio di variabili y = 1/, si ottiene che

1/2 1 o0
— = dr= - -
/o v na? / 2| Iny[?

e quindi si ha il seguente schema

a <1 pB€R convergenza

B <1 non convergenza
a>1 f €R non convergenza.

o=1 { 8 >1 convergenza

Soluzione 12.1.41 Intorno al punto z = 1 si ha che

In®z 1 In®
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e quindi 'integrale converge, mentre per x — 400 si ha
In® z In®z
(22 —1)1/2 x

da cui si deduce la convergenza per o < —1.

Soluzione 12.1.42 Dividiamo la discussione in tre parti; supponiamo dapprima che g > 0;
in questo caso, con il cambio di variabili y = z?, si ottiene

e . B 1 [ a-p+1 |
% sin(a”)dz = = y  #  sinydy,
1 BN
e quindi si tratta di studiare I'itegrale improprio di seconda specie

o0 a—pB+1
/ y B sinydy.
1

Scriviamo quest’ultimo integrale come segue:

0~ 0 (n+)m
/ y T singdy = Z/ Yy sinydy
1

nm

n=1

8

= (=) "ap,.

3
Il
-

Siamo quindi ricondotti allo studio della convergenza di una serie a segni alterni. Si noti che
se O‘fTﬂH < —1, allora dato che su [nm, (n + 1)7] si ha che

a—p+1 a—pB+1
y # <(nm) 5,

se ne deduce che la serie data e assolutamente convergente. Si puo essere perd piu precisi
nell’analisi; difatti, se O‘_Tﬂﬂ < 0, allora dato che su [nm, (n + 1)7] si ha che

(n+1)m)*F <y F < (nm)“F

se ne deduce che

(n+2)7 acpil
wer = [y sy
(n+1)7

IN

o (n+2)7
(0t 0m*F [ fsinglay
(n+1)7

o (n+1)7
= ((n+ 1)) / |sinyldy

T

(n+1)7 acpil
< y ¢ |sinyldy
n

Yy

s
= a, < (nm) g+1/ sin ydy
0

a—pB+1

= 2(nw) 7
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se ne deduce che la successione (a,,) ¢ monotona decrescente ed infinitesima; siamo quindi
nelle condizioni di applicare il Teorema di Leibniz e dedurre la convergenza semplice della
serie data. Si noti poi che se %ﬁﬂ > 0, con un calcolo analogo a quello appena fatto, si
dimostra che la successione (a,,) & monotona crescente e quindi non puo essere infinitesima,

da cui la non convergenza della serie. Infine, se O‘fTﬂH = 0, si ottiene che

(n+1)7
o= [ smldy =2

T

e quindi ancora che la serie non converge. Nel caso in cui 8 < 0, si ottiene, ancora grazie al
cambio di variabili y = 2,

e 1 Y as
/ 2 sin(2?)dx = — / y 7 sin ydy,
1 B Jo

e questo e un integrale improprio di prima specie con singolarita in y = 0. Notando intorno
a y = 0 si ha che

a—pB+1 a+1l

y 7 osiny~y s,
se ne deduce la convergenza per 2t > —1 e la non convergenza altrimenti. Infine, il caso
piu semplice 8 = 0; in questo caso si ha l'integrale

o
sin1 / x%dx
1

che converge per o < —1 e non converge altrimenti. Possiamo riassumere ’esercizio con la
seguente tabella:

A non convergenza
8>0 0< Q_TBH <1 convergenza semplice
a=btl 5 convergenza assoluta

atf

5> —1 convergenza
”‘TH < —1 non convergenza

B8 <0 {

B=0 a > —1 convergenza
o a < —1 non convergenza.

Soluzione 12.1.43 E chiaro che la convergenza non dipende dal segno di f3; inoltre per
B = 0 si ottiene l'integrale
o0
/ e~ “dx
0

che converge per a > 0. Per 5 > 0, con un cambio di variabili si ottiene

o0 1 (o) o
/ e~ *cos(fx)dx = = / e~ B% cosxdx
0 B Jo

1/ [™? _.
= —(/ e 8% cosxdx
B\Jo
00 /24 (n+1)mw
+> ¢ [
,;) T/24nm
1 = .
= = co—i—Z(—l) An,
ﬂ n=1
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dove
/2
_ag,
CO:/ e 7 cosxdr
0

/24 (n+1)w
ap, = / e~ 77| cosx|dx.
™

/2+4nm
Notiamo subito che se a/3 < 0, allora in [1/2 + nm, /2 + (n + 1)7] si ha che

67%I > 67%(7r/2+n7r)

e quindi

N /24 (n+1)w
an, > 67?(“/2“’“)/ | cos z|dx
7/24+nm

N /2
_ egm/2nm) / | cos 2| dz
—m/2
_ 267%(7r/2+n7r) 7L> 0
per n — 00, e quindi la non convergenza. Infine, per a/8 < 0 si ottiene che

a, < e—%(3ﬂ'/2)e—%7rn

da cui la convergenza della serie

ia" < e~ 5B37/2) i (ef%w)n < 400
n=0 n=0

. N . . . . - . .
dato che la serie a secondo membro ¢ una serie geometrica di ragione e~ 8" < 1. Quindi la
funzione data e assolutamente integrabile.
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