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Si svolgano i seguenti esercizi facendo attenzione a giustificare le risposte.

Delle affermazioni non motivate e giustificate non si terra conto nella valutazione.
Non e consentito 'uso di alcun dispositivo elettronico, di appunti o di libri.

Si studino i seguenti integrali impropri:

) A+m<wr+;—4>(v1+ﬁ—¢)m,
it) [%x<d1+;é—1>a<V1+x%—gﬁdx, a,f>0.

Si studi in dettaglio la funzione f definita dall’espressione
f(z) =e"V1—e2.

Dopodiché si dica, al variare di A € R, quante soluzioni ha 1’equazione

f(@) =

Si trovino, se esistono, le soluzioni ai due seguenti problemi di Cauchy
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Si calcoli il seguente limite al variare di a, 8 > 0:
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Soluzioni

1. Il problema ¢ dato dal fatto che il dominio & illimitato. Si osservi che
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in quanto, considerando lo sviluppo Taylor di ¢ — /1 +¢ in 0, si ha
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per cui la funzione integranda risulta asintotica a +o0o alla funzione 1/x in quanto
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Di conseguenza 'integrale improprio ha lo stesso carattere dell’integrale
+oo 1
/ —dx il quale diverge positivamente.
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Per quanto riguarda il secondo punto si ha che la funzione integranda risulta asin-
totica a +oo alla funzione

1o

2o

Di conseguenza l'integrale improprio ha lo stesso carattere dell’integrale

+o00 1
/ “3a-B dx il quale converge se e solo se 2a — 3 > 1.
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2. Innanzitutto si osservi che I’espressione data & definita per ogni valore di « € R.
Svolgendo i limiti agli estremi del dominio si ottiene:

Jim f(z)=0,  lim f(z) = +o0
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lim M = 400,
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quindi la funzione non ha un asintoto all’infinito.
Si osserva che f in 0 vale 0, & positiva per x > 0, negativa per x < 0.
Studiamo ora le derivate. Si ha
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Si osservi che
dom (f') =R\ {0}
e che
lim f'(z) = lim f'(z) = +o0.

x—0~ x—07F
Studiamone ora il segno: il denominatore ¢ positivo per ogni € R\ {0}, il nume-
ratore
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Per cui
<0 perzce€ (—oo,log%) ,

_ _ 2
fl(x)$ =0 perz=logs,
>0 perze (log %,0) U (0, +00)
e il punto 7 = log% e punto di minimo assoluto e il valore
2 2 1
f <log 3> =-3 3—\/§ ¢ il minimo assoluto.

Derivando ulteriormente

f'(x) = m [96’”(1 — e )23 —2(3¢" — 2)(1 — e—x)—l/?*e—x} =
= W [9e™(1 —e™™) —2(3e” —2)e "] =
= YA =B i_x)m [9¢” —9—6+4e "] =
= S _e:m)g)/?) 9627 — 15¢% + 4]

dom () = R\ {0}
Come gia visto, il segno di 1 —e™7 & positivo per x positivo, negativo per z negativo.
Rimane quindi da studiare il termine tra parentesi quadre. Chiamando y la quantita
e” si ha che
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quindi
<0 perz e (—o0,log3) U (0,logz),
f'@){ =0 pera=logfor=log}.
>0 perzx€ (log%ﬂ) U (IOg%7+OO) :

Il grafico ¢ il seguente (x1 = log %, x9 = log %)
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Per concludere, I'equazione f(x) = A ha esattamente

2
una soluzione per A >0 e per A = 355
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3. Dapprima integriamo 1’equazione separando le variabili:
2yy’ = xlogw

da cui

2 2 2 2
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Y (m)—/xlogajdaz— 5 log x 5 xdm—i—c- 5 log x 1 +c

da cui si hanno le due possibilita

\/10g1:+c o} \/logaz+c.

In entrambi i casi si ha

nel secondo




4. Lo sviluppo di Taylor del coseno iperbolico al quarto ordine in 0 e

1, 1 2 3 ¢ 2 3 ¢ A
COSht:§(€ +e )—2<1+t+2+6+4'+1—t+2—6+4'+0(t)
2t 4
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per cui
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cosh ax = 1+a2%+a4i' + o(z?).

Sviluppando I’altro addendo del denominatore si ha:

1 —coszx=1-— <1—$22+Zl+0(334)> Zf—ﬁ+0($4)7
A E REARC St Y
:1+$22—Z“j+ (x4)+;<l:+0(x6)> =

_1+x22+.£+0(x4)

Per cui
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Il limite & quindi

+oo sef€(0,2) e 1-a?>0
—o00 sefe(0,2) e l-a?<0

se a# 1
1_2a2 se =2
0 se 8> 2
e
+oo se p € (0,4)
sea=1 ﬁ:24 se f =4
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0 se 8 > 4.



