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Si svolgano i seguenti esercizi facendo attenzione a giustificare le risposte.

Delle affermazioni non motivate e giustificate non si terra conto nella valutazione.
Non e consentito 'uso di alcun dispositivo elettronico, di appunti o di libri.

Data l’espressione

fla) =z e

(a) sene trovi il dominio (massimale) estendendo eventualmente, se e ove possibile,
il dominio della funzione. Dopodiché si dica dove la funzione (eventualmente
estesa) € continua e dove non lo ¢&;

(b) si dica se ammette asintoti all’infinito (sia a 400 che a —o0) ed eventualmente
li si trovi.

2. Date le funzioni

222 —2(z+2?)

f(x) =cos2x — e~ e g(z) =cos2z —e
(a) se ne scriva lo sviluppo di Taylor fino al quarto ordine in 0;

(b) si determini per quali valori del parametro « > 0 il seguente integrale improprio

& convergente:
/1 f(z) d — /1 cos 2z — e 2% I
o x%log(l+ x) o x*log(l+ z)

Si trovino le soluzioni dei problemi di Cauchy



Soluzioni

1. La funzione ¢ definita, o puo essere definita, in R. Infatti, a priori, vanno scartati
i punti —1 ed 1 e il dominio risulta essere R\ {—1,1}. Si osservi perd che

1 1
lim zel-ll = 400, lim xel-T=l =0,
T—1— z—1t
1 1
lim xel-Tel =0, lim zel-Tel = —o0.
z——1" z——1+

Di conseguenza f : R\ {—1,1} — R puo essere estesa ad una funzione definita da
R in R come segue

1

zel-ll perze R\ {-1,1}
fx) =
0 per z € {—1,1}.

La funzione cosi definita risulta continua in tutti i punti di R\ {—1,1}, mentre nei
punti —1 e 1 & discontinua.

Per vedere se ¢’¢ un asintoto a +oo prima va valutato il limite all’infinito:

1
lim zel-ll = 400,
r—r+00

quindi ¢ possibile che f abbia un asintoto obliquo a +o0c. Ora

. T . 1
lim & = lim el-ll =1,
r—400 I T—>+00

per cui f avrd un asintoto obliquo a +o0o se limg ,4oo[f(z) — 2] esiste ed & un
numero reale. Vediamo di calcolarlo: poiché %W ¢ infinitesimo per x — 400 si ha

(considerando = > 0)

f(x)—x:x[eliw—l}:x[1+1i$+0<1ix>—1]:x[ligc—l—o(i)]:

== +:1:0<916>— v ols)

1—2 1—z 1
X

e passando al limite si ottiene

lim [f(z) —x] =—1.

T—r+400

Per cui f ammette un asintoto obliquo a +oco e tale asintoto ¢
r(x) =z —1.

In maniera analoga si ottiene che f ammette un asintoto obliquo a —oo e tale asintoto

N

e
s(z) =z +1.



2. (a) - Cominciamo da f. Si ha

o) | (20)"

2
cos2x =1— +o(z) =1-22% + §x4 + o(z),

2 4!
-9 2\2
R 23: b oty = 1- 222 + 204 4 oa)

da cui
flz)=1-22+ §x4 + o(zt) — (1 — 222y 22t + 0(x4)) =
= 1—2x2—|—§m4—1+2x2—2x4+0(x4) =
= — %afl + 0(3:4).

Per quanto riguarda la g e sufficiente calcolare il seguente sviluppo:

— 2))2 _ 2))3
) 1 gy gty (2T (e k)

—2(z + 2?))4
+ (2(:,)) +o((=2(z + 22)Y) =
=1-2z—22%+ g(xQ +22°% 4 2%) — %(x?’ +3z* + o(x*)) + ;(1‘4 +o(z*)) + o(z*) =

4 2
:1—2x+4x3+2x4—§x3—4x4+§x4+0(aﬁ4):

4
:1—2x+§x3—§m4+0(:ﬂ4),

2 8 4
g(z) = cos2x — e 2eta?) 1 942 4 §x4 - <1 — 2z + §x3 - §x4 + 0(3:4)> =

8
= 21 — 22% — 33:3 + 22 + o(z?)

(b) - L’intervallo di integrazione ¢ finito e I'unico punto di [0, 1] nel quale la funzione
ha un asintoto verticale & 0 poiché

1

lim ————— = .
o0 2@ log(1 + x) oo

Quindi 0 & 'unico punto dove andare a controllare il comportamento della funzione

integranda. II denominatore ¢ asintotico a 1 infatti sviluppando in 0 la funzione
x — log(1l + z) si ha

z*log(l +z) = 2*(z + o(z)) = 2*T + o(z*t?),



oppure applicando uno dei limiti notevoli si ha

x*log(1 + x)

. log(1+x)
ol = lim ————=

z—0t x

lim

=1 per ogni o > 0.
z—0t+

Il numeratore, dal punto (a), & asintotico a x* poiché

fz) = —§m + 0(m4).

Di conseguenza la funzione integranda ¢ asintotica in 0 a

xt 1

potl - =3’

per cui 'integrale converge se e solo se a« — 3 < 1, cioe a < 4.

3. Cominciamo con il risolvere I’equazione

u’+1u— 1
t 24245

Chiamando a(t) la funzione 1/t e A una sua primitiva si ha
A(t) = log [t].

Una generica soluzione u sara allora

_ A | 1 /Itl
u(t) = e [/t2+2t+5dt+c} il Prass e (1)

Per ¢t > 0 si ha:

t B t 1 1
2242t4+5 (t+1)2+4 (t+1)2+4 (t+1)24+4°

Integriamo il termine di questa uguaglianza integrando i due addendi nel membro
di destra. Una primitiva del primo sara

t+1 1

Per il secondo addendo scriviamo

/ L= / S—
(t+1)2+4 " 4 (%)2+1 '
Ponendo y := % si ottiene

1/ S D
— | ——dy = -arc
2] 21T MY



da cui

¢ 1 ) t+1

Una generica soluzione u per ¢t > 0 allora sara

ul(t) = 2% [log ((t+1)* +4) — arctg <t+21>] + % .

Imponendo la condizione iniziale si ottiene il valore di c:

! 10g8 T cond. in. 10g8
u(l):i(logS—arctgl)—i-c: s —gte= -
da cui
T
c= —.
8
La soluzione ¢ data da
1 t+1 1
u(t) 2t[0g((t+ )* + ) arctg( 5 >]+8t

Per t <0, da , si ha che una generica soluzione u €

1 |t]
) JE S L E— VI -
ult) = Ut2+2t+5 +C]

_ ! —/t dt +c _! /t dt —c
ot 24+2t+5 ot t24+2t4+5

che, data la compensazione dei segni e visto che c € una costante generica, sostanzial-
mente ¢ la stessa espressione di prima. Otterremo quindi

u(t) = 2% [log ((t+1)%+4) — arctg (”;ﬂ - %

da cui
log 4

2

1
u(—l):—ilog4+c: == c =log4.

La soluzione ¢ data da

u(t) = % {log((t—i-l)Q—i—él) — arctg (tzlﬂ - 1°f4.




