Soluzione della traccia A del compito del 17.2.2012

1. La funzione f e chiaramente sempre positiva e si riduce a

—senx (1 —senx) sex € |—m,0),
f()_{¢ (T —sna) sex € [-m,0)

Vsenz (1 —senx) sex € [0,7],

dal momento che 1 —senz > 0 per ogni x.

La derivata non esiste (o pud non esistere) quando I'argomento della
radice quadrata si annulla, per cui se senx = 0 oppure se 1 —senz = 0,
cioe, per valori interni al dominio, per z =0 e x = 7/2.

Derivando la funzione f per x > 0 si ottiene (si noti che i punti scartati
precedentemente annullano il denominatore)

cosx(2senx — 1) U
f(z) = 2\/_S(eilx(21 = se;m:) € (=m,0). .
2o sy o0 € Om/DUE/2m).

La derivata si annulla allora se la quantita cos z(1 — 2sen ) si annulla.

cosr =0 oppure

cosz(l —2senz) =0 se e solo se on 1 —

N[

Poiché = € [—m, 7] le uniche soluzioni sono * = —7/2,2 = /2, che
annullano il coseno, 7/6 e 57 /6 in cui sen z assume il valore 1/2. Il punto
/2 va in realta scartato, almeno a priori e per il momento, perché in tal
punto il denominatore in (1) si annulla per cui f’ in tal punto potrebbe
non essere definita.

Studiando il segno di f’ si ha:

.

>0 in (—m,—7/2)
=0 in —7/2

<0 in (—7/2,0)
>0 in (0,7/6)
f'(z) =0 in7/6

<0 in (7/6,7/2)
>0 in (7/2,57/6)
—0 in57/6

<0 1in (b7 /6, )

\



Facendo i limiti agli estremi del dominio di f (che & (—m,0) U (0,7/2) U
(w/2,7)) si ottiene

lim f'(z) = +o0

z——7t
lim f'(z) = —c0
z—0~
li "(z) =
g ) = oo
lim f'(x) = —o0
T—T
V2
lim  f(z) = — X2
m—>17512* f (37) 2
V2
li "(z) = —
A S0 =5
lim f'(z) = —o0
T—T
Infatti
1-2
lim f'(z) = lim cos z( sen ) _
z—m /2T e—m/2* 24 /senz (1 — senx)
) 1—2senzx cos T
= lim .
eom/2t 2y/senx /1 —senx
I1 limite
I 1—2senx 1
im —— = —=
z—m/2t  24/senx 2
mentre

COS T V1 —sen?z
lim —— = lim ————— = lim \/1+senx:\/§.
e—r/2t \/1 —senx  z—=m/2t /1 —senxz  zow/2F

In conlusione il punto 7/2 & uno spigolo. Il grafico di f e il seguente
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2. La funzione x — (cos /x)? puo essere sviluppata in 0 come segue

(cos v/7)? = (1 - g + 0(:63/2))2 =1- 1+ o0(z*?) 2)

per cui il limite in (a) diventa semplicemente (il numeratore ¢ un in-
finitesimo di ordine superiore a 3/2, il denominatore un infinitesimo di
ordine 1)
3/2
o(x
lim 2 g,
=0t (1 + x + 22)

Sviluppando ulteriormente in (2) si ottiene

r 2P 2 2 2P
(cosﬁ)2:<1—§+z+o(x5/2)> :1—x+z+ﬁ+o(x5/2):

22
:1—x+§—|—0(x5/2)

per cui il limite in (b) & in realta

5/2
poiché lim 2 )

_>0+W =0e |Sel’l$_1| < 1.
x



. La quantita /1 + % — 1 ¢ asintotica a n™*, precisamente

Y1+ 5—1

. 1

lim -4 =

n—-+oo == 4
n

oppure sviluppando al prim’ordine in x = 0 la funzione
1/4 1
(1+x) :1+ZZB+O(IE)

si ottiene

Joo4 ot (0 Lo (1
— —l=-—40|l—|=—+4+0—) .
nt 4 nt nt nt nt

La quantita v/n2 + 1 per n — +00 ¢ asintotica a n per cui

/ 4
(4 1+—4—1>n2 n2+1
n

¢ asintotica a 1/n. Per cui la serie diverge.

Il punto (b) si svolge sempre sviluppando la funzione (1 + x)* al sec-
ondo ordine nel punto x = 0:

-1
(1+x)“:1+ax+M

2 2
5 z° + o(x?).

Per cui

(1+%>B=1+B—O‘+5(5_—1)O‘2+o(i

n n? n2)
By . af  ala—1)p 1
(1+-) —1+7+T+0(ﬁ)

e infine sottraendo una all’altra si ha

(1 + 9)5 - (1 + g)a = (B(8 - 1)a? + a(a — 1)) % Yo (%) .

n

La serie converge quindi per ogni valore di a e 3.



4. 11 primo integrale si svolge facendo il cambio di variabile
x = cosht.
Ricordo:

cosh?t — senh?t = 1

cosht +senh t = ¢’ dacui t=log(cosht+ senh t).

Allora le quantita che ci interessano diventano

2? — 1 =senh?’t, dr=senhtdt, t=Ilog(z+Va2—1).

Allora
2 log(2++/3) log(2++/3)
1 & senh ¢
= dr= dt = dt = log(2 3
/1 vaz—1 v /0 senh ¢ /0 0g(2 + \/_>
oppure

senh ¢

dz diventa / dt = / dt =t + cost

senh ¢

1
/ V2 -1
e ritornando alla variabile z si ha

/ﬁdm:log(x—l—\/x?— +ea  (a€eR) (3)

e infine

/ \/7 dr = log(r + \/1:27)‘ = log(2 + V/3).

Il secondo integrale e

dr +

[ =
——dr =
1 IE2—1

2 1 T
+ | ———dr == +log(2+V3).
/1 = 5 g( )

2 1 ! 1
/0 \/‘%2—1| 0 \/1—:E2

= arcsen xr

Venendo al punto (c) si ha:

T = arcsenx + cy

=t

i
1

r=log(x + Va2 —1)+¢

[ =



dove ¢y, co sono generiche costanti. Per cui una funzione continua che
soddisfa le richieste dovra essere tale che

arcsen + ¢ = log(x + va?2 —1)+¢; perz=1

cioe -
arcsenl +co =logl+¢; cioe —+co=c;.

Prendendo, ad esempio, ma le scelte sono infinite, c; = 0 si ha ¢; = 7 e
quindi una possibile scelta e la funzione

[ arcsenz z e (0,1)
f(@) = { log(z + Va2 —1)+ 3 z¢€(1,2). (4)

Si veda il grafico qui di seguito.



Soluzione della traccia B del compito del 17.2.2012

. E molto simile a quello della traccia A. Il grafico e lo stesso traslato di
3m/2.

. Utilizzando lo sviluppo e’ = 1+t + t?/2 + o(t?) sviluppiamo la funzione
e?V® — 2e~V7 S ha

VT 4 2e7VE = (14 2yx + 2z + o(z)) + 2(1 — Vo +x/2 4+ o(z)) =
=343z +o(z).
Di conseguenza il limite al punto (a) &

o)

lim =0

o0t \/z(1 + /x + 23/2)

Utilizzando lo sviluppo e’ =1+t + t2/2 + ¢3/3! + o(t?) otteniamo

VT 4 2eVE = (14 2v/z + 22 + 82°/%/3! 4 o(2%/?))+
+2(1 —vr +x/2—2%?/31 + 0(z)) =
=3+ 3z + 2% + o(23/?)

Per cui
. 3+3Z’+%x3/2—€2‘/§—26_ﬁ_ 1
xi{(I)l‘*' .173/2 N 8
e
. 34 3w+ Lad/? — e2VF — 2e7 V7 1
i, = wn

non esiste.



3. La quantita v/n? + 1 & asintotica a n, la quantita log (1 + %) ¢ asintotica
n?log (1 + %)

n

vn?+1

¢ asintotica a n~2 e quindi la serie al punto

an~? per cui

(a) converge.

Per quanto riguarda il punto (b) si osservi che, utilizzando lo sviluppo
log(1+1t) =t —t?/2+ o(t?)

log ((1 + %>ﬂ> — log ((H g)a) = Blog (1 + %) —alog (1 + §>a _

:ﬁg_ﬁa_Q_aé+aﬁ_2+0(i>:M+o(l>
n n

n? n?

per cui la serie ¢ asintotica a 1/n? se a3?—Ba? # 0, altrimenti ¢ asintotica
a 1/n3. In ogni caso converge per ogni valore di a e 3.

4. B uguale a quello della traccia A.



