Soluzione della traccia A del compito del 17.2.2012

1. La funzione f & chiaramente sempre positiva e si riduce a

B v/ —senz (1 —senz) sew € [—x,0),
flz) = { Vsenz (1L —senz) sex € (0,7,

dal momento che I —senz = 0 per ogni x.

La derivata non esiste {0 pud non esistere) quando argomento della
radice quadrata si annulla, per cui se senz = 0 oppure se 1 —senzx = 0,
ciog, per valori interni al dominio, per x = 0 e z = /2.

Derivando la funzione f per x > 0 si ottiene (si noti che i punti scartati
precedentemente annullano il denominatore)

cosz{2senz — 1)
24/ —senz (1 —senz)

cosx(l — 2senx)
24/senz (1 —senz)

se x € (—x,0),

flz) = (1)

se z € (0,7/2) U (n/2,7).

La derivata si annulla allora se la quantita cos2(1 — 2senx) si annulla.

cosx =0 oppure
seng — 1.

cosz(l —2senzx) =0 se e solo se

Poiché x € [—m,%| le uniche soluzioni sono » = —7/2,2 = «/2, che
anmillano il coseno, 7/6 e 57 /6 in cui sen z assume il valore 1/2. Tl punto
7/2 va in realtd scartato, almeno a priori e per il momento, perché in tal
punto il denominatore in (1) si annulla per cui f' in tal punto potrebbe
non essere definita.

Studiando il segno di f’ si ha:

(>0 in (-7, —7/2)
=0 in —mw/2
<0 in (—x/2,0)
>0 in (0,7/6)
flx)< =0 inn/6
<0 in (x/6,7/2)
>0 in (x/2,57/6)
=0 inb5n/6 i
<0 in{57/6,m)

AN




Facendo i limiti agli estremi del dominio di f’ (che & (—x,0) U (0, 7/2) U
(x/2,7)) si ottiene

lm f'(z) =+
z—-xt
lim f{z)= —co
z—0~
Ii () =
S, Fla) =0
lim f'(z)=—c0
T—=T
V2
li (2) = ——
i f(z) 5
V2
. ] _ V=
lim f'{z) = —o0
E—TT
Infatti
-2
Clim fle)= lim cosz(l —2senz)
Ty /2t z—wj2t 2. /seng (1 — sen )
- lm 1—2genx cos T
T zom/at 24/senw T—senz
I limite
lim 1—-2senz 1
zomj2t 24/senz 2
menire

COS T V1 —sen?y '
Im —mee——— = lim ~———— = — lim +/1+senz=+2.
g /2t \/}._—Sm z—=w/2t /1 —senx z—w/2t

In conlusione il punto 7/2 & uno spigolo. Il grafico di f & il seguente
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2. La funzione x +> (cos /)% pud essere sviluppata in 0 come segue

(cos /)" = (1 - g + o(x3/2)>2 =1— 4 o{z*%) (2)

per cui il limite in (a) diventa semplicemente (il numeratore & un in-
finitesimo di ordine superiore a 3/2, il denominatore un infinitesimo di
ordine 1)
ofx®?)
im —————t—— =
o0t {1+ + 27

Sviluppando ulteriormente in (2) si ottiene

r oz ) 2 2P /
2_f{4_%_ T 52y 1 e T 5/2y
(cos /) —<1 2+4!+o(m )) 1 m-{—4+12+o(:c )
a’ 5/2
=l—$+§—1—o(:c )
per cui il limite in (b} & in realtd
_o(z®®) 1
Jig A sn =0

poiché lim O(m5/2)

lim — = = De|senz™l| < 1.
€T




. La quantitd /1 2 — 1 & asintotica a n™*, precisamente

Ylrm—1 1
i LT

Ry 00 -114- - 4
kO

oppure sviluppando al prim’ordine in x = 0 la funzione

1
(1+a)/t =1+ 7o+ o(z)

J o4 14 1\ 1 1
1+;Lq*1_—gﬁz+0 i —-'T"L-Z—FO o)

La quantitd v/n2 + 1 per n -» +oc & asintotica a n per cui

({‘/1 + % - 1) n*vn2 +1
2

& asintotica a 1/n. Per cui la serie diverge.

si ottiene

1l punto (b) si svolge sempre sviluppando la funzione {1 - z)* al sec-
ondo ordine nel punto & = 0:

(a—1)

(1+:r:)"‘=1+a$+a 5 z* +o(z?).

Per cui

(1+9)6=1+@'+M+o(%)
7 i

n n2
@ — 152 1
(1+—‘B—) =1+9£+m—2-)~é—+o(—2)
o) 1 17 T
e infine sottraendo una all’altra si ha
a\ s A a2 ey b 1
(1+-7-1-) _(1+E) = {B(8 — 1o’ + ofa 1)6%) n2+0(’n2> .

La serie converge quindi per ogni valore di o e 8.




4. 1l primo integrale si svolge facendo il cambio di variabile
x = cosht.
Ricordo:

cosh®¢ —senh®# =1
cosht +senh = ¢ dacui % =log(cosht +senh t).

Allora le quantitd che ci interessano diventano
2% — 1 =senh®t, dr=senhtdt, t=log(z+ va?—1).
Allora,

log(2+/3) log(2++/2)
d:z,‘:/ Senhtdt:/ dt = log(2 + V/3)
0 0

2
= 1
/1 Vet —1 senh ¢

oppure

nh
/\/_Ql._ldm diventa /zznhidtx/dtzt—!-cost
2

e ritornando alla variabile x si ha

/ \/;1‘1“1 do=loglz + VP —D+en (e €R) (3)

e infine

f_ﬁdm:bg(“m)lf = log(2+ V3)..

1l secondo integrale &

2 1 1 1 ) 2 1
—-~—d:cxf --—dx+/ ST P
/U ix?—1] o V1—1z2 . V2 —1 o

1 2 1
Aarcsenmto-l—/l‘ mg_ld;c:g—i—log(Q-k\/?_)).

Venendo al punto (c) si ha:

do = arcsenz + ¢

. o=

1
/\/O_l.dmzlog($+v:czwl)+cz
xre —




dove ¢, sono generiche costanti. Per cui una funzione continua che
soddisfa le richieste dovra essere tale che

arcsenz + ¢ = loglz + Va2 — 1)+ perz=1

ciod -
arcsenl + e —=logl+c  ciod ~2-+(32=(;1_

Prendendo, ad esempio, ma le scelte sono infinite, ¢y =0siha ¢ = e
quindi una possibile scelta ¢ la funzione

. f arcseny z € (0,
flw) = loglx +va2—1)+Z z<(1

Si veda il grafico qui di seguito.
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Soluzione della traccia B del compito del 17.2.2012

1. B molto simile a quello della traccia A. Il grafico & lo stesso traslato di
3n/2.

2. Utilizzando lo sviluppo ef = 1 +# +2/2 + o(¢?) sviluppiamo la fanzione
V% — 2677, Si ha

e 420V = (1+2\/§—F2x+o(m))+2(1—\/5+w/2+o(:c))m
=3+3z+o(x). '

Di conseguenza il limite al punio (a) &

lim olz) =0
wstt /T(1 + /T +a%2)

Utilizzando lo sviluppo ef =1 + ¢ +2/2 4+ ¢3/3! + o(#*) otteniamo

eVF 4 267VF = (1 + 24/ + 2z 4 82> /3! + o(x®%))+
+2(1 =T +2/2 —2¥%/31 + o(z)) =
=3+ 3z + 2% + 0(z*?).

Per cui
3+3z+ g:ce'/g — eT _ 2V 1
m—}%]:F $3-/2 o 6
e
U 3+3$+%$3/2“€2‘5—26_ﬁ 1
v st z3/2 Sen

non esiste.




3. La quantitd v/nZ + 1 ¢ asintotica a n, la quantith log (1 + %) & asintotica
n?log (1 + %) '

Vo

an~* per cui & asintotica a n™2 e quindi la serie al punto

(a} converge.

Per quanto riguarda il punto (b) si osservi che, utilizzando lo sviluppo
log(l + 1) =t — /2 + o(t?)

log ((1 + %)ﬁ) — log ((1 + é)j = flog (1 +g) — alog (1 + g)a =

~B——,6—2—a +a5—2+o< 2)¥~M+0< )
" 72

n?

per cui la serie & asintotica a 1/n2 se 82 —Fo? # 0, altrimenti & asintotica
a 1/n3. In ogni caso converge per ogni valore di v e f.

4. B uguale a quello della traccia A.




