Capitolo 6

Integrali

ULTIMO AGGIORNAMENTO: 18 FEBBRAIO 2017

ESERCIZIO 6.1 - Integrare la funzione f(z,y) = y(2? + senz) + € sull’in-
sieme @ = (0,7) x (0, 3).

ESERCIZIO 6.2 - Calcolare / (2% +y)dzdy dove E = {(z,9) e R? | 0 < y <
E
2, 0< <2

EsERrcIz10 6.3 - Calcolare 'integrale
/ (2% — 3y?) sen (zy)dzdy
E

dove E = {(z,y) €R* |z > -3,y <3,y > x}.
EsERrci1zIO 6.4 - Calcolare / QL

. +deacdy dove E = {(z,y) € R* | 1 <
E

r<2,2%/2<y < 2%}

ESERcIZIO 6.5 - Calcolare / zdrdy dove E = {(z,y) € R? | 22 + ¢y* <
E
4,22 +y2>1,0<y <1,z >0}

EsERrcizio 6.6 - Calcolare 'integrale

/ 23y dady
E
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dove E = F1 U FEy con

Ei = {(zy) eR*| —1<z <1, -1<y<a?}
Ey = {(x,y) eR* |z >1,2°+y* — 22 <0}
xy?
EsErcizio 6.7 - Calcolare / mdmdy dove E = {(z,y) € R? | y >
ETTTY
z,1 <2t +y2 <2}
t
EsERCIZIO 6.8 - Calcolare / g(a::—y)dl:dy dove E = {(z,y) € R? | 0 <
E TTY

z+y<1l,z,y >0}

ESERcCIZIO 6.9 - Calcolare / (z +y)drdy dove E = {(z,y) e R? |0 <z <
E
y<22z,l<zy<2}.

ESERcIZIO 6.10 - Calcolare/
E
R?|1<2?—y?<2,1<ay<3}.

1 1
2,2 _
(" 4y )<y2 — xQ)dxdy dove E = {(z,y) €

EsErcizio 6.11 - Calcolare / 2 (y — x3)6y+“3d:vdy dove E = {(z,y) €
E
R? |23 <y <3,z >1}

3
ESERCIZIO 6.12 - Calcolare / ——dxdy dove E = {(z,y) € R? | y >
E

222
1)z, <y <4z},

ESERCIZIO 6.13 - Determinare per quali valori del parametro reale a €
R risulta integrabile la funzione f(z,y) = (22 +y?) % su E = {(z,y) €
R? | 22 + 9% < 1}.

sen T

o
EsERCIZIO 6.14 - Calcolare / dx (Suggerimento; considerare la fun-
0

zione f(z,y) = senxe ¥ e integrarla sull’insieme [0, +00) X [0, +00)).

ESERCIZIO 6.15 - Calcolare 'area della regione S interna ad entrambe le
due curve chiuse date in forma implicita

2?4y —2=0
p? =2cos29, o€ [-m/4,7/4].
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ESERCIZIO 6.16 - Trovare il volume del tetraedro T di vertici (0, 0,0), (1,0, 0),
(07 1? O)’ (07 O’ 1)'

ESERCIZIO 6.17 - Determinare il volume dell’intersezione dei due cilindri
Cr={(r,02) ER® [P 442 <1}, Co={(r,4.2) € RY |2 422 < 1}.

ESERCIZIO 6.18 - Determinare il volume del toro di raggio R ottenuto
ruotando una circonferenza di raggio r.

ESERCIZIO 6.19 - Determinare il volume del solido
E={(z,y,2) e R® [ 9(1 — Va2 + 22)* + 4 < 1}.
EsERcIZIO 6.20 - Calcolare il volume del solido

E={(z,y,2) eR3 | 2>+ < 1,22 +9° —2<2<4—z—y}.

EsErcizio 6.21 - Calcolare / e dx (suggerimento: calcolare in R? I'in-
R

tegrale di " ~v*).

ESERCIZIO 6.22 - Determinare 'area dell’ellisse racchiusa dalla curva ﬁ—; +

2
v,

ESERCIZIO 6.23 - Determinare il volume della regione interna sia alla su-
perficie
22 4+ y? 4 2% = 4a®
che alla superficie cilindrica
2?4 (y—a)? =ad?.

Esercizio 6.24 - Nell’integrale

/ 11 dx /Tf F(z, y)dy

si scambi l'ordine di integrazione, cioe si lasci libera la variabile y e si scriva
z in dipendanza da y.

ESERCIZIO 6.25 - Calcolare il volume della porzione di cono («a > 0)

{(967%2) eR’ | a(@®+¢°) <2%0< 2 < h}
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$2

P dxdydz dove

ESERCIZIO 6.26 - Si calcoli I'integrale ///
S
S = {(m,y,z) eR3 |22+ P+ 22 < 2,02 — 2+ 22 <O,y>0} .

ESERCIZ10 6.27 - Calcolare, se esiste, I'integrale // f(z,y)dxdy dove
E

T

., E={zyeR?|lz<y<2z,0<z+y<2}.
prpra {(z,y) lz <y y <2}

f(z,y) = sen

ESERCIZIO 6.28 - Calcolare il seguente integrale

/// sen (z + y + z) dedydz
E

dove E = {(z,y,2) e R3 |22 +y* + 22 < 1}.

ESERCIZIO 6.29 - Calcolare il seguente integrale

z+y
/// e V2 dxdydz
E

2 .2 2
E:{(x,y,z)eRS:w—i—Zél}.

dove
a? b2
Integrali di superficie
EsERrcizio 6.30 - Calcolare ’area della superficie della sfera
{(:E,y,z) e R? ) i T :r2} )
EsERc1ZIO 6.31 - Calcolare 'area della superficie
S = {(x,y,z) eR3 ‘ 22+ < 1,x2+y2—z:0} .
ESERCIZIO 6.32 - Calcolare il seguente integrale di superficie

z—i—y2
1+ 4(2% +y?)

dove

Y={(z,y,2) eR* | z =2 —y? 2% +y? > 1,27 + 4 < 4}.
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EsERCIZ10 6.33 - Calcolare il seguente integrale di superficie
/ N
w4z + 1
dove X & la superficie

Y={(r,y,2) eR?} |z =0+ 9?2 +y> —y <0,y > 1/2,2 > 0}.

Flussi
EsERcIZ10 6.34 - Calcolare ’area del cerchio di raggio r > 0.
EsERCIZIO 6.35 - Calcolare il flusso del campo

F(z,y,2) = (z%¢ ™%, 3xz,32% %)

attraverso la superficie S = {(r,y,2) € R3|2? + ¢y + 22 = 16,z > 0}
orientata orientata con la normale che ha terza componente positiva.

ESERCIZIO 6.36 - Calcolare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,2) = (a%,y,2)
uscente dal tetraedro T' = {(z,y,2) € R3 | 2,9,2 >0, v +y + 2z < 1}.

ESERCI1ZIO 6.37 - Calcolare il flusso del campo

1
F(z,y,2) = T,y, 2
(2 4+ y2 + 22)3/2 ( )

uscente da una qualsiasi superficie chiusa contenente all’interno l'origine
(Legge di Gauss).

EsERcIZ10 6.38 - Calcolare il flusso del campo
F(IE,y,Z) = ($+yaz_ya$3y)

attraverso la superficie ¥ = {(2,9,2) € R3 | z = 22 + 2, 2% + ¢y? < 4}
orientata con la normale che ha la terza componente negativa.
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Soluzioni

Soluzione 6.1 - Essendo il dominio un rettangolo si puo scrivere

/Qf(:c,y)dxdy:/ /facydy daz—/ /fxydac

e integrare indifferentemente prima rispetto ad una variabile e poi rispetto
all’altra. Scegliamo di integrare prima rispetto alla variabile y:

T 3
/ f(z,y)dedy = / (/ [y(z? + senx) —i—eﬂdy)dm
Q 0 o
2 3
_ y'a? 9y
= /0 ( 5 + 5 senx + ye )’Od:n

= / (922—i-gsenaf+3e )dm
0

(9:6 9cos +3 )ﬂ

= (— —= T e

6 2 0
973 9 9

= ?4‘5—54‘36 —3.

Soluzione 6.2 - L’insieme F ¢ quello rappresentato in Figura 6.1. Sce-

Figura 6.1:

gliendo x come variabile libera si puo scrivere l'integrale

/02 dx(/OxQ(J:Q + y)dy)
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che diventa )

2 e 2
= 3 48
/ dx<x2y+y*>‘y ’ :/ atdr = —.
0 2 y=0 0 2 9

Scegliendo y come variabile libera I'integrale diventa (svolgerlo per esercizio)
4 2
/ dy(/ (z* +y)d:r) .
0 VY

Soluzione 6.3 - Il dominio di integrazione &€ normale rispetto ad entrambe
le variabili; scrivendo

/E(g;2 — 3y%) sen (zy)dxdy = /

z%sen (zy)dzdy — 3 / y? sen (zy)dzdy
E E

conviene tenere nel primo integrale come variabile libera la x, mentre nel
secondo conviene tenere come variabile libera la y; quindi

3 3
/ (2% — 3y%) sen (xy)dedy = / ? / sen (xy)dydz +
E -3 T

3 y
- / y2/ sen (xy)dxdy
-3 J-3
3

= / (z cos x? — x cos 3x)dx +
-3

3
—3/ (y cos 3y — ycosy?)dy = 0,
-3

in quanto integrali di funzioni dispari su intervalli simmetrici rispetto all’o-
rigine.

Soluzione 6.4 - Scegliendo z come variabile libera, I'integrale diventa

2 z?
T x
———dxdy = ——=dy | d
/E:v2+y2 b /1 </I2/2962+y2 y) )
2
= / (arctg x — arctgxz/2) dx
1

{( ¢ tgz/2) +1 <x2+4 :
= |z (arctgx — arctgx og | —
\/.’E2—|—1 1

= 2arctg?2 5 + tl—i-l 8\/5
= 2arctg AT Tarctg s +log 4/
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Soluzione 6.5 - Se scegliamo x come variabile libera dobbiamo spezza-
re in tre l'integrale (in tre insiemi come indicato in Figura 6.2). Conviene

/]
NI

Figura 6.2:

quindi scegliere y come variabile libera:

1 \ 4—y2
f(z,y)dxdy = / (/ a:d:z:)dy
/E 0 V1-y?
1
1

= (4 - —y))dy==.
/0 sA—y = (1=y7))dy = 3
Soluzione 6.6 - Notiamo anzitutto che la funzione integranda e dispari

rispetto ad entrambe le variabile, inoltre il dominio F & simmetrico rispetto
all’asse y mentre Fo € simmetrico rispetto all’asse z, quindi

/a:3y5da:dy:/ a;3y5dxdy+/ 3ySdzdy = 0.
E EL Es

Soluzione 6.7 - L’insieme di integrazione non ¢ normale rispetto a nessuna
delle due variabili; notiamo pero che se passiamo alle coordinate polari, esso
diventa, nelle variabili ¢ e ¥, il rettangolo [1,v/2] x [r/4, 57 /4]. Otteniamo
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quindi che

2 ] 2 219
/ Y _dedy = / geonte 2 Y odody
ET"+Y [1,V/2]x /4,57 /4] 0
V2 pbr/4
= / 0? cos ¥ sen 29dddp
1 w/4
_ Vviea
T
Soluzione 6.8 - Notiamo che il dominio di integrazione ¢ normale ri-

spetto ad entrambe le variabili, pero la funzione integranda tgt/t non am-
mette primitiva; proviamo quindi ad effettuare. Cerchiamo un cambio di
variabili tale che la matrice del cambiamento di coordinate abbia deter-
minante 1; un possibile cambio di variabili di questo tipo si puo ottene-
re ponendo u = x +y, v = x. Nelle variabili (u,v) l'insieme E diventa
{(u,v) €ER? |0 <u<1,0<wv<u},equindi

t 1 U ¢ 1
/ dedy — / ( gudv) du :/ tgudu
E TH+Yy 0o \Jo U 0

= —logcosl.

Soluzione 6.9 - L’insieme E & quello in Figura 6.3. Si puo svolgere il

Figura 6.3:

calcolo in coordianate cartesiane, ma ¢ piu semplice effettuare il cambio di
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coordinate
u=2xy, v =

ZL':\/E, Y =\Vuv.
v

Lo jacobiano di tale trasformazione e dato da 1/2v per cui si ottiene

/jdv/jdu(\/ﬁ—l- \/3)210

che svolto da il risultato.

Yy
T

da cul si ricava che

Soluzione 6.10 - Ponendo u = xy e v = x> — y? si ottiene che
Uy =Y, Uy = T,V = 20,0y = =2y

per cui lo jacobiano della matrice (inversa) del cambiamento di variabili &
222 + 2y? (ciot il cambio dalla coppia (u,v) alla coppia (z,y)). Di conse-

guenza, poiché (z? —i—y2)(y% —5) = (2? +y2)(m;_y%2 ), integrale scritto nulle
nuove variabili diventa
3 2
1 1
/ du dv f% =—.
1 1 2u 2
Soluzione 6.11 - Se effettuiamo la sostituzione u = y — 23, v = y +

23, notiamo che la funzione F(z,y) = (y — 2%,y + 2®) ¢ una applicazione

differenziabile con
3%2 ]. 2
det<_3$2 1)’—&%,

e quindi eccettuato i punti in cui z = 0, la funzione F' ¢ un diffeomorfismo.
Notiamo che sull’insieme E, mostrato in figura,

|det DF (2, y)| =

1y
Yy ”l,’
31 I
'
’
/, !
2 b-
4
2
r- '
11
_el
[ ’
’
// ! $
:
2
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si ha x > 1, e quindi possiamo applicare la formula di cambiamento di varia-
bili, tenendo presente che nelle variabili (u,v) I'insieme E diventa {(u,v) €
R?2|0<u<2,u+2<v<u+6} Infigura le curve tratteggiate sono
alcune curve del tipo

3
y—ax°=c, ceR.

Si ha quindi che y — 3 varia tra 0, facilmente ricavabile dalle limitazioni
date per definire F, e un valore che si ricava in corrispondenza del punto
(1, 3), il vertice in alto a sinistra in figura. In corrispondenzaax =1ley =3
3 assume il valore 2, per cui

la quantita y — x
0<u<?2.
Scrivendo y 4 x® come y — x° + 223 e poiché

2° variatra le3

si ha che
v variatra u+2eu+6

1
/ 22 (y — :c?’)eer‘TB dedy = g / |det DF(z,y)|(y — x3)6y+‘r3 dxdy
E E

1 2 u+6
= / </ ue”dv) du
6 0 u+2

ed +eb — et — 2
6

Soluzione 6.12 - Passando alle coordinate polari, I'insieme FE diventa
{(¥,p) € R? | 7/4 < 9 < arctgd,p > 1/v/cos¥sen?}; quindi l'integrale

diventa

3 - arctg 4 +o0 3
fE :prdedy - f7r/4 dﬂfl/\/sen ¥ cos ) p* cos? 9 sen Qﬁpdp
__ 3 rarctg4 1 4o
- 2Jn/4 sen ¥ cos ¥

3log2.

Provare anche con il cambio di variabile u = xy e v = y/z.
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Soluzione 6.13 - Passando alle coordinate polari otteniamo

/ LI —/27rd19/1pd
E($2+92)axy —Jo oﬂ%‘p
1

1
- / L,
0 p2a—1

e quindi la funzione sara integrabile per a < 1.

Soluzione 6.14 - Se integriamo la funzione f(z,y) = senze™*¥ su [0, +00) x
[0, +00) prima rispetto a y otteniamo

senx

+o0
/ [z, y)dyds = / de,
[0,400) x[0,+00) 0 x

mentre se integriamo prima rispetto a x si ottiene

[ee] “+o0o +0o0 1 T
/ / senze Ydrdy = / ——dy =3,
o Jo o l+y 2

da cui si ricava che
T gen T
dr = —.
0 X 2

Soluzione 6.15 - Riscrivendo la prima curva, che & una circonferenza
centrata in (1/2,0) e raggio 1/2, in coordinate polari, abbiamo che essa ¢
descritta dall’equazione

p=cosv, Ue€[-m/2,m/2].

Notando a questo punto che il dominio S di cui si vuole calcolare I'area &
simmetrico rispetto all’asse x (si veda la figura (6.4)), la sua area sara data
da

Area(S) = 2Area(5’),

dove S’ ¢ individuata, nelle coordinate polari, da 0 < ¥ < /4. Cerchia-
mo anzitutto ’angolo 9 per il quale le due curve si incontrano; esso sara
individuato dalla condizione

cos? ¥ = 2 cos 20,
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Figura 6.4:

che ha come soluzione

sen vy = cosYg =

sl

1
\/g?
L’area di S sara quindi data da

Area(S') = /dazdy:/ p dpdv
/ S/

Jo cos Y /4 V2 cos 29
= / dz?/ pdp+/ dz?/ pdp
0 0 ) 0

do 1 V2

137

per cui

V2

Area(S) = 5 5

Soluzione 6.16 - Il tetraedro ¢ il solido delimitato dai quattro piani x = 0,
y=0,2=0, x4+ y+ 2 =1 e rappresentato in Figura 6.5. Per calcolare il
volume di un solido S (e in generale la misura n-dimensionale di un aperto
in R™) si puo calcolare I'integrale della funzione 1 sull’insieme S. Per cui

/ dxdydz .
T

Scegliendo = come variabile libera si hanno le limitazioni 0 < x < 1. Per =
fissato ora esprimiamo gli estremi per y e z (si veda il secondo disegno in
Figura 6.5). Scegliendo y si ottiene 0 <y < 1—z einfine0 < 2 < 1 -z —y.

valutiamo
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Figura 6.5
Quindi
1 11—z l—xz—y
Vol (T) = / dw/ dy dz
0 0 0
1 1-x
= /dx/ dy(l1 —z —y)
0 0
1 y=1—x
= / de(y—zy—y /2)‘
0 y=
! — 2z +1
= / [1 2x +x —:E vt }d :1.
0 2 6

Soluzione 6.17 - Chiamando V il solido dato dall’intersezione di C; e

CQ si ha
V1—22 V1-22 16
/da:dydz—/ daz/ / dz = —.
V1i—z2 V1=22 3

Soluzione 6.18 - Il toro € una figura la cui superficie puo essere otte-
nuta ruotando una circonferenza di raggio r su una circonferenza di raggio
R ortogonale alla prima, 0 < r < R per ottenere una figura come quella
a sinistra in Figura 6.6. In generale per calcolare il volume di un solido
di rotazione, cioé un solido la cui superficie si ottiene ruotando una curva
(z, f(2)) nel piano con f > 0 (si veda la Figura 6.7), si possono usare le coor-
dinate cilindriche. Considerando f : [a,b] — R, f > 0, e il solido ottenuto
ruotando il grafico di f, descriviamo il solido con le coordinate

(p,9,2) = (pcos®, psend, z)
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Figura 6.6:

Figura 6.7:

il cui jacobiano e p. Se denotiamo con S il solido, integrando si ha

b 2r f(z) b
Vol(S) :/ dz/ dﬂ/ pdp:ﬂ'/ 2(2)dz.
a 0 0 a

Per calcolare il volume del toro consideriamo quindi le funzioni f(z) =

V2 =22 + R e g(z) = —/r2 — 22 definite tra —r e r valutando prima
Iintegrale di f2 al quale sottraiamo 'integrale di g2. Si ha quindi

7r/_r [f2%(2) — ¢*(2)]dz = 4Rn* /_T V2 —22dz.

Si noti che l'integrale da calcolare fornisce ’area del semicerchio, per cui il
volume del toro & dato da

Si noti che questa quantita e data dal prodotto dell’area del cerchio piccolo
7r2 moltiplicata per la lunghezza della circonferenza grande 27 R.
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Soluzione 6.19 - Notiamo che 'insieme dato € invariante per rotazioni at-
torno all’asse y, quindi possiamo provare a passare alle coordinate cilindriche
con asse lungo l’asse y, cioe

x = pcos
y=t
z = psen.

In queste nuove coordinate l'insieme FE risulta essere determinato da

1 1 V1 — 4t2 V1 —4t?

Otteniamo quindi che il volume di E & dato da

o 1/2 3‘”
Vol(E) = /dxdydz—/ 6119/1/2 . \/7 odp
1/2

= V1 —4t2dt =

3 —1/2

Soluzione 6.20 - L’insieme di sui si vuole calcolare il volume & costituito
dalla la regione dello spazio in cui z & compresa tra il paraboloide 22 4y — 2
e il piano 4 —x —y, mentre x e y appartengono alla palla B centrata nell’ori-
gine e di raggio 1. Siccome il paraboloide e il piano si incontrano quando x
e y appartengono alla circonferenza centrata in (—1/2,1/2) e raggio 1/13/2
(circonferenza che contiene la palla B), abbiamo che il volume puo essere
calcolato come integrale triplo della funzione f(z,y,z) = 1 sul dominio E
che & normale rispetto alla variabile z. Otteniamo quindi che

4—z—y
Vol(E / drdydz = / dazdy/ dz = / (6 —z —y— 2% —y*)dxdy
2+y2_2 B

Quest’ultimo integrale puo infine essere calcolato utilizzando le coordinate
polari, in modo da ottenere

11

21
Vol(E / dﬂ/ (6 — ocost) — psent) — 0?)pdo = — 57
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Soluzione 6.21 - La funzione f(z) = e~ non ammette un’esplicita pri-

mitiva. Per calcolare quest’integrale usiamo un trucco: passiamo attraverso
un integrale in R?. Valutiamo

/ e_“"z_dexdy .
R2

Usando le coordinate polari, il cui jacobiano ¢ p, otteniamo

5 o 2m 400 )
/ e YV dady :/ dz?/ pe Pdp=m.
R?2 0 0

D’altra parte

/ e_”2_92dxdy = /dw(/ e_xQ_dey> =
R? R R
= /Rda:(exz/Redey> =
= </ e_tzdt)2
R

. a2 o
da cui si conclude che / e dr = /7 e piu in generale
R

/ e 1P dy = (m)M2 .

Soluzione 6.22 - Uso le coordinate polari modificate che possiamo chia-
mare coordinate ellittiche

(p,¥) — (apcos?, bpsen})

che ha jacobiano abp. L’area diventa
2 1
/ dﬁ/ pabdp = wab .
0 0

Soluzione 6.23 - Sfruttando la simmetria sia rispetto al piano z,y che
rispetto al piano y, z il volume del solido risulta essere quattro volte il volu-
me del solido delimitato inoltre dalle condizioni x > 0 e z > 0.
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A questo punto usiamo le coordinate cilindriche con asse lungo 'asse z e
centrate nell’origine: il cilindro ¢ determinato dall’equazione

p?cos? ¥ + (psend — a)? = a?
che equivalentemente puo essere scritto come

p(p —2asend) =0

che ha soluzioni p = 0 e p = 2asend. Quindi le limitazioni per le variabili
Sono
0<v<7/2, 0< p<2asentd.

Infine da 2%+ y? 4 22 = 4a? si ricava 22 = 4a® — p? da cui le limitazioni sulla

z diventano
0<2z< V4da? —p2.

Quindi il volume e dato da

/2 2a sen 9 \/4a2—p?
V= 4/ dﬂ/ dp pdz
0 0 0

che fornisce, usando il fatto che per 0 < ¢ < 7/2 V1 — sen?9¥ = cosd, il

seguente risultato
16
V = 5(371' — 4)@3 .

Soluzione 6.24 - L’insieme delimitato dagli estremi —1 e 1 per la va-
riabile z e |z| e V2 — 22 per la variabile y & quello in Figura 6.8. Quindi
I'integrale diventa

/Oldy/_zf(%y)dx‘F/lﬂdy/_\/;f(x,y)dx.

Soluzione 6.25 - Uso le coordinate cilindriche

h 2 z/\/a 3
/ dz/ dﬁ/ pdp = T
0 0 0 3a

Provare alternativamente ad usare la formula per i solidi di rotazione (si
veda la soluzione dell’ESERCIZIO 6.18).
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Figura 6.8:

Soluzione 6.26 - Utilizziamo le coordinate cilindriche
xr=pcost, y=t, z=psend,

con 0 <Y <L2m,0< p<lep<t</2— p? Lintegrale diventa

o 1 /2—p? 2 052
/ dﬁ/(m/‘ QJ)%;>dh:Q¢*—$W.
0 0 0 p 3

Provare anche ad utilizzare le coordinate sferiche (opportunamente!).

Soluzione 6.27 - L’insieme E ¢ quello a sinistra in Figura 6.9. Sicura-
mente l'integrale esiste perché la funzione integranda e limitata e quindi
| [,y fdzdy| < |E|.

Un modo di risolvere questo integrale ¢ effettuare il cambio di variabile

#ls.t) = (

S st

5t 0<s<2,1<t<2.
1) y

che porta il rettangolo E in E. 1l cambio ¢ si ottiene ponendo y/x =t e

z +y = s. Lo jacobiano ¢ dato da ﬁ, per cui si perviene all’integrale

2 2
/ ds/ dt i 5 sen il
0 1 (1+t) 1+t
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Figura 6.9: a sinistra l'insieme F, a destra E

che risolto e

2 _ 2
s T |t=2 s T T 1
— fry — —_ — = — — 2 .
/0 7Tcosl_Ht)tﬂds /0 7T(cos?) cos 2>d8 W(\f \[)

Provare anche con il cambio di variabile

1 2
U(s,t) = (s —ts,ts), 0<5<2,§<t<§.
che mappa E in E come indicato in Figura 6.10.
|

Figura 6.10: a sinistra 'insieme FE, a destra E

Soluzione 6.28 - Per calcolare l'integrale dato, proviamo ad effettuare un
cambio di variabili in modo che la funzione integranda si semplifichi ed in
modo tale che la matrice del cambiamento di coordinate non dia problemi
nell’integrazione e, ancora, che nel nuovo sistema di riferimento ’'insieme su
cui si vuole integrare non si complichi. Un modo per non avere problemi con
la matrice del cambiamento di coordinate e fare in modo che tale matrice
abbia determinante pari a 1; particolari trasformazioni con tale determinan-
te sono le rotazioni, trasformazioni che hanno il vantaggio nel nostro caso
di trasformare la palla B centrata nell’origine e di raggio 1 in se stessa.
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Cerchiamo quindi una rotazione dello spazio che ad esempio mandi il piano
x4+ y + z = 0 nel piano determinato nelle nuove coordinate (u,v,w) ad
esempio da u = 0. Una tale rotazione e data ad esempio

G- sl

u 1

e - T = 0
v V2 Y
w %

Vi
V3 VG

Con tale trasformazione si ottiene che I'integrale diventa

/ sen (z 4+ y + z)drdydz = / sen (uV/'3)dudvduw.

B B

A questo punto notiamo che la funzione integranda & dispari nella variabile
u e il dominio B e simmetrico rispetto a tale variabile, e quindi si ottiene
che

/ sen (uV/3)dudvdw = 0.
B

Soluzione 6.29 - Notiamo che l'insieme di integrazione ¢ invariante per
rotazioni intorno all’asse z; seguendo la discussione del punto precedente,
cerchiamo una rotazione dello spazio in modo che il piano x +y = 0 diventi
nelle nuove coordinate (u,v,w) il piano u = 0 e consideriamo una rotazione
che lasci inalterato l'insieme di integrazione, cioeé una rotazione effettuata
attorno all’asse z. Una tale rotazione ¢ data ad esempio da

1 1

— —= 0

V2o V2
u x
v = _ L 1 0 Y
w V2 V2 z

0 0 1

L’integrale diventa quindi

/emjﬁyd:cdydz = /e“dudvdw:/ e“Audu,
E E I,
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dove A, ¢ 'area dell’ellisse

2 2 2
B 9 v a z
Eu—{(v,w)ER |7a2—u2+b727a2—u2 }

e I, = [—a,a]. In definitiva troviamo che

zty a b b
/ e \/iydacdydz = / e“wa (a2 - u2) du = 27‘(5((0, —1De*+(a+1)e®)
E

—a

Soluzione 6.30 - Parametrizzando con le coordinate sferiche la superficie
f(0,¢) = (rcosdsen g, rsendsen p,rcosp)

con 0 <9 <27, 0 < ¢ < 7. Le derivate sono

f9(¥,¢) = (—rsendsenp, rcosvsen p,0),
fo (9, ) = (rcosv cos g, rsen v cos p, —rsen ) .
Il prodotto vettoriale € dato da
foNfo= —r%(cos ¥sen?yp, sen¥sen 2, sen ¥ sen p cos p+ cos® ¥sen g cos ¢)

da cui

|fo N fol = r sen2g0.

Quindi se S ¢ la sfera I'area e
27 ™
/da:/ dﬁ/ dor?sen p = 4mr? .
s 0 0

Soluzione 6.31 - La superficie S puo essere vista come il grafico della fun-
zione f(z,y) = 2% +y? definita nel dominio C' = {(z,y) e R* | 2 + 3> < 1}
(si veda la Figura 6.11). L’integrale diventa

/daz/ V' 1+ 422 + 4y? dady
S C

che trasformato in coordinate polari diventa

2 1 4
/ dﬁ/ dpp\/1+4p? =
0 0

—T.
3
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Figura 6.11:

Soluzione 6.32 - L’integrale che si vuole calcolare ¢ l'integrale della

funzione 9
Z+y

1+ 4(22 4 y?)

sulla superficie, data come grafico della funzione

flx,y,2) =

z=g(a,y) =a® —y?
sul dominio
D ={(z,y) e R? | 2® + % > 1,2% + 4y* < 4}.
Usando quindi la definizione di integrale superficiale, si ottiene che

do =+/1+ |Vg(z,y)|?dedy = /1 + 4(2? + y?)dzdy,

da cui

2 2,2, .2
£rY do = / vy ty V14 4(x? + y?)dzdy
1+ 4(x? +y?) D/ 1+4(x?+y?)

7
= / 22dxdy = —.
D 4

Soluzione 6.33 - La superficie sulla quale si vuole calcolare I'integrale e
dato dal grafico della funzione

z=g(x,y) = 2> +y
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con (z,y) € D ={(z,y) e R* | 22 +¢y* —y <0, y > 1/2, z > 0}. Quindi
otteniamo che

do = /14 |Vg(x,y)|dxdy = /1 + 4(x? + y?)dzdy

e 'integrale di superficie diventa quindi

1
1+ 4(22 + y?)dxdy = / rdrdy = —.
D

T
/D (22 +y?)+1 24

Soluzione 6.34 - Denotato con C il cerchio di raggio r centrato nell’origine,
per il teorema della divergenza si ha

Area(C) = /

1d;vdy:/ F-vds
C oC

dove F' € un qualunque campo cha abbia divergenza 1 e v la normale esterna
al bordo di C. Si puo prendere F(x,y) = (az, fy) con a + 3 = 1, 'esempio
piu semplice & prendere o = = 1/2. Parametrizzando poi la circonferenza
con (rcost,rsent) si ottiene

2

27 T2 r
/ F-I/dSz/ [—cos2t+—sen2t dt = r’r.
ac o L2 2

Soluzione 6.35 - Per calcolare il flusso di tale campo si puo procedere in
due modi: scrivendo l'integrale di superficie oppure cercare di applicare il
Teorema della divergenza in R3. Lasciamo il primo caso come esercizio e
vediamo come procedere nel secondo caso. Per poter applicare il Teorema
dalla divergenza dobbiamo avere a che fare con superfici chiuse, quindi,
siccome nel nostro caso abbiamo solo I’emisfero superiore E della sfera z2 +
y? + 22 = 16, dobbiamo prima di tutto chiudere tale superficie; il modo pilt
semplice per fare cio ¢ considerare l'insieme

Y ={(z,y,0) € R® | 22 + ¢ < 16}.
A questo punto abbiamo che, se

A={(z,y,2) €ER® | 2> 0, 22 +9° + 2% < 16},
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allora 0A =X U S e quindi

/ F-I/dO'_/ F-Vda—/dideardydz.
>US 0A A

Quindi, dato che divF = 0,

/F'VdO':—/F'VdO'.
S P

Su ¥ si ha che F(x,y,0) = (23,0,322), v = (0,0, 1) e do = dxdy, quindi,
definito C' = {(z,y) € R? | 22 + y? < 16}, si ha

/F'l/dO':—/ 322dedy = —192 7
pH C

Concludendo si ha che

F-vdo =192r.
S

Soluzione 6.36 - Utilizzando il Teorema della divergenza, tenendo presente
che divF(z,y, z) = 2z + 2, otteniamo che

/ F-vde = / divFdxdydz
ar T

1 11—z l—z—y 5
= / dw/ dy/ 2z +2)dz = —.
0 0 0 12

Per controllare che tale risultato sia giusto, si potrebbe calcolare 'integrale
di superficie del campo vettoriale F.

Soluzione 6.37 - Notiamo anzitutto che il campo dato ha la proprieta che
divF(x,y,z) = 0 per ogni (z,y,2) € R*\ {(0,0,0)}. Questo vuol dire che
se T' ¢ un qualsiasi dominio che non contiene ’origine, si ha che

/ F -vdo = 0.
oT

A questo punto, se ¥ = JA ¢ una qualsiasi superficie chiusa che contiene al
suo interno l’origine, non possiamo concludere che il flusso sia nullo in quan-
to la singolarita del campo F' cade proprio nella porzione di spazio racchiusa
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dalla superficie . Siccome ’origine € un punto interno a ¥, esistera un rag-
gio R tale che la palla Br(0) ¢ tutta contenuta all’interno di ¥ consideriamo
quindi la porzione di spazio T'= A\ Br(0), abbiamo che 0T = ¥ U dBg(0)
e a questo punto 'origine non ¢ piu all’interno di T, quindi

0= / divFdxdydz = / F-vdo —/ F-vdo
T X dBRr(0)

dove il segno meno nell’ultimo integrale tiene conto che v € la normale esterna
alla palla Br(0) che perd rappresenta in tali punti la normale entrante nella

regione T'. Quindi
/F-uda:/ F - vdo;
5 9BRr(0)

su 0BR(0) abbiamo che il campo si scrive

(z,9,2)

F(:'E?y?z) = R3

mentre la normale uscente da Br(0) si scrive come

)

V(x7 y? Z) = R

Per calcolare I'integrale utilizziamo le coordinate polari e tenendo presente
che do = R?sen pdpdd, otteniamo che

™ 2 1
/ F-vdo = / dgp/ ﬁRQ sen pdy = 4m.
9BRr(0) 0 0

Soluzione 6.38 - Si noti anzitutto che divF = 0. Volendo applicare il
teorema della divergenza dobbiamo considerare una superficie chiusa, dob-
biamo cioe chiudere la superficie data. Per fare questo possiamo ad esempio
considerare la superficie

S={(z,y,2) eR’ | 2 =4,2" +y* <4}.
Se poniamo

A:{(l”,y,z)GR:)’|0<Z<4’$2+y2<4}

169



abbiamo che dA = S U X, e quindi dalla condizione divF = 0 si ricava che

/F'I/dO':—/F-I/dO'.
> S

Ma su S la normale uscente & data dal vettore (0,0, 1) e do = dzdy, quindi

/F-ydaz/xgydwdy:(),
¥ C

dove C = {(z,y) € R? | 2% +y? < 4}.
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