Capitolo Quinto

CALCOLO DIFFERENZIALE DELLE FUNZIONI
DI PIU VARIABILI ED ELEMENTI DI
GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE SUPERFICIE

Contenuto del capitolo.

~ Continuita delle funzioni scalari e vettoriali di n variabili. Funzioni conti-
nue su insiemi chiusi e limitati e su insiemi connessi. Limiti.

Derivate direzionali e parziali. Gradiente. Matrici jacobiane. Derivate delle
funzioni composte.

Differenziale. Formule di Taylor. Massimi e minimi relativi e condizionati.

Superficie, piani tangenti, curve su una superficie.

Scopi del capitolo.

Questo capitolo deve mettere lo studente in grado di fare le seguenti
cose:

- Riconoscere se una funzione & continua.

— Calcolare derivate parziali e direzionali, gradiente, matrici jacobiane, diffe-
renziali, formule di Taylor.

— Trovare i massimi e minimi relativi e condizionati delle funzioni scalari di
piu variabili.

— Trovare il piano tangente a una superficie in un punto.
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Motivazione del capitolo.

Questo capitolo & una introduzione ad alcuni sirumenti di calcolo indi-
spensabili per lo studio di vari fenomeni fisici. Esso ¢ utile inoltre per lo studio
dellintegrazione delle funzioni e delle forme differenziali e per varie question;
di geometria differenziale.

0. Premessa

Nel vol. T sono state studiate a fondo le funzioni reali di una variabile
reale e nel cap. IV le funzioni IR — IR™.

Ci proponiamo ora di iniziare lo studio di funzioni pin generali, cioe di
funzioni di pitt variabili, che possono assuinere valori in IR™.

In questo capitolo daremo la nozione di funzione continua e introdur-
remo le prime regole e i primi risultati sulle derivate, che saranno poi applicate
allimportante problema dell’approssimazione delle funzioni (differenziale, for-
mula di Taylor) e per la ricerca dei massimi e dei minimi relativi e condizionati.

1. Generalita sulle funzioni di pit variabili e sulle funzioni vettorialj

Nel corso di Analisi Matematica I si sono studiate le funzioni reali dj
una variabile reale, cioé le applicazioni f:7 — IR, dove I & un sottoinsieme
di IR.

Ci proponiamo ora di sostituire I con un sottoinsieme di IR™ (otte-
nendo cosi le funzioni reali di n variabili) ed IR con IR™ (ottenendo cosi
le funzioni vettoriali).

1.1. Funzioni reali di n variabili

Una funzione reale di n wvariabili & una applicazione
f:I—=1IR dove T CIR™.

Cid vuol dire che f & una legge che ad ogni P e fa corrispondere
uno e un solo numero reale. Il numero reale che f fa corrispondere a P si
denota con f(P) esi chiama valore di [ in P o immagine di P medjante
f. L’insieme I si chiama dominio di f.
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Se P=(zy,..,z,) s scrive anche
fl1, . za) invece di f(P) .

In accordo con le definizioni del corso di Analisi Matematica I una fun-
zione di n variabili si puo denotare anche con

FiIR — R .

In tal caso il dominio di f mnon & necessariamente IR", ma un suo
sottoinsieme I in cui f sia definita.

Esempio 1. Se n =1 le funzioni del tipo precedente sono quelle del corso di
Analisi matematica L.

Esempio 2. L’applicazione [ : IR? — IR definita da: f(z,y) =z +y ¢ una
funzione di due variabili. Il dominio di f & I = R Il valore di f in
P=(1,2) & f(P)=1+2=3.

Esempio 3. Le applicazioni lineari [ : IR* -- IR sono funzioni di » variabili.
P

Esempio 4. Nei capitoli I e Il abbiamo incontrato varie funzioni di due e tre
variabili, nelle equazioni parametriche e cartesiane delle curve e delle superfici.

Esempio 5. Moltissimi fenomeni fisici sono rappresentati da funzioni di piu
d; una variabile. Ad esempio la temperatura di un punto dello spazio € una
funzione delle tre coordinate del punto.

1.2. Grafico di una funzione di due variabili

Una funzione f :I — IR di una variabile reale & rappresentata geo-
metricamente dal suo grafico, cio¢ dai punti del piano Ozy di coordinate
(z, f(z)) dove =z varia nel dominio di f.

Y

{x, flxd)

| [ = [a,b]

28 - GRECO-VALABREGA - Lezioni di algelra lineare e gecmetria, vol. 11
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In genere questo grafico sara una curva del piano QOuzy.

Se f:I— IR &invece una funzione di due variabili (cio¢ I C IR?), la
funzione f sipud rappresentare geometricamente con un grafico nello spazio
Ozyz. Piu precisamente il grafico di f & I'insieme

{(z,y,2) e IR? |z = f(2,y) & (z,y)€l).

In genere questo grafico € una superficie (con equazione =z = f(z,y),
(z,y) € I).

r

JESO IR N

Q@ ¢ il punto di coordinate
(e, ¥, f(x,3)) dove (x,y) so-
no le coordinate di P sul pia-

0 / ‘ o nc Oxy.

| y S & 1 grafico di /.
A - -
X

Esempio 1. 1l grafico della funzione f : R? — IR definita dalla formula
fl(z,y) =z +y eil plano di equazione z+y—z =

Esempio 2. Il grafico della funzione f:7 -~ IR definita da
flz.y) = V1- (2% +y%) dove I={(z,y) €IR?|2+y* <1}
e la superficie di equazione /1 — (224 32)— =0 ossia

4yt -1=0 con z>0.

5i tratta dunque della semisuperficie sferica di centro O e raggio 1.
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Esempio 3. Una superficic S di equazione g(z,y,z) =0 & il grafico di una
funzione f:I — IR se e solo se per ogni P &€ I la parallela all’asse =
passante per P incontra S in un solo punto. In tal caso f ¢ definita cosi:

f(P) = terza coordinata del punto in cui la parallela all’asse z passante per
P incontra S (cir. figura a pagina 4).

In particolare: una superficie sferica non rappresenta nessuna funzione,
un piano rappresenta una funzione se e solo se non e parallelo all’asse z, etc.

Osservazione. Per Tunzioni di tre o pin variabili il grafico si puo definire in
modo analogo. Trattandosi perdo di una figura in " con n > 4 non &
possibile tracciare un disegno.

1.3. Curve di livello

Una funzione di due variabili si pud rappresentare sul piano Ozy me-
diante le curve di livello. Se f:I — IR & una tale funzione, la curva di livello
¢ di f &lacurva del piano QOzy avente equazione

fleyy=c  (zyyel.

Questa curva & la proiezione sul piano Oxy dell'intersezione del grafico
di f col piano di equazione z=c.

12
S
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Avendo a disposizione un numero sufficiente di curve di livello e il livello
di ognuna si possono avere informazioni sull’andamento di f. Cid risulta piu
evidente se ilivelli variano con intervalli fissi (ad esempio f(z,y) =1, f(z,y) =
2, flz,y) =3 etc.). In tal caso, ad esempio, quanto piu le curve sono fitte,
tanto piu il grafico di f & “ripido”.

Questo tipo di rappresentazione ¢ usata nelle carte geografiche per in-
dicare I'altitudine: di qui il nome di curve di livello.

Esempio 1. Sia f:R? — IR la funzione definita da: f(z,y)=z+y. Le curve
di livello di f sono le rette di equazione z +y=c¢. Disegnamone alcune.

Esempio 2. Sia f:IR® — IR la funzione definita da
flz,y) =100 — 2 — y*

Il grafico di f & un paraboloide di rotazione. Le curve di livello hanno

equazione
1000 -z —y* =¢

e quindi per ¢ < 100 sono circonferenze.
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(b)

1.4. Superficie di Iivello

Se [ euna funzione di tre variabili, le superficie di equazione f(z,y, z) =
¢ si chiamano superficie di livello. Esse sono utili come le curve di livello per
studiare graficamente I'andamento di / e presentano il vantaggio di dare una
rappresentazione grafica nello spazio ordinario IR®, mentre il grafico di f &

un sottoinsieme di IRY.

Esempio. Se f @& la funzione definita della formula f(z,y,z) = 2% 4 y? + 22,
le superfici di livello di f sono superfici sferiche di centro ’origine.
1.5. Funzioni vettoriali di n variabili

Un’applicazione
f:I—1IR" con [ CIR"

sl chiama anche funzione vetloriale di n wvariabili (definita in I e a valori
in ™). Come per le funzioni a valori reali si dice che I ¢ il dominio di f,
e il punto di IR™ corrispondente a P € IR™ si indica con f(P).

Una funzione vettoriale si pud anche rappresentare mediante m funzioni
a valori reali, cioe:

Fler mp) = (Mlenxn) s o, fa(en, o, 2)
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Esempio 1. Le funzioni f:IR — IR™ viste nel cap. IV sono funzioni vettoriali
di una variabile.

. . 3 .
Esempio 2. La funzione f:IR* — IR® definita da
f(u,v) = (cosusinv, sinusinv, cosv)

¢ una funzione vettoriale di due variabili. L’insieme f(IR?) & la superficie
sferica di centro O e raggio 1.

Esempio 3. Le applicazioni lineari IR®™ — IR™ sono funzioni vettoriali di n
variabili.

2. Funzioni continue

Ci proponiamo ora di estendere la nozione di funzione continua (gia
studiata nel corso di Analisi Matematica I per funzioni di una variabile) alle
funzioni di n variabili e alle funzioni vettoriali e di studiare alcune proprieta
importanti delle funzioni continue.

A. LA DEFINIZIONE DI FUNZIONE CONTINUA
Nel corso di Analisi Matematica I la definizione di funzione continua o
stata data nel modo seguente:

la funzione f:7/-+1R (7 CIR) & continuain zp €1 se per ogni € > 0
esiste 6 > 0 tale che

v -zl <6 & w€l=|f(x)= flzoll<e,

dove |z —z¢| < ¢ significa: distanze {fra zy e r minore di 6.
Per definire la continuita pit in generale faremo uso del concetto di
distanza, introdotto nel cap. IV, 1.1,

2.1. Definizione di continuita “con ¢ e &7,

Una funzione f:7—IR™ (I CIR"f & continuain Py €l se per ogni
£>0 esiste & >0 tale che:

1P —Foll<é & Pel=|f(P)~f(Po)ll<e
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[ & continua in [ se e continua in ogni punto di I.
Questa definizione coincide, per n =1, con 'analoga definizione data
nel cap. IV.

Esempio 1. Sia f:IR” — IR la funzione definita da
flz,y)=z+y.

Allora f & continua in ogni punto di R* (cioé & continua in IR?).
Infatti se Py = (zq,ys) € R* si ha:

F(P) — f(Po)l = a4y — (20 + o)
= [{x — 2u) + (¥ — yo)]|
< |v - zo| + jy — yol
<ViE—20) 4+ {y—90)? +V(E -2+ (v — w)?
=2{|P ~ Pl .

Quindise e >0 e é=¢/2 si ha:
F(P) = f(Po)| < 2[|P = Pofl < 2% = .
Cioé: per ogni ¢ >0 esiste 6 >0 (cioe & =¢/2) tale che
P—Pll<é & PelR=(f(P)— f(Po)l<e

in accordo con la definizione di continuita.
Ad esempio: se € =1/2 si puo prendere §=1/4. Allora se

iPRll< s sihaUR)- SR <

1 1
' : se ¢ = —— Dasta prender = —— e 5] ha:
Analogamente: se 1000 asta prendere 6 5000 © ¥ ha
P-P L |f(P)~ f(P L

e cosl via per ognl ¢ > 0.

Esempio 2 (continuita delle funzioni coordinate). Sia p; : IR* — IR la funzione
definita da

pilly, . itn) = 2; -
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Allora p; e continua in ogni P e IR™. Infatti per ogni ¢ > 0 hasta
prendere & = ¢, come si verifica facilmente.
La funzione p; si chiama anche i-esima funzione coordinata definita in

B. ESEMPI DI FUNZIONI CONTINUE

2.2. Operazioni con le funzioni continue
Siano f,g: 7T — IR (I C IR"*) due funzioni continue. Allora le seguenti
funzioni sono continue:

—lasomma f+yg (definita da: (f+¢)}(P)=f(P)+4(P), Pc I);
— il prodotto fg (definito da: (fg)(P) = f(P)g(P), PeI);
- il quoziente f/g (definito, quando 4(P)#0, da (f/g)(P) = f(P}/g(P)).

Se poi f,g : I — ™ sono due funzioni continue (I C IR"), sono
continue anche

- la somma f+g (definita come sopra)
— il prodotto af (definito da (af){P) = af(P)), dove a € IR.

Questi fatti si verificano come per le funzioni reali di una variabile reale,
oppure seguono dal prossimo teorema 2.3.

Diamo ora altri due utili visultati, sulle funzioni continue.
2.3. Teorema (continuita delle funzioni composte). La composizione di due

funziont continue ¢ una funzione continua,
P precisamente, se le funzioni

f:f—-*m,m ]Cmn
g:J—IR" ftlycJ cCm™

sono continue, la funzione
gof:l—IR" (definita da: (yo f)(P)=g(f(P)) perogni Pel)

e continua.

Esempio. La funzione f:IR® — IR definita da flz,y) = z+ vy & continua.
La funzione ¢ : IR — IR definita da f(t) = cost & continua. La funzione
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composta go [ & la funzione IR® — IR definita da:
(go )z y)=g(flx,y)) = gle+y) =cos(z +y) .

Per il teorema 2.3 guesta funzione & continua.

2.4. Teorema (continuitd delle funzioni vettoriali). Sia f: I —1IR™ (I C IR")
la funzione definita da:

flzr, nza) = (N2, nzn)y o fm(20, 0 2a))
Allora [ é conlinua se e solo se fi,..., f, sono continue.

Esempio. La funzione f: IR — IR? definita da f(&) = (3t +1,20,1—1) &
continua. Infatti le (unzioni

Hh:IR—R definita da filty=3t+ 1, ete.

sono continue.

2.5. Osservazione. Le proprietd ora viste estendono quanto provato nel
cap. IV 1.8, 1.4, 1.8 per le funzioni IR — IR™ (ponendo n =1 ritroviamo
esattamente quei fatti).

2.6. Alcuni esempi di funzioui contimie

Funzioni polinomiali

Abbiamo visto che le funzioni coordinate p; : IR™ ~-~ R (definite da:
pi(z1, .., 2a) = z;) sono continue (clr. 2.1, es. 2). Da 2.2 segue allora che
le funzioni ottenute da pi,....,p, mediante sommne e prodotti sono continue.
Le funzioni cosi ottenute si chiamano anche funzioni polinomiali o razional:
intere di n variabili.

Esempio 1. La funzione f di tre variabili definita da f(z,y,z) =27 +¢° —wyz
& una funzione polinomiale, quindi continua.

Funzioni razionall

Se f,g sono due funzioni polinomiali di n variabili,la funzione f/g ¢
continua in tutti i punti in cui & definita {(cfr. 2.2). Le funzioni di questo tipo
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si chiamano funzioni razionali di n variabili. Le funzioni polinomiali sono
particolari tipt di funzioni razionali.

22 4 ¢

. » :E + y
funzione razionale {definita per 2y #0), quindi continua in tutti i punti in
cul & definita.

Esempio 2. La funzione di due variabili definita da f(z,y) = ¢ una

Esponenziale, seno, logaritmo ete. di funzioni continue.

Se f &una funzione continua di n variabili, le seguenti funzioni sono
continue per 2.3 (in tutti i puntiin cui sono definite).

~ La funzione ¢ definita da: g(P) = /(P!
?) =sin f(P)

— La funzione h definita da: /i
- La funzione ! definita da: [{P) = log J(P)
- etc.

Esempio 3. Le funzioni definite delle seguenti formule sono continue in tutti
1 punti in cui sono definite:

Fla,y,z) = e ¥ mows

22 -+ ys
T+ y

fle,y, 20 =log(t + Va 4+ y— 22) .

f(z,y) = cos

Funzioni composte con una funzione veltoricle

Sia f una funzione continua e siano gy,...,9,. n funzioni continue di
m variabili. Allora la funzione F definita dalla formula

F(l‘lls "'\‘rﬂl) = j'(ﬂl(-ﬁlu "'1‘I‘Iﬂ?-) Vot y gn("‘tls LR :ET]?.))

e continua in tuttii punti di IR in cuie definita. Infatti F &la composizione
di f con la funzione vettoriale ¢ definita dalla formula:

glzr, o m) = (grla, o em), (21, Zm)) .

La g e continua per 2.4.
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Esempio 4. Se f & una funzione continua di tre variabili, la funzione F di
una variabile definita da:

F(t)= fllt+ 2z, mt+yo, nt + zq)
& continua.

Le applicazioni lincari

Un’applicazione lineare di IR in IR™ & una funzione continua per
2.4, in quanto & definita da m funzioni poliromiali.

C. FUNZIONI CONTINUE SUGLI INSIEMI CHIUSI E LIMITATI

Ci proponiamo di estendere alle funzioni di n variabili un enunciato visto nel
corso di Analisi Matematica per funzioni reali di una variabile reale, cioe:

una funzione conlinva definata in un intervallo chiuso e imilato ha massimo e
minimao.

Per ottenere il nostro scopo dobbiamo introdurre le nozioni di: insieme aperto,
punto di accumulazione, insieme chiuso. Queste nozioni saranno utili anche per le
studio delle derivate.

. - . . - . - P 1
2.7. Insiemi aperti e insiemi chiusi in [R™.

Definizione di wntorno: sia Py € IR" e » > (0 un numero reale; I'insieme

U=U(Py,r)={Pe||P - P <r} sidicemfornodi Py diraggro 7.

Esempio. Sia Py = origine del plano (x,y) e » un numero > 0. Allora
U(Py,r) = cerchio di centro Porigine e raggio r, curconferenza esclusa.

Y

Definizione di punto interno: Pg € 1 CIR" & nfernca [ se I contiene almerno
un intorno di Fg.
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Esempio 1. L’origime & interna alla sfera di centro 'erigine e raggio 1.

Esempio 2. Py = (\/j, V2) non & interno al cerchio definito dalla disequazione:
22 4+ y? < 4
yi

Definizione di imsieme aperio: [ C IR™ si dice aperio se, per ogni Py € I, Py &
interno a /.

Esempio 1. Lasfera S = {P ¢ IR*/||P — O|| < 9] & un insieme aperto.

. . 3 . N - - .
Esempio 2. 1l cerchio € = {P ¢ IR7/||F - O]} < 3} non & un insieme aperto, in
. . - . . . n
quanto contiene 1 punti della circonferenza di equazione z° + y* =

fily
N

Esempio 3. Un mntervallo aperto di IR ¢ un insieme aperto di 1R.

Py

=Y

Definizione di punio dv eccumulazione: Py € IR" € un punio di accumulazione per
Pinsieme I CIR™ se ogni intorno di Py conticne punti di I distinti da  Py.

Esempio. L’origine ¢ punto di accumulazione per il cerchio € = {P € IR*/||P — (1,0)]| < 1}
= cerchio di centro (1,0} e raggio 1:
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°r
N

X

<
_/

Definizione di insieme chiuso: I CIR" & chiuso se contiene tutti 1 suol punti di
accumulazione.

Esempio 1. 1l cerchio ¢ = {P € IR*/||P - Q]| €10} & chiuso.
Esempio 2. Lasfera S = {P ¢ IR*/||P — O|| < 1} non & un insieme chiuso, in
quanto i punti della superficie sferica ¢ = {P € IR?/||P — O] = 1} sono punti di

accumulazione per S ma non appartengono a 5.

Y

X

Esempio 3. Il rettangolo A = {(2,y) € R/ —1<a<2, -1 <y <4} e chiuso;
mentre B = {(z,y) € IR/ —1<x<1, —=1<y<4} non e chiuso:

¥ Y

DM
N

—_——————




V-16

Osservazione. | concetl ora introdotti seneralizzano ad IR 1 concetti di Intorno
& )
aperto, chiuso, visti per la retta reale.

2.8. Insiem: Iimitat:

Un insieme I mn si dice Hm-iia.io se esiste un intorno 74 P(] 7 che lo
1
contlene.

Esempio 1. Un insieme finito & limitato. IR™ non & limitato.
Esempio 2. I = {{z,y) e R* |0 < 2 <3, 0 <y < 1} & limitato. Infatii

I Cu(0,4).
Y

72

Esempio 3. L'insieme [ = {(x,y) € IR* | 2 +y <0} non & limitato.

J

s

Possiamo ora dare la generalizzazione del teorema sui massimi e minimi.
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2.9. Teorema (esistenza del massimo ¢ del minimo). Sia I C IR un insieme
chiuso e limilato e sia f: 1 — IR wuna funzione continua. Allora f ha un massimo
e mintmo (in I).

Ricordiamo che il massimo di  f (se esiste) & il pit grande tra i numeri
f(P) Pel Quindi M ¢ massimodi f se

a) f(P)< M, per ogni P € I, e inoltre:
b) esiste un punto Py € I tale che f(FPy) = M.

Analogamente per il minimo.
Il teorema precedente vuol dire, dunque, che esistono due puntt P, e Py el

tali che
f(P) < J(P) < f(P) perogni PeJ .

Esempio 1. Sia [ = {(z,y) e R* |0 < 224+ y* < 1}. Allora la funzione continua
1=k definita da: f(z,y) = 2° + ¢°
non ha minimo in /. Cio non & in contraddizione col teorema 2.9, in quanto [ &
limitato ma non & chiuso (il punto (0,0) non appartiene ad 1)
Esempio 2. Sia I = {(z,y) ¢ IR* | 2 > 0}. Allora la funzione continua
Ff:I—1R definita da flz,y) ==z

ha minimo uguale a zero e non ha massimo. Si osservi che I & chiuso, ma non
limitato.

D. LIMITI E CONTINUITA

Nel corso di Analisi Matematica I (e nel cap. IV) si e definita la conti-
nuita anche mediante il concetto di limite. Vediamo come questo concetto si
puo estendere a funzioni di tipo generale.

2.10. Definizione di Iimite

Siano I CIR"™ un insieme, P; un punto interno a I ed
= P
fol—{F)} —R"

una funzione. Sia poi L ¢ IR™. Diciamo che L & il limite di f(P) per P

tendente a  Py:

L= Pll—I.]}]DD f(P)
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se sl ha: per ogni >0 esiste § >0 tale cle:
0<[iP-Pll<é & Pel=z||f(P)-L]|<c¢.

Si noti che in questa definizione non si tiene conto del fatto che [ sia
deflinita o no nel punto P, o dell’eventuale valore che f puo assumere in
Po.

2.11. Limite di una funzione continna

Sia  f: I — IR™ una funzione definita nell’insieme [ C IR™ e sia P
Q
un punto interno ad /. Allora f & continuain P, se e solo se

lim  f(P)= f(FP) .

P—P,

Esempio 1. Sia f:IR® — IR la funzione definita da flz,y) =sinzy. Poiche
f & continua si ha:
lim fle,y) = £0,0)=0 .

P—{0.m)

2.12. Limite di una funzione vettoriale
Sia f:I—IR™ (I CIRY) lafunzione definita da-

fley, zny = (fi(e, o 20), Smlz1, . z0)

e sia Py un punto interno ad I. Allora le due condizioni seguenti sono

equivalenti:
a‘) PIH]}DU f(P) = Q = (fh, ey fz'm.)
1 o 1 3y —
bj Jim fi(Py=q1, .., A fn(P) = .

Cio vuol dire, in sostanza, che i limiti delle funzioni vettoriali si possono
studiare mediante le componenti.

2.13. Proprieta dei liniti

Tutte le proprieta dei limiti viste nel corso di Analisi Matematica I (e nel
cap. IV) per funzioni di una variahile sono valide in generale (purcheé abbiano
senso).
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Ad esempio per funzioni a valori in IR’™ con m > 2 non hanno senso:
il teorema della permanenza del segno, il teorema sul prodotto etc.

2.14. Osservazione sulla definizione di limite

La definizione di limite data in 2.10 richiede che il dominio di f con-
tenga tutti i punti di un intorno di Py, escluso P;. Tale definizione si pud
estendere a situazioni piu generali: occorre per questo che P, sia almeno un
punto di accumulazione per il dominio di f. Cio vuol dire, per definizione,
che ogni intorno di P, contiene punti di dom f distinti da P,

3. Calcolo differenziale delle funzioni di piu variabili

Nel corso di Analisi Matematica [ e nel cap. IV si & studiata la derivata
di una funzione e se ne sono viste svariate applicazioni.

Anche per le funzioni di pit variabili si puo parlare di derivate: la si-
tuazione e perd assal pilt complicata. Infatti, mentre per le funzioni reali o
vettoriali di una variabile ¢’é una sola derivata, per funzioni di pili variabili ce
ne sono infinite: si tratta delle derivate direzionali. Tra queste ce ne sono al-
cune privilegiate, che si chiamano derivate parziali. Queste derivate si possono
usare per studiare le funzioni di piu variabili.

A. DERIVATA DIREZIONALE, DERIVATE DPARZIALI, GRADIENTE
DELLE FUNZIONI A VALORI REALI

La nozione di derivata si introduce per misurare la “rapidita di cambia-
mento” di una funzione, come si & visto nel caso di funzioni di una variabile.

Nel caso di piu di una variabile I'idea intuitiva di “rapiditd di cambia-
mento” € piu complicata, in quanto si tratta di una quantita che dipende
anche dalla direzione e verso in cui si considera il fenomeno. Ad esempio con-
sideriamo la funzione che ad ogni punto P della superficie terrestre associa
la quota f(P) di P sul livello del mare. Se P, & un punto della super-
ficie terrestre, non ha senso dire: il terreno in Py & in salita o in discesa o
molto ripido, etc., se non specifichiamo in quale direzione e in quale verso.
Ad esempio si dira: il terreno in Py ¢ in salita (molto ripida) nella direzione
SUD-NORD e nel verso da SUD a NORD. Naturalmente nel verso NORD-SUD

29 - GRECO-VALABREGA - Lezioni di algebra lineare e geometria, vol. 11
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il terreno sara in discesa. Puo benissimo capitare che in direzione EST-OVEST
sia planeggiante (o poco ripido) etc.

Per precisare matematicamente questo concetto intuitivo di “rapidita
di cambiamento in una data direzione e in un dato verso” si introduce la
nozione di dertvata direzionale. Per I'uso pratico delle derivate direzionali
e utile considerare le derivaie parziali, che sono particolari tipi di derivate
direzionali. In questa parte A del n. 3 illustreremo questi concetti.

3.1. Derivata direzionale

Sia f:I — IR una funzione definita in 7 C IR™ esia P, un punto
inferno ad I (cfr. 2.7). Sia pol u= (ay,...,or,) €IR" un versore (*).
Consideriamo la funzione in (:

F{t) = f(Py+ tu) .

(Questa funzione & definita per i valori di 1 tali che Py+tue . Poiché
P, e interno, la funzione F(t) & definita in un intorno di = 0. Pin
precisamente se S(Fp,») € un intorno di Py contenuto in I la funzione
F(t) & definita, almeno, nell’intervallo (—»,»). Si veda la seguente figura per

n=2,

4

I punti del tipo: Py +tu sono quelli della retta passante per P, e
parallela ad u. Ipunti Py+iu con —r <t <» sono contenutiin /.

Si ha ovviamente F(G) = f(Py). Se F ¢ derivabile per ¢ = 0, la
derivata F’'(0) si chiama derivata direzioncle di f in Py, secondo .
Questa derivata (se esiste) & dunque

i LU0 F ) = f(Po)

i—0 A

(*) Ciog un vettore u=(a,,...,a,) € R™ taleche o7 + .. 4 o% =1. Cid estende in modo naturale

la nozione di versore vista nel vol. I cap. I.
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Se esiste la derivata direzionale precedente si dice anche che f & deri-
vabile in Py secondo u.

Escmpio. Sia f:IR* — IR la funzione definita da: f(z,y) = ¢ +y e sia
u = ( 1 ! ) Calcoliamo la derivata direzionale di f in Py = (1,0)

V22

secondo w. Si ha:

P = 1P+t = (10t (

F'(0) =

Sl

Pertanto la derivata direzionale cercata ¢

Se invece ( L L ) si vede che
ir u=|—m=, ——=] sl ve
V22

Ft) =1
e quindi la derivata in Py secondo u & uguale a zero.

Nomenclatura e notazioni

Sia f:I — R una funzione ¢ w € W" un versore. Se la derivata
direzionale di f secondo u in P, esiste, si dice che f ¢é derivabile in Py
secondo u (o nella direzione di wu). La derivata di f secondo wu si indica
coi simboli

L oppure fu (%),

du

. ) df . C
Osservazione 1. 1l simholo T ha senso in blocco: esso non indica una
[¢AN |

divisione.

Osservazione 2. La derivata direzionale gode delle stesse proprieta formali

ar

(*) Alcuni autori usano il simbolo n
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delle derivate di funzioni di una variabile. Si ha cioe:

(U
(hl (f Ty ~ du d.u
) i
Lan=aL wem
du cha
d df
du o) =977 da + du

Ay 1
du\f/  f?du
(tutte le volte cle le formule hanno senso).

Osservazione 3. Se [ CIR" & un insieme apertoe f:7 — IR & una funzione
df

— definisce una
du

derivabile secondo il versore u in ogni punto di 7, la

nuova funzione di I in IR.

Osservazione 4. Dall’osservazione 3 segue facilmente che:

— Vinsieme delle funzioni definite in 7 ¢ IR™ e a valori in IR derivabili
secondo u ¢ uno spazio vettoriale reale V:

, } . d . L . _—
~ 'applicazione o V' — {Tunzioni definite su I} & lineare.
du

3.2. Significato geometrico della derivata direzionale per funzioni di due

variabili

Sia f una funzione di due variabili ¢ sia § il suo grafico. Sia P, =
(%o, ¥0) un punto interno ad 7 =dom f esia uc IR® un versore. Supponiamo
che fu(Po) esista e cerchiamo di darne una interpretazione geometrica.

A tale scopo consideriamo il piano 7 parallelo all’asse z e ad u,
passante per Fy (vedi figura). Questo piano interseca S in una curva £
contenente il punto Qo = (¢, o, fza o)) £ sl puo considerare come i
grafico della funzione F(t) = f(P +tu) (con opportuna scelta di coordinate).
Pertanto fu(P) & la tangente trigonometrica dell’angolo formato dalla tan-
gentead £ in @y eda u.
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z |
La retta s ¢ parallela

al versore u € orien-
tata come u. ]l piano
7 passa per s ed ¢
parallelo all’asse z.
y Lacurva L ¢ l'inter-
sezione del grafico di
f con w. Laretta 7
¢ la tangentead £ in

Qo-

Si ha allora:

d
tg o :_a,’—];_ (Po) -

3.3. Derivate parziali di una funzione f:I—IR (IC ™).

Le derivate di f secondo i versori fondamentali di TR™ si chiamano
anche derivate parzieli di f.

Se f siesprime mediante la formula f(xy,...,z0) ese esiste la derivata
direzionale rispetto al versore fondamentale e; s dice che f ¢ derivabile
rispetto a z;. Se f ¢ derivabile rispetto ad  zy,..,2,, si dice che f e

derivabile.

Notazioni. La derivata parziale di [ rispetto a z; (uoe la d_f> si denota
Cy
con T '
G
-— oppure con fr. -
dx,

Dalla definizione risnita subito che se Py = (ay,...,a,) sl ha:

rc")_f (Py) = lim flay,...,a; -+ hy o an) — flay,...,an)
dx; h—0 I

Pertanto la f., si pud calcolare considerando la. f come funzione della
sola variabile z; e trattando le altre variabili come costantl.
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Esempio. Se f:IR? = IR & definita da flz,y) =sinzy® si ha:

fel2,y) = y° cosay? [y = 2xy cos xy’

3.4. Legami tra derivate direzionali ¢ derivate parziali

Vedremo in seguito (cfr. 3.12, es. 2) che se f e le sue derivate parziali
sono continue vale la seguente formula:

df of of

(3.1) — =a1— + ..+ ng— dove u=(ay, .., a,).

du Oz,

Esempio. Sia f:IR* — IR la funzione definita da:  f(z,y) = x +y e sia

= (\/ij , %) Si ha allora:

df (2.y) = 1 ()f —— 1 8f )=
du Y \/_d \/_(‘)
1 1 2

"Rt AET S

Si confronti con I’esempio visto in 3.1.

_ df .
Dalla (3.1) si vede che !—j st puo interpretare come prodotto scalare, cioe:
du

df ((')f 0}')
- =1u- ra— .

du dxy 07 Qaa

3.5. Il gradiente di una funzione di n variabili

Sia  f una funzione di n variabili derivabile in Py (punto interno ad
I'=domf). Il gradiente di { in P, @il vettore di IR?

(.ﬂ(m, CE (Pu))

da dr,

Il gradiente di f in P, si denota con

gradp f oppure con Ve, f.
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Se I ¢ apertoed f & derivabile in ogni P €1, & dunque definita la
funzione vettoriale

gradf : I — IR" (o Vf:I-—1R")
che ad ogni P € [ fa corrispondere gradp f.

Esempio 1. Sia f:R* — IR la funzione definita da: f(z,y) = sin zy®. Siha
allora:

(grad £)(z,y) = (e (2,9, Jy(2,9)) = (v* cosay®, Zuycosay’) .
In particolare:

(grad £){0,0) = (0,4) ; (grad f)(0,1) = (1,0),
(grad f){m, 1) = (—w?, —27) etc.

Esempio 2. Sia J:IR* — IR la funzione definita da: f(z,y,2) = i 48—
zyz. Siha allora

(grad f)(x,y, ) = (30 — yz, 3y° — wz, 3z zy) .

3.6. I gradiente come applicazione lineare

Siano I wun aperte di R", V lo spazio vettoriale delle funzioni derivabili
I — IR, W lospazio vettoriale di tutte le funzioni I — IR™. Allora l'applicazione
w:V — W definita da:
@(f) = grad f

& lineare. Inoltre si ha:
grad (fg) = fgradg +ggrad [

Cid si esprime anche dicendo che grad € una derivazione (o operatore diffe-
renziale) di V in W,

3.7. Significato geometrico del gradiente

Sia f una funzione continuadi n variabili con derivate parziali continue
definita in un aperto J C M" esia Py € [. Supponiamo che gradp f sia
diverso dal vettore nullo e poniamo

gradp f

u= - —
lleradp, f1]
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Si ha allora:

df
(3.2) 7 (o) = llgradp, f]|
df . :
(3.3) . (Po)] < |lgradp, f]] per ogni versore vF#u.
A

Choe: le derivate direzionali in Py non superano, in valore assoluto, il
modulo del gradiente di f in Py Inoltre la derivata rispetto ad u & proprio
uguale al modulo del gradiente.

Quindi il vettore gradp, f indica la direzione e il verso in cui f cresce
piu rapidamente.

Le formule (3.2) e (3.3) seguono facilmente dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwartz e dalla formula (3.1) che esprime la derivata direzionale come prodotto
scalare.

Se [ & una funzione di due variabili, gradp f & ortogonale in PR,
alla curva di livello f{x,y) = f(Py) (ciod, per definizione, & ortogonale alla
tangente in - Py alla curva). Analogo risultato vale per le superfici di livello
delle funzioni di tre variabili.

B. DERIVATE DELLE FUNZIONI VETTORIALI. MATRICI JACOBIANE

Vogliamo ora estendere a funzioni vettoriali IR™ — IR™  la nozione di
derivata vista nel cap. IV, 1.9, per vettori variabili.

3.8. Derivate parziali ¢ direzionali delle funzioni vettoriali

Le derivate direzionali (in particolare parziali) delle funzioni vettoriali
si definiscono in modo analogo a quanto {atto per le funzioni scalari.
Quindi se f:1—R"™ (/ CIR") e la funzione definita da

f(‘l:l! -'-11:1?) = (fl(‘ul‘ "'w‘tn)u ERR) fﬂl("vl1 '--:4371)J

risulta per ogni versore u:
g
dua  \du T du

o (8 )

Gy \dv, " dy

e quindi, in particolare,
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Dunque se f & derivabile in tutto I le derivate definiscono delle nuove

{funzioni [ — .

Esempio 1. Sia f:IR — IR* la funzione definita da
fity=(lt + 2o, mt+yp, nl+ ) .

Allora si ha

df

- (1) = (L, m,n) .

Esempio 2. Sia [:IR? —1IR® la funzione definita da
flu,v) = (Reosusinv, Rsinusinv, Hcosv) .

Allora si ha (per ogni (u,v) € IR%)

of . . .

—— = (—Rsinusinv, Rcosusinv, 0)

Jdu

af .

Sy = (Rcosucosv, Remucosv, —Rcosv) .
v

3.9. Matrici Jacobiane

Sia f:I— IR™ una funzione vettoriale derivabile nell’aperto I di IR"
definita da
f(:]:l) "'1;1:!1) - (fl(Ili"'n"l:ﬂ) 1ty f??l(:l:l) "'IIJ'I)) .

Le derivate parziali delle funzioni fy,....fn vengono di solito raccolte
nella seguente matrice Jf, che si chiama malrice jacobiana di  f:

a/) afi
JFm | o
O fin O fin
al:l o a;z:”.

Gli elementi di questa matrice sono funzioni I — IR. La riga i-esima
della matrice & costituita dalle derivate parziali di f;. La colonna j-esima di
Jf ¢ la derivata parziale di f rispetto a z;.

Si noti che questa nozione estende quella vista nel cap. IV 1.13 per i
vettori variabili.
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Se P eI lamatrice jacobiana di f calcolatain P siindica con Jp f.

51 ha dunque:

of1 01

Bx, (P) ... Do (P
Jpf= 1 o

afﬂ?- afﬂ?

G (P) 52, (P)

Cost Jf definisce Papplicazione T — IR"™" che ad ogni P €[ associa

la. matrice Jp f.
Per le matrici jacobiane si usa anche la notazione

a(fl;---;fm) . a(fl:---:fm)
Ay, onrn) | Axy, . ty) (P).

Esempio 1. Sia f:IR* — IR® "applicazione definita da: f(z,y) = (2%, 2 + v, 2y).

Si ha allora:

2o ()
Ji=11 1
v
[noltre se P =(1,2) siha
2 0
Jpf=11 1
2 1

Esempio 2. Se f:I— 1R & una {unzione derivabile (I aperto di R™) si ha:

Jf=gradf ; Jp [ =ygradp f (matrici a una riga).

Esempio 3. Se f:1—IR" e una funzione derivabile (/ C IR) si ha:

Jf=F" 7 Jpf=1"P) (matrici a una colonna)

(si veda cap. IV 1.13).

Esempio 4. Se f:IR* — IR™ ¢ Papplicazione lincare associata alla matrice
A nelle basi canoniche si ha: Jf = .

Esempio 5 {matrice jacobiana del passagegio da coordinate polari a coordinate

cartesiane).
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Sia f:IR®— R? la funzione definita da
f{u,v) = (ucoswv, usinv) .

La matrice jacobiana &

cos v —usinv

Jf =

sSinv  UCosv
Esempio 6 (matrice jacobiana del passaggio a coordinate cilindriche).
Sia f:IR®— IR® Papplicazione definita da
I
flu, v, w) = {ucosuv, wsin v, w) .

§i ha allora

cosr —usine
Jf=1snv ucosv 0
0 { 1

Esempio 7 (matrice jacobiana del passaggio a coordinate polari nello spazio).
Sia f:R® — IR? la funzione deflinita da:

f{u,v,w) = {ucosv sinw, wsinvsinw, ucosw) .

Si ha allora

cOSTSIN W —usSinusinw  ucosSvCosw
Jf=| sinvsinw ucosv sinw  #SINvCoSw
Cos W 0 — 1 sin w

3.10. Derivate parziali e continniti

2 noto dal corso di Analisi Matematica I che ogni funzione derivabile di una
variabile & continua. Cid & falso per funzioni di piu di una variabile. Esistono infatt
funzioni di due variabili, aventi le derivate parziali prime, ma non continue.

Invece una funzione vettoriale di una variabile che sia derivabile & anche conti-

nua (cfr. cap. IV).
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C. DERIVATE DELLE FUNZIONI COMPOSTE

Abbiamo visto che la composizione di due [unzioni continue & una fun-
zione continua. Studiamo ora ’analogo problema per le derivate. Nel caso di
funzioni di una variabile si & visto che

(go ) (a)y=4g"(f(2)) ['(x).

Un risultato formalmente analogo vale per le derivate parziali delle fun-
zioni di pit variabili, pur di usare le matrici jacobiane. Precisamente si hLa:

3.11. Teorema (sulla matrice jacobiana di una lunzione composta). Siano
date due funzioni f:I —1IR™, ¢y: E — IR dove T ¢ un aperto di IR" ed
E e un aperto di IR™ contenente f(I). Supponiamo inoltre che f e g
siano di classe C! (cioé continue ¢ con derivate parziali continue). Allora la
funzione composta go f:J — IR" ¢ i classe €' esiha (per Pel):

(3.4) Jplgo f) = {upyuildr f) .

Cioé: la matrice jacobiana della composizione i due funzioni & uguale
al prodotto delle matrici jacobiane delle due funzioni.

Esempio 1. Se f e g sono funzioni di una variabile la (3.4) & la formula che
da la derivata della funzione composta go f. Infatti in questo caso le matrici
jacobiane sono matrici ad una riga ed una colonna. Si ha cioe:

Je(gof)=(gof)(x) i Jpag=g'(f(2)) i Jof=f"(x)
e quindi la (3.4) diventa:

(g0 f)(a) =g (f(a)) ()

Esempio 2. Se f e y sono due applicazioni lineari, la formula (3.4) non
e altro che M(go f) = M(y)M(S) (cfr. vol. 1). Infatti la matrice jacobiana
di una applicazione lineare ¢ la matrice ad essa associata mediante le basi
canoniche (3.9, es. 4).

Esempio 3. Sia f:IR* — IR” la funzione definita da: f(z),21) = (2, 4+ 24, z7)
esia g:R*— R> la funzione definita da: 9lyr ) = {y1, v3, Y1 + ya)-
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La funzione composta gof IR’ —IR® & data dalla formula:
(g0 )z, xa) = gz + 22, w]) = (21 + 23, 27, 21+ 22 +z7)

Verifichiamo il teorema 3.11 in questo caso particolare. 5i ha:

I 1 1
/= 2z, 0

1 0 1 0
Jg=10 2y v T 9= | 0 227
1 1 1 1
1 1
[Jf(:ﬁ,fz)g][’](xf1.-f‘-1)fl = 4‘1‘:13 0
1+ 2.‘1)1 l
1 1
Jiwanlgo Y =1 421 0.
1+ 22, |

Quindi si ha: Jig, eoi(90f) = W rier a1 01 (012 f], in accordo con (3.4).

Fsaminiamo ora un caso particolare del tecorema 3.11.

3.12. Derivata di una funzione di variabile reale definita da una formula

del tipo: F(t) = flz:(1), -, z,(1)).
La funzione considerata & la composizione della funzione f
= (z1(1), -, Tall))

con la

funzione g:IR -~R" definita da g(1)
Siha: Jf=gradf; Jg=g¢. Quindi applicando il teorema si ha

F'(t) = (grady,, fHa'(1)) (prodotto di una matrice a una riga
per una matrice a una colonna).

Esplicitando si trova:

af af

(3.5) F'(t) = Fr (g()) 3 (B + .+ 72, (g(t)) 2 (1) -
Esempio 1. Sia [ R® — R la funzione definita da:  f(z,y,2) = 2y + 2 e
La funzione

sia ¢g: IR — 13 Ja funzione definita da g(i) = (cost, sint, 1).

composta go f=F &data daila formula

F{t) = f(cost, sint, 1) = costsind 447 = 3 sin 2t + 17
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St ha dunque:
F'(t) = cos 2t + 21 .
Dalla (3.5) risulta anche:
iy = 9L o af of _
F'(t) = 5, W) (—sint) + 55 (9(¢))(cos ) + 5. () =

= —(sin1)? + (cost)® + 24 = cos 2( + 2t .

Esempio 2 (la derivata direzionale). Se f:7 — IR 2 una funzione di n
variabili di classe €' e u=(a;,...,a,) @ un versore, si ha:

f(Po+iu) = f(py +tay, ..., pn +layn)  dove Py=(p1,....pn) .
Dunque se F(t) = f(P;+1tu) si La, usando la (3.5):

o (py) .

, b
F (U) = ‘CTL.'f*l' (Po) + ...+ (S aT

daf

Ta (FPo), cid dimostra la formula (3.1) sulla derivata
u

Poiche F'(0) =
direzionale.

D. DERIVATE SUCCESSIVE

3.13. Derivate parziali successive

Sia I un aperto di IR" esia f: 1 — IR una funzione derivabile.
Allora le derivate parziali di f deliniscono delle funzioni di 7 in IR, che
a loro volta possono essere derivabili, e cosl via. Si ottengono cosi le derivate
parziali seconde, terze etc. di f (se ci sono).

Notazioni. La derivata di f;, rispetto a z; si denota con

0*f 0*f

fe.x oppure — (talvolta ——— | notazione che eviteremo).
! 0.12 d:tlj C).‘L‘j (').L;

Esempio 1. Sia f:IR* — IR la funzione definita da: f(z,y) = sin2%y. Si ha:
folz,y) = 22y cos 27y fylz,y) = 2% cos 22y
fee(z,y) = 2y(cos xy — 207y sinx’y)
feylz,y) = 23,((:05':1, y — x2sinay)
fyy(z,y) = —z"cos 2’y
(z,y) =

fys(z,y 9z cos vy — 22> ysinz’y .



Si noti che foy(z,y) = fye(z,v).
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Si pud continuare ottenendo le derivate terze. Ad esempio:

fyyx(may) = —42” cos r'“)y +2$5y CO8 mzy .

Naturalmente le definizioni precedenti si possono dare anche per le fun-

zioni a valori vettoriali.

Esempio 2. Sia f: R? — IR? la funzione definita da

flz,y) = (2%, 2y, 2+ y) -

Allora si ha

5,

5% (z,y) = (22,9,1)
af .

al_g (lﬁy) - (23010)

o2 f B

82)59‘ (1‘11})"(0!]10) 1

J
a—f(w,y):(O,a:,l)
y

02
ayax(l,y)—(o,l,o)
.jf ‘ B

e (z,y) =(0,0,0) .

3.14. Definizione. Una funzione f:[-+R™ (I aperto di IR™) & una funzione
C* se f &continua, e ha le derivate parziali fino all’ordine k, e inoltre queste
derivate sono continue. Si dice che f & ¢™ se [ € ¢t per ogni k. Cio
vuol dire che f @ continua, ha tutte le derivate, e che queste derivate sono

continue.

3.15. Teorema (inversione dellordine di derivazione). Sia f una funzione

di classe C?. Allora s ha

8% f

O°f

6:.:1- 51‘3' = al'j 51:5

(ciot si pud scambiare 'ordine di derivazione nelle “derivate miste”).

Esempio 1. Vedi 3.13, esempio 1.

Naturalmente se [ &di classe €7 |
si pud fare fino alle derivate di ordine n.

“nversione dell’ordine di derivazione
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Esempio 2. Se f e C¥HIR*) silha

fl"yy = fyy,}_ - fyl'y - eLC.

La dimostrazione di 3.15 sard omessa.

3.16. La matrice hessiana

Se f:I — IR & una funzione con derivate parziali seconde, & utile
disporre queste derivate in una matrice quadrata, detta mairice hessiana di
f, e denotata con H(f). Si ha per definizione

(frll.l Jovee o faia,
H(f) — f-'l?'_v-T-'l j.l-‘:u.’l’,‘g f-’lf::Fn

E chiaro che H{f) e una funzione definitasu J e a valori in R™"
H(f): 1 —R™™

Il determinante di H(f) si chiama anche hessiano di f. Si tratta di
una funzione 7 — IR.

La matrice H(f) ¢ utile nello studio dei massimi e minimi e della
concavita e convessita di f: essa ha un ruolo analogo a quello della derivata
seconda per le funzioni di una variabile. Torneremo su questo argomento in
seguito.

Osservazione. Dal teorema 3.15 segue subito chese f & C¥, H(f) & una
maltrice simmetrica.

Esempio. Sia f:R®— IR la funzione definita da f(z, y) =2 —zy+y*. Si
ha
6z -1
H{f) = _
—1 2

3.17. Derivate direzionall successive

Sia f:I-+IR una funzione €? definita nell’aperto I di IR, e siano

: , af | : e :
u,v due versori. La funzione el C! in I, quindi esiste la sua derivata
11
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direzionale secondo v e secondo u. Queste derivate si denotano con

i d*f

e
dv du du?

Analoghe notazioni si usano per le derivate successive (se esistono).

Esempio. In due variabili si ha:

(dove u=oaritasj)

B () L (o8 2
da?  dul\du) '110.1,'34—02@3;33: t
5%

“+ O 1 | + 0/
& [ Y —F— =
- " dx ady T dy?

= (tenendo conto del teorema 3.15) =

zaﬂf a?f gazf

=ap s 2oy org 52 Oy + o3 5
Inoltre:
d3f 333);- \ an ‘ ) a3f , 83f
duld = 0y 3:1;3 + 3010"_} é).zgay + -.3(1’102 W -+ sy @5 ,
ece... .

4. Approssimazione delle funzioni di pilt variabili

E assai utile saper approssimare una funzione con una pilt semplice e,
se possibile, essere in grado di maggiorare ’errore commesso.

Questo problema & stato affrontato nel corso di Analisi Matematica I
per le funzioni di una variabile. Qui diamo una introduzione a due metodi di
approssimazione locale: si tratta del differenziale e della formula di Taylor.

Premettiamo alla trattazione di questi argomenti un cerno sugli infini-
tesimi.

30 - GRECO-VALABREGA - Lezioni di algebra lineare e geometria, vol, [l
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A. INFINITESIMI

La nozione di infinitesiimo ¢ basilare in tutti i problemi di approssima-
zione di tipo locale. Diamo qui la definizione di infinitesimo e la nozione di
confronto tra infinitesimi nel caso delle funzioni vettoriali.

4.1. Definizione di infinitesinto

Sia f:I—=IR™ (I CIR") una funzione, e sia P, un punto interno ad
I. 5i dice che f & infintlestmaper P — Py sesiha

P]E]}?O HP)y=10,

Cio vuol dire (cfr. 2.10) che per ogni £ >0 esiste 6 >0 tale che:

0<||P=Py|<6 & Pel=||f(P)l<e.

Esempio. Sia f:IR" — IR la funzione definita da:
f(P)=1P - P (dove 7 & un punto fisso).

Allora f e infinitesima per P — Py

4.2. Confronto di infinitesimi

Siano f,g : I — IR™ due infinitesimi per P — P, (F; punto interno
ad ) e supponiamo che f(P) sia diverso da zero per tuttii punti P di un
intorno di Py, escluso al piu P.

Si dice che g & trascurabile rispetto ad f, per P — Py, se si ha:

_leA)
PR P T
In tal caso si serive:
g=o(f).

Nel seguito ci interessera confrontare gli infinitesimi con P — P, e con
[P — Pl (n=1,2,..).

Esempio. Si ha sempre [|P — By|[*t = o(||P — Pa||™).
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B. IL DIFFERENZIALE E LA FORMULA DI TAYLOR

Il differenziale & 'applicazione lineare associata alla matrice jacobiana
di una funzione. Esso serve per approssimare una funzione con una funzione
polinomiale di primo grado vicino ad un punto fissato.

4.3. Definizione di differenziale

Sia f:I— IR™ (I apertodi R*)esia Poel. Il differenziale di f
in P, & l’applicazione lineare IR" — IR™ associata alla matrice Jp, f (se
questa esiste).

Questa applicazione lincare si denota con dp, J.

Se flzy,..,zn) = ([ilzy van), fnly, . an)) st ha dunque:

(dP f)(r‘lu--wf-n) = (311---1 :m.)

dove: on

e (Po)ti+ ..+ ﬁ();n (Po}in
af 5 fa

I = { _—

] 8.11 (Pﬂ) 1+ +C)1” (PﬂJtn
4] m e, m

im = f (P} Sl P f (Pﬂ)zn .
().171 )’Ln

Esempio 1. Sia f:IR* — IR? la funzione definita da
flz,y) = (2% 2y, 2+ y)
e sia Py = (1,2). Determinare dp, f.

Soluzione. Per definizione dp, f @ applicazione lineare IR* — IR® associata
alla matrice Jp, f. Si ha:

Jf=1wv |+ Jnf=1|2

._.
—
—
—_—

Si ha dunque:

(dpn f)(t112"'3) = (Qilu Qi‘l + t’?! 1’1 +t2) -
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Esempio 2. 5i & visto nel corso di Analisi Matematica I che il differenziale in
zo di una {funzione f di una variabile ¢ la funzione

de, [ IR — IR

definita da: (d., f)(h) = f'{zo) h.
Questa definizione coincide con quella vista prima. Infalti in questo
caso Jf elamatrice 1x 1 (f'{2q)).

Esempio 3. I] differenziale dell’applicazione lincare ¢ : R™ — IR™ coincide
con . Infatti Je & la matrice associata a ¢ rispetto alle basi canoniche
(cfr. 3.9).

Esempio 4. Sia p; : IR” — IR la i-esima {unzione coordinata (definita da
pi(21, .. 2n) = 2;). Il differenziale di p; coincide con p;, in quanto p; &
lineare.

Esempio 5. 1l differenziale di una funzione composta fog & uguale alla
composizione dei rispettivi differenziali. Precisamente:

dp,(foy) = ((.lg(puj floldp,y) .
Cio segue subito dal teorema 3.11.
Notazione. Se f:] — 10 ¢ una funzione di » variabili si scrive

Y Ji
dpof = al‘l (PDJ (1.1.1 + ...+ 5)3;”

(Po)dan .

Diamo ora il teorema fondamentale sul differenziale: si tratta di un
primo teorema di approssimazione per funzioni di piu variabili. Si noti che
richiediamo che f sia di classe C' (continua con le derivate parziali).

4.4 Teorema (fondamentale sul differcnziale). Sia f: 1 — R™ una funzione
di classe C' definita nell'insieme [ C IR". Sia Py interno ad 1. Si ha
allora:

(4.1) J(P) = f(Po) +{dp, ))(P = Po)+ of||P — Pol))

dove P waria in un intorno di P, contenuto in 1.
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La (4.1) si pud anche scrivere cosi:

, Py = f(Ps) —dp (P — Polll
(4.1) Pll_l"l}ljo H; Rl 0

=0.

Cid vuol dire che “vicino a Py” la funzione f si puo approssimare con
una funzione polinomiale di primo grado (cio¢ f(Fp) + (dp, FY{(P — Po)) con un
errore che @ trascurabile rispetto a ||P — Fl| per £ — Fo.

Definizione. Se vale la (4.1) o la (4.1)" diremo che f ¢ differenziabile in Fg.

Osservazione. Nel corso di Analisi I si & visto cle, se la funzione di una variabile
y = f(z) & derivabile in g, allora f & differenziabile, cloé si pud scrivere:

Fla) = f(zo) = ['lea)a — xy) + ol — 2y}

e viceversa,

It facile vedere che lo stesso vale per vettori variabil (cfr. cap. 1V), mentre la
situazione in generale & pill complicata. Se 1 C IR —IR™ e dotata di derivate
parziali in Py € I, allora si pud dare {ormalmente la definizione di differenziale,
usando la matrice jacobiana, ma il teorema di approssimazione valido in una variabile
richiede, per essere vero, ulteriorl ipotesi. Ciog, In piu variabill, occorre distinguere
nettamente la differenziability dall’esistenza delle derivate parziali. In effetti la dif-
ferenziabilita si ha certamente se [ & di classe (', mentre pud venir meno per
funzioni solamente dotate di derivate parziali.

Esempio 1. Sia f: R — R la funzione definita da
Tz, y, =) =sin{xe!T%)

e sia Pp=(m, 1, —1). Siha allora:

af ad
(d‘Po f)(tlaiﬁsiB) = 5}% (PD) i + ”a_i (Po) {a+
+ Qi (Po)tz=—ty —ta— 13 .
iz

Per 4.4 si ha:
f(P) :f(P())+{dPr1f}(P— P{1)+9(||P_ PO“)

e quindi sostituendo:
Fzy, )= flm 1 =1+ (={e—7) = (y = )= (= + )+
+o(y/@— 7+ (y— D (5 + 1)
oty tolx-mi -1+
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Quindi la funzione f si pud approssimare (per P — Py) con la funzione
assai pil semplice, data dalla formula g(z,y,2) = 27 — (¢ +y +2z). L'errore
che si commette considerando ¢(P) invece di f(P) & trascurabile rispetto
alla distanza di P da F,, quando P — Fy.

Esempio 2. Sia f:R — IR’ la funzione definita da:
f(t) = (cost, sint, 1) .

Allora si ha

F(t) = £L0) + (do fY(1} +o(t)
= (1,0,0) + (0,1,1) + o)
= (1,0,0) + ol1) .

Cioé: la funzione [ si pud approssimare, in un intorno di O, con la
funzione data dalla formula g¢(t) = (1,¢,1). L’errore commesso nell’approssi-
mazione & trascurabile rispetto a ¢ (per ¢t —0).

Esempio 3. Sia f:R?>—1IR? la funzione definita da
flu, vy = (v, uv, u+v)
e sia Py=(1,2). Siha allora
(dp, f)(t1,t9) = (261, 20y + Lo, &y + t2)

e quindi

Fflu,v) = f(L,2)+ 2w —-1), u—1)+v—2,utv) —I—O(\/(u— D2+ (v—2)2.
Cioé:
(¥, uv, u+v)=(1,2,3)+ (2u—1, 2u+v,utv)+ o(+/(u—1)2+ (v—1)2) =
=(2u,2u+v+2,u —{—-u—|—3)+o(\/(u— 2+ (v—2)2) .

Cioé: la funzione [ si pud approssimare. in un intorno di Py, con la
funzione data dalla formula glu,v) = (2u, 2u4+ v+ 2, u+ v+ 3).
C. LA FORMULA DI TAYLORR

La formula di Taylor permette di approssimare una funzione cown una
funzione polinomiale di grado p. Quanto pit grande ¢ p tanto migliore
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& lapprossimazione. Questa formula generalizza il teorema del valor medio
(caso p=0) e il teorema fondamentale sul differenziale (caso p = 1}.

La formula di Taylor si pud esprimere in vari modi diversi.

Noi la presentiamo esclusivamente nel caso p = 2 (approssimazione del
secondo ordine), omettendo la dimostrazione (che si riconduce alle funzioni di
una sola variabile).

4.5. Teorema (formula di Taylor con le derivate direzionali). Sia f:I — IR
una funzione C° definita nell’aperto I di R e siano Po P due punti
distinti di I {ali che il segmento Py P sia tutlo contenuto in I. Sia

u = W}f;__};)_“  Allora esiste un punto Q del scgmento Py P (diverso du
—~ I
Py e da P) tale che:
—f EU_ o) L _(lfif_ D 2
F(P) = F(Pe)+ L (PP = Poll+ 55 oz (Po) IP = Poll* + Ro

dove:
Ra = o{||P = Pd|I*)

Questo teorema permette di approssimare una funzione con una fun-
zione polinomiale, e di dare una espressione dell’errore commesso (cioé di Ra)
chie in vari casi permette di valutare V'errore. Inoltre l'errore R» € sempre
trascurabile rispetto a ||P — Po|l* per P — Fo

4.6. Formula di Taylor in due variabili con le derivate parziali

Usando l'esempio del n. 3.18, esprimiamo la formula precedente con le

derivate parziali, fermandoci al secondo termine (e tenendo conto del fatto
P—-F .

che u= -=——F5+ )
1P — Al
4, &
Sz, y) = flzo, yo) + “f (o, o)l — o) + —f (xy, yo )y — ¥o)+
A Ay
1 {8 ) g f
3 _(3_3,_{ (2o, yo)(a — xo)” +2 E).I:(J;y (2o, yo)(x — zo)(y — yo)+

a

5.2 (x0,vo)y — yo)*| + Rz,
)

+

dove R = o([|P — Poll*).
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Esempio. Sia f :IR® — IR la funzione definita da f(z,y) = "V e sia
Py = (0,1). Si ha allora:

" 1
f(:v,y):l—}—a:-I—:u‘—}-gx(yul)Jng.

Osservazione 1. Mentre il differenziale permette di approssimare il grafico di
una {unzione di due variabili con un piano, la formula di Taylor, arrestata al
secondo termine, permette di approssimare il grafico con una quadrica.

Osservazione 2. 1l termine complessivo di secondo grado nella {formula di
Taylor altro non & che (1/21) (forma quadratica associata alla matrice hessiana
Hy = H(zo,y0)). Siccome inoltre il termine di primo grado & il prodotto scalare
fra grad (f{zo,yn)) eil vettore (z—=xzp, y—yo), la formula si pud quindi scrivere
nel modo seguente:

flz,y) = f(zo,yo) + (grad (f{zo, w0)) - (& —xo, y = yo) + (1/2D) guelz — 20, y — yo) .

4.7, Formula di Taylor con derivate parziali in generale

Vale il seguente

Teorema. Con le ipotesi di 4.5 poniemo P = (2y,..,z,), Po = (a1,...,a,).

S7 ha allora:

7Py = 5020+ 2L o = =+ 2o e
62 9 83 32 ,
91 6:1:-1; (Po)(1 —a1)” +2 e (J;J;g (FPo)(xy —ay)(xe —as) + ...+ 81£ (Po)(zn — an)”| + Ro
dove:

= of|| P~ Ryif*)
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5 Massimi e minimi relativi

In questo paragrafo applichiamo i risultati precedenti alla ricerca dei
massimi e minimi relativi.

5.1. Definizione (di massimo e di minimo relativo). Sia f una funzione di
n variabili a valori reali definita nell’insieme 7 C IR™. Si dice che un punto
Py & di massimo relativo per [ i I oser

a,) PO - !
b) esiste un intorno U di P, taleche f(P)< f(Py) perogni Pelnl.

La definizione di minimo relativo ¢ analoga.
Questa definizione non ha senso per funzioni a valoriin IR", se n > 2.

5.2. Teorema (annullamento del gradiente nei punti di massimo e minimo
relativo interni al dominio di  f). Sia f una funzione derivabile definita
nell’insieme I C IR™ e sta Py un punto interno ad [. Se Py é un punto
di massimo o di minimo relativo st hao:

gradp [ = (0,...,0)

Cloe:
Y

a.’L‘l

o

en (Po)=0".

Esempio 1. Sia [ R? — IR lafunzione definita dalla formula f(z,y) = 24y,
E chiaro che f(z,y) >0 perogni (z,y) e che f{0,0)=0. Quindi (0,0) e
un punto di minimo assoluto (n particolarc relativo) interno al dominio di f.
Si ha inoltre: o o
—{r,y) =2 =

ay

: (2,4} =2y
dr

e quindi, in accordo con 5.2:

af . af .
5. (0,0) =10 ayw,o)_u.

Esempio 2. La [unzione f dell’esempio precedente non ha punti di massimo
o di minimo relativo diversi da (0,0). Infatti non esiste nessun punto di IR?
i cui le due derivate parziali di f si annullino contemporaneamente.
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Esempio 3. Sia f:IR? — IR lafunzione definita dalla formula f(z,y) = z*—y*.
Allora si ha

gl"‘"d(o,u)f = (0,0) .

Tuttavia (0,0) non & un punto di massimo ne di minimo relativo. Infatti
f(0,0) = 0 ein ogni intorno di (0,0) la funzione [ assume valori positivi
¢ negativi (per z =0 e y # 0 valori negativi, per z# 0 e y =0 valon
positivi).

Definizione. Un punto Fp interno al dominio di f e tale che gradp, f =0
si chiama punto di siazionariela di f. Un punto di stazionarieta che non sia
né di massimo né di minimo relativo si chiama anche punto di sella.

Dimostrazione di 5.2. Poniamo Py = (a),...,a,) e sia f; la funzione di una
variabile definita dalla formula

files) = flay, ooy, 2, Gigr, .., Gn)

(cioé: consideriamo f come funzione della sola variabile a;, fissando per le rimanenti
variabili le corrispondenti coordinate di /). Poiche £y é interno ad I, la funzione
fi & definita in un intervallo aperto contenente «;. Inoltre se f ha un massimo o
un minimo relativo in Py, & chiaro che f; ha un massimo o un minimo refativo in

... 0
a;, quindi a—i(Pg):O.

Vediamo ora come si {a a riconoscere i punti di massimo e minimo rela-
tivo e 1 punti di sella tra i punti in cui il gradiente si annulla.

5.3. Teorema (uso della matrice hessiana per riconoscere i massimi e i
minimi relativi e i punti di sella). Sie [ wnae funzione di n wvariabili definita
in I CIR™ Sia Py, un punto inlerno ad [ e supponiamo che f sia C?
in un intorno di Py, ¢ che grady, f=0. Sieinfine H=Hp f la malrice
hessiana di [ in Py. S7ha allora:

a) se gli autovalor di H  sono tulli (strcllamentc) positivi, Py € un punio
di minimo relativo;

b) se gli autovalor: di H sono {ully (strellamente) negativi, Py € un punto
di massimo relalivo;

c) se H ha almeno un autovalore (streflamente) positivo e uno (stretta-
mente) negativo, Py é un punto di sella.
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Osservazione 1. Poiché [ & 3 la matrice H & simmetrica e quindi ha tutti gli
autovalori reali. Pertanto il loro segno si puo trovare applicando il teorema di Cartesio
al polinomio caratteristico, senza necessariamente risolvere l’equazione.

Osservazione 2. Se gli autovalori di H sono in parte zero e i rimanenti sono
tutti positivi (o tutti negativi) il teorema precedente non dice nulla.

Esempio 1. Sia f: R? — IR la funzione definita da: f{z,y) = 2+ y?. Allora
st ha gradp, f=0 solo per P, ={0,0). Inoltre

/20
Heol =14 o

Gli autovalori di questa matrice sono positivi e quindi Py & un punto
di minimo relativo. Cid ¢ in accordo con 5.2, esempio 1.

Esempio 2. Sia | 2 — IR la [unzione definita da: f{z,y) = z? —y?. Allora
si ha: gradp, f =(0,0) solo per Py = (0,4). Inoltre

(2 0
mel=\, _,

Gli autovalori di questa matrice sono positivi e negativi. Quindi Fo e
un punto di sella. Cio e in accordo con 5.2, esempio 3.

Esempio 3. Sia [ : R — IR la funzione definita da:  f(z,y) = 2+ y.
Allora gradp, f = (0.0) solo per Py = (0,0). Inoltre gli autovalori della
matrice hessiana sono 2 e 0. Quindi il teorema 5.3 non & applicabile. Si vede
tuttavia direttamente che f assume valori positivi e negativi in ogni intorno
di P,. Quindi Py € un punto di sella.

Esempio 4. Sia f: R = M la funzione definita da:  fz,y) = 2?4yt E
chiaro che (0,0) & un punto di minimo. Tuttavia gli autovalori della matrice
hessiana sono 2 e 0, quindi anche questo caso non rientra nel teorema 5.3. Si
confrontj anche con ’esempio precedente.

Per le funzioni di due variabili il teorema 5.3 si puo semplificare cosi:

5.4. Corollario (caso delle funzioni di due variabili). Sie f una funzione
di due variabili definita nell’insieme T C RY Sia P, un punto interno ad
I tale che gradp f=0, € siac H=Hp J. Allova:
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- se det H <0, Py & un punto di sellu;
—se det H >0 e for(Po) >0, Py ¢ un punto di minimo relalivo;
-se det H <0 e [..(P) <0, Py éun punio di massimo relativo.

N.B. Se det H = 0 il corollario precedente non si puo applicare.

Dimostrazione. Il polinomio carattieristico di /i e:
T2 — (Joe(Po) + [y (Po)) T+ det 1T

Se det H < 0, H ha un autovalore posilivo e uno negativo, quindi c’e
un punto di sella.

Se detH >0 ¢ fo () >0 sihaanche f,,(Py) > 0, quindi ¢ sono
due autovalori positivie Py ¢ un punto di mininmo relativo.

Analogamente per {"altro caso.

Osservazione 3. Si capisce 'intervento della matrice hessiana in questo pro-
blema se si osserva che la formula di Taylor si puo scrivere usando la forma
quadratica associata alla matrice hessiana ¢ che f(P)— f{P), quando si an-
nullino le derivate parziali, differisce dalla meta di tale forma quadratica per

un infinitesimo di ordine supceriore a 2.

5.5. Come si trovano 1 massini ¢ 1 nunimti relativi e 1 punti di sella interni

al dominio di una funzione [ di n variabili

- Si risolve il sistema in =z, ..., Ty,:

)

TCJ:I; (21, oy} =0
().I'J

.-(_j(‘lls "I.H):U
o,

- Si considerano, tra le soluzioni trovate, solo quelle ¢he sono punti interni al

dominio di f.
- Si calcola la matrice hessiana di [ in ognuno dei punti trovati.

— Si studiano i segni degli autovalori delle matrici cosi ottenute (usando even-
tualmente il teorema di Cartesio) ¢ si applica il tecorema 5.38.

— Per funzion: di due variabili si pud applicare 5.4.
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5.6. Alcuni esempi di ricerca di miassimi ¢ minimi relativi

Esempio 1. Sia f:IR* — R la [unzione definita da: j'(x,y) = 2% 4+ 17 — 3zy.
Trovare i punti di massimo ¢ minimo relativo e i punti di sella di f.

Soluzione. Troviamo dapprima i punti in cui si annullano le derivate parziali,
e che sono interni al dominio di f. Si ha:

aj.(l?)—SJ 3z

f .
—— ' e j ) :
5 (z,y)=3z" =3y ; ]

I punti in cui si annullano entrambe le derivate sono (0,0) e (1,1).
Questi punti sono interni ad IR?, quindi sono entrambi accettabily.

6z —3
Hf= _
—3 Gy
e quindi si ha:

(6 -3 (6 -3
Hoon f= 5 g . Haont= 3 6

1l p.c. della prima matrice ¢ 77 -8 ¢ quindi gli autovalorl sono uno

La matrice hessiana e

positivo e uno negativo. Pertanto {0,0) & un punto di sella.

Il p.c. della seconda matrice & 7% - 12749, e quindi gli autovalori
sono tutti positivi. Pertanto {1,1) & un punto di minimo relativo.

Non ci sono altri punti di stazionarieta.

Esempio 2. Sia f la funzione di due variahili definita dalla formula:
fla,y) = logle® +y7 — 1) .

Determinare i massimi e i minimi relativi di f interni al pin grande
insieme in cui f & definita.

Soluzione. Ti pit grande insicme in cui f ddefinitae: 7= {(z,y) € R* | 2?4+y°—1> 0}
Si vede che I & costituito dai puntidel piano la cui distanza da (0 O) e > 1.
Si tratta del punti esterni alla circonferenza di equazione 2% +y*—1=10.
Le derivate parziali di [ sono:
8f 2 . af 2y

o) — T .
gz () = 2?1yt — 1 Ay ) b
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(queste formule sono valide per +* +3y*—1>0). Le due derivate si annullano
contemporaneamente solo nel punto (0,0). In questo punto la funzione f
non & definita. Quindi non ci sono punti di massimo o minimo relativo.

Esempio 3. Trovare I massimi ¢ 1 minimi relativi della funzione IR% = IR,
L

. 1
definita da: f(z,y,z) = 3 4 ry 4z 4 yr.

Soluzione. f @ definita su tutto IR>. Le derivate parziali sono:

%(w,y,z):m24—y+: ; %(a:,y,:):m-{—z;
%(l‘,y,r): r+y
e consideriamo il sistema: . _
Ayt z=10
r4+:=10
r4y=10.

Le soluzioni sono: (0,0,0) ¢ (2,-2,-2), entrambe accettabili trattan-
dosi di punti interni al dominio di /.
Calcoliamo le matrici hessiane. Si ha:

2z 1 1 0 1 1 4 1 1
Hf=[1 0 1], Hoonf=[1 0 1|5 He_saf=1[1 01
1 1 0 I 10 10

Il polinomio caratteristico di Hgae, f ¢ =T +3T+2. Ci sono quindi:
un autovalore positivo e due negativi. 1l punto (0.0.0) & dunque un punto di
sella.

Il pc di Hao_nes ¢ =T°4+477 437 -2, Quindi anche (2,-2,-2) ¢
un punto di sella.
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6. Massimi e minimi vincolati (o condizionati)

Sia f: 71 CIR* — IR una funzione di » variabili (wy,..,z,) dove
queste ultime sono legate da p < n condizioni, nel senso seguente:

esistono p funzioni gy, ...gp: 1 CR* — R tali che si abbia

G1) e

7,21, Lx,)=0.

Cid significa che le n variabili non sono indipendenti fra loro: usando
le p eguazioni se ne possono {almeno teoricamente) ricavare p in funzione
delle altre n — p, che saranno effettivamente indipendenti. In sostanza la
funzione f soggetta a p equazioni di vincolo & in realtd una funzione di
n — p variabili soltanto.

Esempio 1. Sia data la funzione f(z,y,2) = 2y + 2, dove le variabili sono
soggette al vincolo dato dall’equazione g(z,y,z)=2z-y+z=0. Cio equivale
a considerare la funzione f(z, z+z, =) = 2(z+z)+z, che dipende da 2 =3-1
variabili.

Se si vogliono determinare i massimi e | minimi della funzione f sot-
toposta ai p vincoli, si puo procedere alla eliminazione delle p variabili
superflue e ridursi a trattare il problema per la nuova funzione di n—p va-
riabili. Ma cid non & sempre agevole.

Noi vogliamo descrivere qui, senza dimostrazione, un metodo per deter-
minare i massimi e i minimi di una tale funzione f soggetta alle condizioni (o
vincoli) (6.1), evitando, almeno in un primo tempo, eliminazione di variabili.

i considerino dunque p parametri Ay, .., A (che chiameremo molti-
plicatori di Lagrange) e si costruisca la nuova funzione di n variabili

F(zy,onzn) = f(21,002a) + Mgz, za) F ot Ap gp(T1, .. Tn) -

Si pud dimostrare che, se P & un punto di massimo o di minimo relativo
per la funzione vincolata f, allora necessariamente in P sl annullano le
derivate parziali di F rispetto alle variabifi z,,.., 2z, (mentre A;,..., A, sono
considerate costanti).

Si ha ciod (per ogni i=1,..,n}):

(6.2) OF(P)/Oz; = 0f(P)/dz; + MAN(P)/Or; + ..+ 20g,(P)/0x; =0 .



Abbiamo quindi un sistema di n+p equazioni (le (6.1) e le (6.2)) nelle

n+p incognite Ay, ..., Ay, z1,..,2,, che consente (almeno teoricamente) di
determinare le coordinate dei punti di stazionarieta, fra i quali si troveranno

quelli di massimo e minimo.

Esempio 2. Sia data la funzione [(x,y,z) = ay+ 2z, dove le variabili sono
soggette al vincolo dato dall’equazione g(z,y,z) = 2 —-y+z =10 (sl veda
Pesempio 1).

Consideriamo allora la funzione F(z,y,z) =2y+ 2+ Az —y+z) le cui

derivate parziali sono:

Fo=y+a,
Fy=2-2X,
F,=1+X.

Si hanno allora le 4 equazioni:

y-{»)\:Oj
r—A=20
I+4=0
r—y+z=40
che hanno come soluzione:
A=—-1, z=-1, y=1, =12,

Pertanto ’unico punto di stazionarieta per la funzione F(z,y,z) =
flz,y,2)—(z—y+zy=ay—2+y ¢ P=(-1,1,2).

Per stabilire se P & effettivamente un massimo o un minimo condi-
zionato per f(z,y,z) occorre tuttavia eliminare una delle variabili, tenendo

conto dell’equazione di vincolo

y =2 +z sostituitoin f(z,y,z} da la funzione
Wz, z) = flz, 2+ =, :):;L'(m—l—:)—l—z:a;?—l—a:z-{—z .

Per 2 =—-1 e =2 la{unzione vale 1.
Consideriamo ora le derivate parziali secondein z=-1, z =2

herp =2 he: =1 hey =0

La matrice hessiana ha due autovalori entrambi strettamente positivi:
si ottiene un punto di minimo relativo (teorema 5.3 a)). Quindi P & un

minimo relativo vincolato per la funzione [,
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Osservazione. In generale con la tecnica del moltiplicatori di Lagrange s

ottengono i punti di stazionarietd vincolati per f; per decidere se si tratta

di massimi o minimi occorrono o ragionamenti diretti o ’uso dei teoremi sui

massimi e minimi liberi, dopo aver eliminato p variabili.

7. Esercizl

1.

10.

Studiare le curve di livetlo della funzione [ : IR? — R definita da:

a

fle,y) =" —2y" .

Che cosa & il grafico della funzione di 17

Gia f la funzione di due variabili definita dalla formula
f(x,y) = logle® — 2zy) .

a) Determinare 1l piu grande nsieme [ C IR? incul f & definita.
b) Calcolare le derivate parziali di J, indicando il pit grande insieme in cul
sono definite.
. . 9, d
Sia f come in 3. Calcolare: aj} .—f(3, 1); b) ‘—f(-l,—l); c) grads l)f.
Jdx dy :

Sia f come in 3. Calcolare le derivate seconde di f, indicando il pilt grande
insieme in cui sono definite.

Sia f la funzione di due variabili definita dalia formula:  f{z,y) = V&% — .

a) Trovare il piu grande insieme [ incui f € definita.
b) Calcolare le derivate parziali di f, indicando il pilt grande insieme in cul
sono definite.

1\-/____2'] . Calcolare g{; (3,1) in due modi (con la

definizione e usando le derivate parziali).

Sia f comein 3,esia u==

d
Sia f comein 3esia P = (3,1} Determinare il versore u tale che 4 (3,1)

du

sia massima.
Sia f come in 3. Determinare il versore v tale che Iv (3,1) sia muuma.
v

: : : : , . df
Sia f come in 3. Determimare 1versort 1 tali che — = 0.

dua

3] - GRECO-VALABREGA - Lezioni di algehra fineare ¢ geometria, vol. 11
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11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

2

Calcolare d;j: (3,1).

an-

31+ 4j

Sia f comein 3, esia u=
Siano f:IR*—IR ¢ g:IR — IR? le funzioni definite dalle formule:
f(a:,y,z)::u"’ﬁSy—z . g(t)=(t* =1, 2, sint) .

d(fog)
di

Calcolare in due modi (sostituendo e derivando; usando la formula).

Siano f:IR* =M e ¢:IR* — IR? le funzioni definite da:
flr,y,2) = (zy, =7, 2 —2) ; glu,v,w) = (sinu, u+ v+ w’) .
Calcolare: Jf; Jg,; J{go f).

Sia f comein 13 esia Py =(-1,1,2). Calcolare

(dpo f)($11$3"r3) e (dpuf)(l,z,—l) :

Siano f e g comein 13, esia Py = (-1, 2). Calcolare

[dp, (g0 [)] (21, L2,23) .

' . . - . - P . . . - bl
Trovare I massimi e minimi relativi e i punti di sella della funzione f:IR" — IR

L‘l 2
definita da: f(z,y)=zy+ — + — .
r oy

Trovare i massimi e minimi relativi e i punti di sella della funzione f:IR?® — IR
"

definita da:  f(z,y,z) = (2 + y*)? + 2% — 2.

Siano f,g:MR" — IR™ due funzioni C' tali che (fog}(P)= P perogni P
di un intorne U di Fy. Dimostrare che

Teo (1) = [Jrpn o™

Sia f una funzione €' di due variabili, e sia y = y(x) una funzione C* tale
che f(z,y(z)) =0 perogni z appartenente a un certo intervallo aperto I.
Dimostrare che s ha:

y'(e) = —% (i, y(l‘))/% (v, y(z))

per ogni punto z € I in cul la formula ha senso.
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8. Elementi di geometria differenziale delle superficie

Ricordiamo che una superficie S dello spazio a tre dimensioni puo
rappresentarsi in due modi:

1° modo: S = luogo dei punti P = (2,¥,2) tali che f(z,y,z) =0, dove
f(z,y,z) &una funzione IR — IR;

90 modo: § = immagine di una funzione f:IC IR* — IR?,

Per quanto riguarda il primo modo, abbiamo visto molti esempl nel
cap. 11 (piani, sfere, quadriche ecc...). Qualche esempio di superficie data nel
secondo modo si & pure visto nel cap. 1T (coni e cilindri in forma parametrica).

Cominciamo con lesaminare a fondo il 1° modo.

8.1. Superficie in forma cartesiana

Sia S: f(z,y,2) =0 una superficie in forma cartesiana, dove f e una
fouzione € di W® in IRR. Se Py €S einoltre gradp,(f) # 0, sl puod
definire il piano tangente a S in Py nel modo seguente.

Si consideri una qualsiasi curva regolare £ confenuta in S e passante
per Py, diequazioni P = P(t) = (z(1), y(1), =(1)). Allora L e dotata di retta
tangente rc in Fo. Al vatiare di £ su s otteniamo infinite rette. Vogliamo
provare che tutte le rette rp sono complanari e individuano un piano, detto
tangente a S in f4. Tn primo luogo si hia:

Teorema. Sia S una superficie di equazione f(z,¥,2) = 0 e PbesS un
punto tale che gradp [ # C. Sia poi L1 P = P(t) = (z(1), y(t), 2(t)) una
curva regolare contenuta in S € passanie per Py = P(tg). Allora gradp f

¢ ortogonale alla retta rc tangenie L oin P

Dimostrazione. Poiché £ giace su S, si ha: flz(t), y(), z(t)) = 0 per
ogni t. Deriviamo ora la funzione composta F(t) = f(z(t), y(t), =(t)) che,
per quanto detto, & identicamente n ulla ed ha pertanto derivata nulla:

Crd ) (85 () () () () (),
- (2rw) =(2) (5 .+ (), (), (). (%),
cloe:

0 = (gradp, f) - (2'(2), ¥/ (1), £'(£)) = (gradp, Y- (P'(to)) -

Dunque P'(ty) e gradp f sono ortogonali.
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Corollario. Le tangenti in Py alle curve regolart contenule in S e passanti
per Py giacciono nel piano per Py ¢ ortogonale a gradp, f.

Resta percio giustificata la seguente:
Definizione di piano tangente. Se S lha equazione f(z,y,z) =0, dove f
& tale che gradp f # 0, allora il piano tangentea f in Py e il plano per
Py ortogonale a gradp f; pertanto = conticne le rette tangenti alle curve

regolari £ su S per P (cfr. quanto detto a proposito delle quadriche nel
cap. 1I).

Equazione del piano langente:

(8.1) (gradp, f) - (P = FPy) =0

o X d_f T Qi . _
(3_I)po (r— o)+ (5)1'1').0{.(“/ Yo) + (az)Po (z—2z)=0.

Esempio 1. ] piano tangente alla superficie sferica S (x—o) +(y— 8 +(z—=7)* = R
in Py =(zo,y0,70) &

oy vero:

2

2z — o)z — wo) + 20y — PNy —vo) +2(z0 = 7)(z — 20) = U

Esempio 2. Sia S la superficie di equazione 2y’ —:* = 0. Siha: gradp, f=
(y3, 2z0y0, —229), dove (zg, v, z20) = Fo.

Pertanto nei punti di coordinate (z4,0,0) su S il piano tangente non
esiste perche gradp f=0. Invece in P =1(0,2,0) ha equazione 4z =0.

Esempio 3. Sia f(z,y,z) =0 una equazione polinomiale clie definisce una su-
perficie passante per lorigine  O. Cio significa che  f(z,y,z) =
ar + by + cz+ termini di grado > 2. Pertanto si ha:

M=o, (LY=o, (L=
(0:1, 3y 9z

e quindi il piano tangente a S in O ha equazione: az+by+cz =0, cioe si
ottiene annullando i termini di primo grado.
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8.2. Superfici regolari in forma cartesiana z = f(z,y)

Se la superficie S ha equazione = = [(x,y), allora il piano tangente in
Py = (2o, y0,70) = (2o, Yo, f{zo,¥0)) ha equazione:

6f> af
" (J:*wo)Jr(.—) (v —yo)— (2 —20) =0
<5“’ (ro.y0) Y/ (roye)

in quanto P’equazione si puo scrivere fle,yz)=fley) —2=0 e i —~1.

Pertanto si ottiene:

0
2 = fzo,y0) + (%) (zo,yo)(z —20) + (%) (20, y0)(y = %0) -

8.3. Interpretazione geometrica doi massimi e minimi

Sia f una funzione ! di due variabili e sia Py un punto interno
al dominio in cui gradp, f = 0. Allora il piano tangente al grafico nel punto
corrispondente a Py ha equazione

3=f(PD)

e quindi & orizzontale.
Inoltre si ha:

Py &un punto di minimo relativo se e solo se ¢’& un intorno di P tale
che il grafico della funzione ristretla a questo intorno & tutto al di sopra del
piano tangente al graficoin Fy. Analogamente se Py & un punto di massimo
relativo.

Se invece il grafico &, in qualunque intorno di Py, parte al di soprae
parte al di sotto del piano tangente, Fo & un punto di sella.

8.4. Applicazione alle curve del piano e dello spazio

Abbiamo visto nei capp. [ e IT che una curva piana si puo rappresentare
mediante una equazione f(x,y) =0 eunacurva spaziale mediante 2 equazion:
g(z,y, z) = h{z,y.t) = 0. Cerchiamo di scrivere equazioni per la retta tangente
in questi casi (non compresi nella trattazione del cap. IV).

Caso 1. Sia £ una curva intersezione della superficie Sy :g(z,y,2) =0 e
della superficie S»: h(z,y,2) = 0. Sia Py = (z0,v0, 20} un punto di £; allora
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la tangente r; a L in £ se esiste appartiene al plano =; tangente a .5,
in Py e al piano 7 tangentea S, in Py Se 7 # @, allora rg =71 Nma,

dg , dg Ay B
(a_I>PO (z —xo) + (ay)PD(U— Yo) + (33)130 (z—2)=0

8]1' dh ()h
(a)& (z —zp) + (%)Po (¥ —vo) + (E)pu (z—2)=0".

Esempio. La retta » tangente in Py = (1,+/2,0) al cerchio di equazioni:
z—z—1=2" 4+ 4+(z+ 1) -4 =0 ha equazioni (ricordando che =, =5,
essendo S; un planoj:

cioe:

Tr

{ z=z4+1
Az — D)+ 202(y— V2)+2: =0 cioe:
{ r=2z4+1
z+ \/§y +::=3.
Osservazione. Se m e w, sono coincidenti ci vogliono altri metodi, come
pure se w; O W, non esiste.
Caso 2. Sia £ la curva del piano di equazione f(x,y) =0 (nel plano zy).

Si pud considerare £ come intersezione del piano S; :z =0 e del cilindro
Sy flz,y) =0 che la proietta parallelamente all’asse :. Pertanto

e=d (00N ey
(52) m+ (Gr) w-m=0,

\ . ad d
Dunque, sul piano zy, »z e ortogonale al vettore (—f , 9f =
; dz Oy / p,

gradp, f. Pertanto £ ha tangente se ¢ solo se gradp f # 0.

Osservazione 1. Si vede subito che la normale principale a £ in Py ha

. 3 f
(g—f> (& — o) — (2> {(y—w)=0,
¥ Py du Pa

in quanto deve essere ortogonale a r; e quindi parallela a gradp, f.

equazione
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Esempio. Sia £:22+12—1=0; latangentea £ in P =(1,0) ha equazione:

of (1,0)(z — 1) + of (1,0)y = 0, ciot: =z =1. La normale in Py ha
oz dy

equazione: y = 0 (si noti che passa per il centro (0.0) della circonferenza
L).

Osservazione 2. Se L£: f(z,y) =0 passa per O, laretta tangente in O ha

ary o fefy | _
(ax)o”<ay>oy‘°'

Sia £ una curva algebrica (cioé f & un polinomio): f(z,y) = a1z +
by 4 fa(z,y) + .+ fulz,y) dove a; e b, non sono entrambi nulli (perché
(a1,b1) = gradg(f)) e fa,...,fa sono monomi di grado 2,..,n. Allora rc:
aiz+by=0.

Pertanto la tangente in O si ottiene annullando i termini di grado 1

(in f(z,v))-

equazione:

8.5. Superfici regolari in forma parameftrica

Nel cap. IT abbiamo introdotto it concetto di superficie S in forma
parametrica cioé:

S P=Pluv)={z(u,v), yluv), =(uv,v)),

. . ~ . P . 7] . .
dove il punto (u,v) variera d’ora in poi in un aperto I/ di R°. Quindi, se
P & una funzione di due variabili a valori in IR®, P(u,v) varia sopra una
superficie 5 dello spazio.

Definizione. S: P = P(u,v) sidice regolare se
A. P éinietiva;
B. P é&di classe %

C. la matrice jacobiana

J(U,IJ) P = Yu Yo

ha rango 2 ovunque, cioé delorming sempre una applicazione lineare iniet-
tiva.
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Osservazione Importante. Sopra una superficie regolare S 1 due vettori
P, = (Tu,¥u,zu) © Py, = (24,00, 2) non sono parelleli in alcun punto della
superficie (e nessuno dei due ¢ mai il vettore nullo), per la condizione C.

Esempio 1. Un piano dello spazio si pud esprimere in forma parametrica cosi:
P =sv+iw4d Py

dove v e w sono due vettori non paralleli.
E ovvio che P = P(s,t) e continua e C°. Inoltre si ha:

Pi=v | P, =w

quindi P, e P, non sono paralleli, cioé la condizione C & soddisfatta.
Pertanto un piano ¢ una superlicie regolare.

Esempio 2. 5 :{(z,y,:) = (u. ue, v?) non ¢ regolare perche non e iniettiva,
infatti P(0,1) = P(0,—1) = (0,0, 1).

Esempio 3. S:(z,y,2) = (lcosu, {sinu, v’) con —w<u< 7w, —oco <t< 400,
& inlettiva. ma non regolare, perchie la matrice jacobianain ¢t =u =10 ha rango
1:

/10
‘](O,O)P = 0 O
0 0

8.6. Curve regolar! sopra una supecrficic regolare

Sia §: P = P{u,v) una superficie regolare e £ : P = P(ug,v) (ovvero
P = P(u,v)) una curva coordinata.

Allora P & iniettiva e di classe (™ e inoltre la condizione C sulla
superficie implica che P'(ug,v) (risp. P(u,vp)) non e mai nullo, in quanto:

f](P(u,u)))

do

Pllug,») = (

Pertanto £ e regolare.
Pil in generale, sia £ una curva tracciata sopra S, definita dalle
equazioni parametriche:

L. P= P(“’{t)i ’U(i)) '
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cid significa che il punte Q = (u,v) varia in funzione del parametro ¢ e
quindi P & funzione composla di ¢ attraverso uw e wv. Se la curva piana
£:0Q=0Q() = (ull),: & regolare, allora anche £ & regolare.

Infatti le condlzlom sulla iniettivita e la classe €°° sono chiare; per
quel che riguarda il vettore tangente a £, s ha (per la formula di derivazione
delle funzioni composte):

dP du dv
2 =P, —+ P,
(8-2) dt di di

che non & mai nullo perche 2, ¢ P non sono mai paralleli.

Esempio. Sia S {z,y,z) = (u, 3, u—v) unasuperficie regolare e £’ la curva
piana regolare di equazion:
w =31

2

=1
Allora la curva £ : P = P(1) = (3t 1% 3t —(?) ¢ tracciata sopra S e
regolare. Infatti si ha:

dP

i = (3, 6", 3—=20) #(0.0,0) vt .

8.7. Il piano tangente a una superficic regolare

Sia §: P = P(i,v) una superficie regolare ¢ Py = P{ug,vp) un suo
punto. Vogliamo qui introdurre il piano tangente come si e fatto in 8.1 per le
superfici in forma cartesiana. Occorre premettere il seguente

Teorema. Sia L : P = P(u{l), (1)) una curva regolare tracciata sopra S
e passante per Py; allora la retta langenie o £ in Py giace nel piano =
generato dalle rette tangenti alle curve coordinate di S per Py

Dimostrazione. Discende dalla (8.2), dove si allerma che il vettore P'(1) e
combinazione lineare di P, ¢ P, ciot del vettori paralleli alle rette ry, ed
r, tangenti alle linee coordinate.

Resta dunque giustificata la seguente:

8.8. Definizione (di piano tangente). Le retle fan 1genti alle due curve coordi-
nate P = P(ug,v) e P = Pluw) sopra S passanti per Py individuano 2l
piano tangente a S i Fy.
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Regola pratica per scrivere un'equazione del piano langente = a S i Py
m:(P—PFPy) PuANP, =0,

cioé, in forma cartesiana:

Towy Y-y oF
(Iu)Pn (yu)]’g (IU)IDQ =0.
(:I"‘!.!)Pg (:UU)PU (

Esempio 1. 1l piano tangente a S : (2,y,2) = (v —v, v’ +v,u— %) in
Py = P(1,1) =(0,2,0) ha equazione:

cioe:
Te—2y—3z+4=10.

Esempio 2. Se ~ e una circonferenza contenuta nella superficie sferica S e
Py € v, latangentea v in Py ¢ contenuta nel piano tangentea S 1n Po.

Osservazione 1. Il differenziale di P = P(u,v) in (ug,vy) & 'applicazione
¥

lineare:

(uo,ve) P(u; U))(S, i) =

Oz Jx & th gz dz
(57; (ue, vo) s + E™ (vo, wo)l | ()—: (vg,vg) s + d—: (g, vo)l E (vo,vg) s + Em (ug, 'Uo)i) -

Se la. matrice jacobiana:

Ly Ly
J(ng,vn) f = Yu Yo
Z'“ :U

(ugvp)

ha rango 2, si puo considerare il piano di equaziont parametriche:

= x(ug, vo) + 2y (wp, o) s + 2y (vg, vg)t
= y(uo, vo) + yulug, vo) s+ yo (o, vo)t
= z(ty, vg) + s lup,vg) s + 2y (g, vg) t .

=
LRI o 1
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Tale piano = & parallelo al vettorl P = (T, Yur2u)(uo,v0) € Fu =
(2, v, 2o )(uo, vo) € pertanto & il piano tangente. Resta dunque interpretato il
differenziale in termini geometrici di piano tangente.

Osservazione 2. Analoga interpretazione si puo dare al differenziale di z =

flz,y) in (zo,y0). In efletti (diroyey F)u,v) = (Qi> u + (5_f v,
O {zo.¥0) By (z0,%0)

d af . .
mentre z = zo + (l) (z — 20) + (j> (y — yo) & lequazione del
dr /)y ay /.
0.Yo) {ro.Yo)

piano tangente.

8.9. Angolo tra due curve di nna superficie

Siano £, Ls due curve e sia Py un punto di entrambe. Diremo che
£, ed Lo formano un angolo o in [y se le tangenti ad £, ed L» in Pg
esistono e formano un angolo a.

In particolare se o = /2 diremo che £, ed L. sono ortogonaliin Fp.

Inoltre £, ed L, sono tangentiin P seesolose o= 0.

Questa nozione si applica principalmente alle curve di una fissata su-
perficie S e in particolare alle curve coordinate.

Esempio 1. La normale e la binormale ad una curva £ in Py sono ortogonali
ad £ 1n Fa.

Esempio 2. Se Ly : f(z,y) =0, L2 :g(zy) = 0 sono due curve del piano
Ozy e P, &un punto comunea L[ ed L., l'angolo formato da £, ed £
in P, coincide con I'angolo dei vettori gradp [ e gradp, g. Infatti questi
vettori sono ortogonali alle rispettive tangentia £, ed Lo in P;. L’angolo
« formato da £, ed L. in Py & quindi dato dalla formula

(gradp, f)- (gradp, 7)

leradp, 711 lgradp,

cos O

Esempio 3. 'Trovare "angolo formato dalle curve £y 122 4+y+1 =0 e
Lo zy—1=0 in ciascuno dei punti di intersezione reali.

Soluzione. L'unico punto di intersezione reale & Py = {=1,-1). Applicando
la (8.3) si trova:
(~2,0)- (~1,-1) _ V2

CO3 ¥ = = —

22 2
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da cui si deduce o = 7/4.

Esempio 4. Sia 5 :(z,y,z) = (ucosv, usinv, u). Trovare i punti di S in cui
le curve coordinate si incontrano ortogonalmente.

Soluziene. Se Py il punto di S corrispondente alla coppia (up,vg), le
curve coordinate passanti per P, sono
Ly :(x,y,7) = (ugcosv, ugsinwv, ug)
Lo(ryy 2y = (ucosvy, usinvg, u) .
Due vettori tangenti in 7 alle curve in esame sono

vy = (—ugsinwy, tgcosvy, 0) vs = (cos vy, sinwg, 1) .

(Questi vettori sono ortogonali s¢ v, - va = 0 ossia quando vale la
relazione:

— Uy 81N Uy COS Uy + Uy €Os vy 5iN vy = 0

e quindi le curve coordinate sono ortogonali in ogni punto di § in cui la cosa
ha senso, cioe in tutti i punti corrispondenti a coppia (u,v) con wu £ 0.

8.10. Normale ad una superficic e angolo di incidenza

La normale alla superficie 5 nel punto 2y ¢ laretta per Ay ortogonale
al piano tangente ad S in . Tale retta esiste quando esiste il piano
tangente. Un vettore v & orfogonalea S in P, se & parallelo alla normale
(ossia ortogonale al piano tangentea S in Py).

Esempio 1. Se § €& un piano, la normale ad $ in P, & la retta per P,
ortogonale ad §.

Esempio 2. Se 5 : f{z,y,z) = 0. la normale ad S in P, ha equazione
parametrica vettoriale
P =Py t{grady [) .
In particolare gradp f & un vettore ortogonale a § in P,.
Se r € una retta passante per Py, Pangolo formato da » e dalla
normale ad s in Py si chiama angolo di incidenza {tra » ed S in Py).

Esempio 3. La normale ad 5 in Py ha angolo di incidenza 0. Ogni retta
tangente ad S in P ha angolo di incidenza ugnale a /2.



V-063

Esempio 4. Se S f(e,y,z) =0 ¢ »r: P =D+ tu & una retta passante per il
punto Py di S, Pangolo di incidenza o ¢ dato dalla formula

(gradp f)-u
llgradp, [l

COo5 v ==

Pili in generale I'angolo di incidenza di una curva £ con una superficie
S (in un punto Py comune a entrambe) ¢ 'angolo di incidenza tra S e la
tangente ad £ in Py

9. Classificazione del punti di una superficie

Vediamo che 1 punti regolari di una superficie possono essere di tre tip1 — 1per-
bolici, ellittici, parabolici — a seconda della posizione del piano tangente rispetto alla
superficie. Cio estende quanto visto nel cap. 11 per le quadriche.

9.1. DPunti iperbolici. ellittici. parabolici dif una superficie

Sia Py un punto della superficie S e supponiamo che il pianc 7 tangente
ad S in Py esista.

Il punto Py st dice iperbolico se in ogni intorno di Py esistono puntl di S
da entrambi i lati di .

It punto Py si dice elliltico se esiste un intorno F di Py taleche SNU sl
trova tutta dalla stessa parte di 7 ¢ incltre 5 & unico punto di /' comune ad
S ea P

Il punto Py si dice parabolico se non & né ellittico né iperbolico. Cid vuol dire
che esiste un intorno U di Py tale che /NS ¢ tutta dalla stessa parte di w, e
inoltre in ogni intorno di Py c¢i sonc punti comuni a 5 ¢ 7, diversi da Fy.

Esempio. Sia S : z = f(z,y) 1l grafico della lunzione di due variabih f, e sia
Py = (2¢, Yo, f(zo,y0)) un puntodi S tale che gradg, ..,/ =1(0,0). Allorasi ha:

- P, e iperbolico se (zg,yn) e un punto disella per f
- Py éellitticose (xp,yp) € un punto di massimo o minime isolato per f

— P, & parabolico se {2¢,m) & un punto di massimo o minimo non isolato.

9.2, Classificazione dei punti di una superficie S @ f{u,y,2) =0

Sia Py = (zg, yo, o) un punto regolare di 5 e supponiamo che f sia C3 in
un intorno di Py. Sviluppando f con la formula di Taylor in Fy si vede che S s
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uG approssimare, vicine a %, con la quadrica [* di equazione:
) l |

d ) ;
8:1; (Po)(z — xy) + ;‘f {(Fo)ly ~ yo) + % (Po)(z — z0)+

d d.‘ r
+3 { L (e — 12 d“f) (Po)(& — 20)(y — v0) 1 } _o

Questa quadrica st chiama quadrice osculatrice ad S in P,. Dalla formula
di Taylor si deduce che P, & iperbolico per S se e solo se & iperbolico per T, etc.

Moltiplicando per 2 I'equazione precedente e traslando Py nell’origine (11 che
non cambia la quadrica) si pud supporre che la matrice di T’ sia

gL{(PD) @Tf{y Fo dazg (Fo) gaf,( ")
o.1) e aipij(po) %%(PU) ai:jjéj).:(fjo) %-5(’%)
oLry LLiry Shim Yim
gf (Fo) %(_Po) g{ (Po) 0

Pertanto per stabilire la natura di Py basta studiare la matrice A.

Esempio. Stabilire la natura del punto 7y = (=1.1,1) della superficite S :z 4+ 2° +
2 3
y-+ 27 = 0.

Soluzione. La quadrica osculatrice, traslando 72y nell’origine & associata alla matrice

—{

[P N e

A=

[ AN i T N R e
[ow BRI NN

0
0
4

W]

St ha det A =132, Pertanto Py & un punto iperholico.

Osservazione. In qualche caso si pud studiare {a natura di Py nel modo seguente:

- si eflettua un cambiamento di coordinate in modo che il piano tangente = sia
parallelo al piano = = U;

- siricava 2z dall’equazione di 5, trovando = = glx, y);
- si applica 'esempio visto in 9.1,

La difficolta di questo metodo sta nel poter esplicitare effettivamente la z. Si
puo dimostrare che cio & sempre possibile se I'equazione di S & un polinomio in

xly'}z
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Esercizi

Trovare il piano tangente e la retta normale alla superficie S @ (z,y,z) =
(e*, u+v, u) nel punte P(u,v).

Trovare il piano tangente e la retta normale alia superficie S:z=¢e" nel
punti regolari di 5.

Trovare l'angolo a delle curve coordinate della superficie di 1 nel punto

(1,1,0).

Stabilire per quali valori di A e p larvetta r: P = Py+1t(p,0,A) & tangente
in Py =(0,0,1) allasuperficie S:z=¢e".

Sia Py un punto regolare dellasuperficie S esla a un plano passante per S.
Supponiamo che esistano due curve regolari su 5 passanti per Py, tangenti
ad «, e formanti un angolo # 0 ¢ # 7. Dimostrare che o & tangente ad

S in P

Stabilire se Porigine delle coordinate & un punto ellittico, iperbolico o parabolico
nelle superfici

S iz—-yz=0; Syriz-yi—a2t=0; 5'3:1'+y+:—3:2—y2~z3:0.

Studiare le curve coordinate della superficie

Sy, z)=(14+2u+ vl 3u+ 200, 1 —u— v) .
Trovare il luogo dei punti in cui il piano tangente alla superficie S dell’esercizio
precedente & parallelo all’asse delle z.

Trovare i massimi e minimi della funzione f(a,y,z) = 2* — 2+ 2y, sottoposta
al vincolo: v+ y—2 =0



