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Capitolo IX

CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI

1. DOMINIO ED INSIEMI DI LIVELLO DI FUNZIONI A VALORI REALL

Richiami.

Una funzione di  #  variabili a valori reali si indica con F ey, x,) osem-
plicemente  f{(P) , con P appartenente allo spazio euclideo R"

Wdominio di f , dom f | &Ulinsieme dei punti P € R” per cui & definito
7@

I grafico di /& il sottinsieme costituito dai punti  (xy, .., %, %y 1) ERTTL
tali che w47 = f (%), ..., x,) con (x,, .., x,)Edomf . Se f &unafunzione di
due variabiii reai {(x, )} , il suo grafico & la superficie topografica di equazione:
2= fx, ) .

L'insieme di livello. ¢ € R della funzione f & costituito dai punti P& dom f
tali che  f(P)=c¢ ; linsieme di livello relativo ad un punto Pg Edomf & linsieme
dei punti © P € dom f taliche f(P)=f(Py) . Se #=2 overo n=3 , gl insie-
mi di livello si dicono rispettivamente linee e superfict di livello,

Sia P\oi un punto di accumulazione di  dom [ ; sidice che | halimite [ER
per P—= Py esi scrive

lim  f(P)=1
P—p,

se, V. € >0 ,esiste § >0 tale che |f(Py—1{<e, V PEdomfeo<ilP-p, [<5
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Lz funzione [ sidice continuain Py se lim f(PY=F(/Py) .
P —>p,

Esercizi.

1.1. Determinare e rappresentare graficamente il dominio delle seguenti fun-
zioni di due variabili:

1) Flx, )=V x® + 492 — 1
2) flx, v)=log (x* —4y* — 1)

4 el
3 f(x,y):\’ cj(/)s:

4y f(x, y)=log (sin (x* + %))
5) Flx, y)=arcsin (x? + 3> —4)

1) P {x, y) € dom f se x* + 4y? . Si tratta dei punti
esterni ed appartenenti all’el- J’/
lisse: x? +4y*—~1=0 (fig.1)
/ Fig. 1
2) P(x,y)€Edom f se x*—49*—1>0 . Sono i punti interni all’iper-
_ bole ¢  di equazione:
— br X2 — 4yt —1=0 (fig. 2)
N e Pl ah—
\\ e  ——
— B S —
=t I —
—=7 Fig. 2

3) 1l dominio di [ , rappresentato in Fig. 3, ¢ costituito dal punti per cui
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siha: o: 4y —x%? =20

partenenti zlla parabola :
1

2
k

s i
5 + 2kw [ ntero;

ovveroe 1 punti per cui
—x* <0
sono 1 punti esterni alla

parabola e con x € |

3
+ 2k7 | ?w—l-Zk?r[ .

4) 1l dominio di f ¢ costituito dai punti per cui

by
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///// QX
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4

T
x* con x &€ ]——+ 2kT,

cosx <0 |
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, cosx >0
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5) La funzione arcsin

o
1<zt 4+y?-4<1

f

sere
cioe 1l dominio di

R‘f

1
g

Fig. 4

e definita per

e co-

N - T

e

2

che %?’J

stessa /?"

v’ I\ o’
— -+ 1 ‘ ’ N -
2 © ;l 3~7r il i

Fig. 3

sin (x? +9%) >0 e

quindi 0 <x* +92 <q |
ovvero 2 <x? 4 9% < 37
ecc.

Si ottengono infinite corone
circolaridi centro I'origine e
private del bordo oltre al
cerchio di centro [origine
(esclusa dal dominio) e rag-

gio V7 .

—1lsp< uindi dovra es-

1y

stituito dalla corona circolare

k2

leq
V3

5

di centro lorigine e delimitata

dalie circonferenze
V3 e V5 ,

comprese.

di  raggio
circonferenze

%

¥

% ‘r<1

Fig. 5
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1.2. Determinare e descrivere il dowinio delle seguenti funzioni di tre variabili:

1)
2)

3)l

1)

2)

3)

(x, v, 2)=V &% + 3% + 22 —2x—4
Y ¥ 4
fle, v, 2)=vV x? +y2 —2% -1

- 2

fx, y z)=log ——;/—__pi—

[punti P(x,y,2)Edomf sonotaliche x? +y% +22—2x—4y=0 ;
si tratta dei punti esterni o appartenenti alla sfera di equazione  x2 +
+y? +22 —2x—4y=0 concentro C(1,2,0) eraggio R=v5 .

I punti P (x, v, z)Edomf sonoipuntipercui x* +y%—-2221 ¢
quindi, poiché I'equazione  x? 4+ y* —z® =1 rappresenta un iperbo-
loide ad una falda di rotazione intorno ail’asse z , il dominiodi f ¢
costituito dai punti di quella delle due regioni, delimitate da tale super-

ficie, a cul non appartiene I'origine del sistema di riferimento.

La regione & costituita dai puntipercui o: z—x>>0 e y>1 ovve
ro z—x*<0 e y<1 . Lequazione =z—x?=0 rappresenta
un cilindro parabolico con generatrici parallele all’asse  y e quindi il domi-
nio ¢ costituito dai punti del semispazio ¥y > 1 interni al cilindro e dai
punti del semispazio y <1 esterni al cilindro.

1.3. Considerata la funzione

Fle )=V 92 —x?

determinarne il dominio, il grafico, la lineq di livello ¢, la linea di livello re-
lativa al punto P, (4,5).

Il dominio di f & costituito dai punti  (x, y) percui y* —x? =0
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poiche  y® —x? =0 rappresentalacoppiadirette x—y=0 , x+y=0 ;
il dominio di f ¢ costituito dall’angolo completo individuato dalle due retre,

lati compresi, che contiene I'asse  y

La superficie topografica individuata da f ha equazione: z=+/y?—x?

o anche z2 =y? —x? con z>0.
Poiche I'equazione  x* —y? + 22 =0 } 2
rappresenta un cono di rotazione di asse 1’as- N

se y evertice l'origine, 1l grafico richiesto & ¢
la parte di tale conocon 220

<\

Per quanto riguarda le linee di livello si
ha che: se ¢ <C0 |, linsieme dilivelloe vuo-
to,s¢ ¢=0 sonolerette x—y=0
x +y=0 , se ¢>0 ¢Viperbole del piano
[x ] diequazione 9% —x?=¢% | con Fig. 6
asintotl le rette precedenti e vertici in V (0,¢) , V' (0,—¢). A tale tipo

di iperboli appartiene la linea di livello relativa al punto P, (4,5) che ha
equazione y* —x* =9

1.4. Considerata la funzione
fx, y)y=arcsin (x* + %)

verificare che la corrispondente superficie grafico é una superficie di rotazione
mmtorno all’asse =z ; determinare le linee di livello 0, T di f e lalinea

1 1
di livello velativa al punto  Pg (—2~ , = 5)

La superficie di equazione z=arcsin (x? + %)} i ottiene facendo ruo-

= tare intorno all’asse = lacurva: ¥ =0
"% z =arcsin x2 (con —1<x< 1) eil
cui grafico ¢ rappresentato approssimativa-
~ mentein Fig, 7.
Fig7 -9 o



La iinea dilivello 0 di  / siriduce all’origine, la linea di livello

* Dinsi dei . ; . 2 2y 1[ _
¢l'insieme del puntipercui  arcsin (x° + y<) , =
L4 V2

mentre la linea di livello

circonferenza di centro l'origine e raggio

1 V2 | [
relativa al punto P(] (* , - —> e la circonferenza x2 + yz o=
2 1 2 2

di centro l'origine e raggio —=

1.5. Considerata la funzione
fx, y, 2)=log (x* = 2y* — 22 — 1)

determinarne i domunio, la superficie di livello 1, la superficie di livello rela-
tiwa al punto B, (3.1.0) .

Deve essere x> —2y? — 2z* = 1> 0 ; poiche Pequazione x? — 297 —
—2z%2 —1=0  rappresenta un iperboloide a due falde di rotazione intorno
all’asse x , 1 punt del dominio sono 1 puntl interni all’iperboloide.

La superficie di livello 1 di f ¢ datada
]'Og (xz - 23/2 o 222 - 1): 1 y CiOé L\T2 - 2,:)/'2 — 222 = 1 + e

che ¢ un iperboloide del tipo precedente (e tutto interno a  x% —2y?% —
—2z* = 1) , mentre la superficie di livello relativo al punto P, , poiché

fPy)=log6 , haequazione: x* —2y?—-2:z2=7 .

1.6. Considerata la funzione

fle, )=
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dimostrave che essa non ba limite per P — Py (0, 0)

Basta osservare che la restrizione di  f  adunaretta 7:y=mx ¢
data da

X MmxX

=1—m , per x7#0
5

fr )=
0 , per x=20

e limf, (x)=1—m , variabile al variare di
x—0

1.7. Considerata la funzione

Fx, y)=vV1—x* —4y?

dimosirare che essa & continua nel punto  Pq (0, 0) .

Utilizzando un sistema di coordinate polari  (p, ¢) € posto x =
=pcosy , Yy=psimy , siha

f=ﬁ—p2 cos? wp—4p? sin®y = 1=f(Py) per p—+0

2 DERIVATE PARZIALI E DIFFERENZIALE DI UNA FUNZIONE A VALORI REALL
Richiami.

. . - 17 . . .. .
Considerata una funzione f:R" -+ R | sia Py unpunto internc al dominio di
. 17 - . . ~ + .
ed u unvertoredi R" ; sidiceche f ¢ derivabile nel punto Py secondo 1l vetto-
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re 1 sc esiste

. [(Po heu)—f(Po) daj
(2.1) lim =
t—=0 t du P
Posto F (¢)=f(Pg + ) , F  ¢unafunzione a valori reali della variabile rea-
le 't , definitainunintornodi t=0, esiha
daf
(2.2) ——) = F(0) .
du /p
daf .
Se u &un versore, | —- si dice derivata direzionale.
du jp

Le derivate di f nel punto Py rispetto al vettorl €y, €,, ..., €, della base ca-

nonicadi R” sidicono dervate parzialiin Py di  f{x), x4, .., x,,) ¢€si pone

af of
(2.3) — =<A = fxl (Py), G=1,2,...,1) .
dej | p, 0xi/p,

La derivata parziale risperto ad x; in pratica si calcola derivando con le solite regole
la f rispetto ad =x;, trattando come costantl le altre variabili che figurano nell’espres-
sione di f ; J sidice derivabilein P, se esistonole »  derivate parzialidi / 1n tale
punto.

Il vertore di  R? avente come componentl le derivate parzialidi f in Py sidice

il gradiente di [ in Py esiindica grad, f ; alvanaredi Py nel dominio di F
- . - 0
gradiente descrive un campo vettoriale.

La funzione f s dice differenziabile nel punto o interno a dom f se esiste
un’applicazione lineare dp f R” - R tale che, per ogni punto P appartenente a
dom /e adun conveniente intorno di Py, risulti:

(2.4) FP)Y=f{Po)+dp f(P—Py)+o (TP —pyly .

Se f tdifferenziabile in Py , & derivabile in tale punto secondo un qualunque vet-



384
tore u e sihala formula, di uso comune perla derivata di f secondo u ,

d
-ij =gradp [ u
dulp °

u

(2.5) dp, flu) =

Se  gradp f# 0 , 1l versore per cui ¢ massima la derivata dirczionale in Pg ¢

gradp | _ af :
v=vers (grad , f} = - ; per tale versore st ha: | — = | gradp £
o lgradp 1 | av|p, ¢
Inoltre, se gradpﬂf'# 0 , tale vertore e ortogonale all’insieme di livello relativo al

punto Py . Dacio segue che:

Considerata una curva L del piano  {xy} diequazione f (x, y) =0 | se
Py (xg, yp) €L , larettatangentein Py ad L haequazione:

(2.6) fx (Po)(xAxo)“‘fj; (Po) y —y0)=0

Congiderata una superficie S dello spazio di equazione Fix,9,2z)=0 , se
Qg (x9, Y0, 20)ES , ilpianotangentead S in Qg haequazione

(2.7) Fy (QO)(X_XO) + Fy (QO) (y_yﬂ) + Fy (QO) (z—32p)=0

In particolare considerata una superficie ropografica § , grafico delia funzione
fx, v) , 1l piano tangente ad S nel punto Qg (xg, Yo, f (xg, ¥¢)) , immagine del
punto Py (xg, ¥o) Edom f | haequazione:
(2.8) 2= f{x0, Yo) T 1 (Po) (¢ —x0) T £ (Po) (¥ — o)
Esercizi.

2.1. Calcolare le derivate parzialt prime delle seguenti funzioni in un punto
qualsiasi:

1) flx, y)=xy (x* —y)
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2

2) fx, v)= B

SN X

3) f(x, y)=arctg 4
X

4) f(x,y)=logV xy

XN Tz

5) flx y2)= —
Y

2
6) 1(x,y 2= g &

1) f_\.=y(x2—y)+2x2y, fj,:x(xz—y)ﬂxy ;

2x sin x — (x% — y) cos x 1
2) fx = ) ’ fy =T . ;
SIn“ X SN
_ ! y y 11 x
3D 5= 32 ;2 B 24 2 fy: : . 24 2
Yy Yy X X y
1+ 1+
X X
1 1 1 1
4.) fx: _-_y: , fy = —
xy  2Vxy 2x 2y
1 -2 (x—z) 1
S) f': 5 f" = H fz - 1
x 32 ) I 2
2 ) 2
6) fw:: % 2" , f};: /;3/ P fz:_ % e~

2.2. Calcolare il gradiente delle seguenti funzioni nel punto a fianco mdicato:

D f(x, y)=x" sin(xy) ., FPo (1,0) ;

25 - A, SANINI - Esercizi di Geomerria,
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2) fx, y)=xlogv 2x7 =57 | Py (1,~1) ;

vz
3y fx, vy 2)= , o (1,—1,2) .
X

1) Si ha f, =2xsin (xy) + x®y cos (xy) , f, =x° cos (xy) ¢ quindi
o Po)=0 , f, (Po)=1 , dacui gradp f=]=(0,1) .

2) Siottiene gradp f=21+)=(2, 1)

3) Siha gradp f=—2i—4j+k=(-2,—-4,1) .

2.3. Dimostrave che la funzione

X
D () #(0,0)
Flx y)= X%+ 4y
0 ., per x=y=0

non ¢ continug in Py (0, 0) | ma é derivabile in tale punto.

[.a non continuita di f in P, segue immediatamente considerando la
restrizione f, di f adunaretta r:y=mx passanteper P, ; sl
m m

a2 PET % #0, f,(0)=0 equindi chi_r)nof? (9c)=1_’_4m2

che dipende da m enon coincide in generale conilvaloredella f in P,

ottiene:  f, (x)=

Per dimostrare che  f ¢ derivabilein Py rispettoad x , bisogna
far vedere che esiste:

. F(Pet )= f(Py)
lim

t—0 I

Il punto Py + ¢l ha coordinate (¢, 0) ed j (¢, 0)=0 da cuz

0 d
a—f~ (Po)=0 ; analogamente si prova che W (Py)=0
x

?
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2.4. Data la funzione f (x,y)=v x* +y* | verificare che & continua i
Py (0, 0) e non derivabile n tale punto.

La continuitd di f in P, siprovaimmediatamente usando ad esem-
pio un sistema di coordinate polari. Si ha inoltre  f(Py + th)y=f(t, 0) =

f(Po +11)—f(Pp) ||

=+ t* =1t | e quindi = ——— , che non ha limite
per t—> 0. ' '

Non esiste pertanto la derivata parziale rispettoad x in P, ed ana-
logamente si prova che non esiste la derivata parziale rispettoad in Py

Si studi la superficie grafico della funzione considerata.

2.5. Determinare la derivata della funzione [ secondaq il vettore u nel
punto Py nei seguenti casi:

2

x°T—Yy ] )
1) flx, v)= - Z - u=i—-3] , Py(1,2)
x -+
T
2) Flo,=sinVw -y , u=i+2j , P, (5 L0
x2_
3 flx, v 2)= ,u=i+j—2k , P, 2,—1, 1) .
V2

Per il calcolo di <%§> si puo utilizzare sia la formula (2.2) che la
PD

formula (2.3) , essendo differenziabili in P, le funzioni in esame. Ilustria-
mo entrambi i metodi per il caso 1) , mentre negli altri casi verra utilizzata
la (2.3) .

1) Ipunto Py, +tu ¢ilpunto P(1+1¢ 2 3t) ; risulta quindi:

(1+ 8% —(2— 3¢1) 2+ 511
F(y=f(P, +tu)= L=
14+:4+2-32 3— 2%
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¢ pertanto

(2t +5) B 20 F 2 456 1) , (df) 13
F ()= F o)=L e
) (3 —20)° - PO ) T
O anche:
£ = x? 4 2xy +y P x* +x
¥ (x +)* CY (x + )2
- . i 7,
e quindi  gradp f = fi (Po) 1+ [, (Po)] = 5 1 - j , da
L df 4 7 . 6 13
R = gr u= — —_— =
W\ du)p, BB SNT S T 5T
2) Rasulra:
fe = X cos Vaxi-y , f, = ———E__ cosv x% —y
Valy ? 2\/x?—j/

df

e quindi, f, (P)=0 . f, (Po)=0 , gradp =0 (_> 0
Pﬂ

du

3) Si ha fx: ’fy:— < fzz ——
yz Yoz Ve

d
gradp, f=—41—4j + 5k ,(—f> =grad, fru=—-18
du P o

Q

e quindi

2.6. Determunare il dif fevenziale nel punto Py delle funzioni dell’Es. prec.

Il differenziale in un punto P, diunafunzione f:R” +R ¢ lap-
plicazione lineare di R” in R che ad ogni vettore X = (x, %o, ..., %, )
associa 1l numero  gradp f- x e qundi,rispetto alle basi canoniche di
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componenti di gradp f . Siha:

3

7 2
1) dp, fxy, x0)= G T g %

2) dPﬂ flxy, 2,)=0

3) dp, f(xy, %y, x3) =7 4x; —4xs Sy

2.7. Considerata la funzione

fle, y z)y=e ™ Vx? + 2y* —2? =3
ed il punto Py (0, 2,— 1) interno al dominio di [, determinare:

1) ker dp f
2) il piano tangente alla superficie di livello relatwva al punto Py
3) il valore massimo della devivata divezicnale di | in P,

d
4y iversori w paralleli al piano  Ixz| e talt che (—dij =2
u P,

Per rispondere ai vari quesiti occorre determinare il gradiente di
PO . SI hEL

i — X 2 2 2 —x X

—— == " x4 2y =2t 3 et o

0x \/x2+2y2—22—3
af  _. 2y of . z
et e R

0y Va?+ 29— 223 dz Vx? +2yr= 323

indi o7 (Py) 2 g (Py)=2 o (Py) :
e au 1 — = — _— = - = —
q 1nd a\/: 0 3 a:)! 0 3 az ¢} 2

389

R , dp f ¢&rappresentato dalla matrice riga avente come clementi le

f 1n

da cui
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1)

2)

3)

4)

1
gradp, f= <_2’ > 5)

Il nucleo di dp f € costituito daivettori  u=(x, ), z) ortogonalia

gradp, f , cloc¢ taliche —2x + 2y + z=0 , che ¢un sottospazio

2
di dimensione 2 di R’

Il piano tangente alla superficie di livello di f relativaa Py ¢ 1l piano
passante per P, e ortogonale a  gradp f ed ha equazione - 2x +

1
+2(y—2)+ 5 (z+1)=0 , cio¢ 4x—4y—z+7=0.

Il valore massimo della derivata direzionale in P, & lgradp f =

1 = . .
= — /33 esiottiene in corrispondenza al versore v =vers (gradp /)=
2 Q
1

= — (—4,4,1)
V33

Si devono determinare 1 versori  u = (o, f,y) paralleli al piano  [xz]

' d
e tali che (— —) =gracp . f-u=2
du /p, ¢

u
Il parallelismo con il piano  [xz] comporta (=0 ; inoltreé o +
+ v =1 essendo u un versore; infine — 2o+ 15 y=2 perla

condizione sulla derivata direzionale. S1 deve pertanto risolvere il sistema:
2 yt=1 , ~ 20+ lz v=2 |

Ricavando < dalla 2% equazione: y=4 + 4o e sostituendo nella 1? si

15

ha:  17¢? + 320+ 15=0 dacui w=-—1 o =— T in cor-

b

rispondenza a cul si trova 7y =0

( 15 8)
(—1,0,0) , \— 0

, = — ¢ quindi 1 versori:
LAY q

70T
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2.9. Data la funzione

Vix? +dy? —1
[ = Y

1) scrivere lequazione della vetta tangente alla linea di livello passante per il
punto Py (1,—1) ;

d
2) trovare ivettori u dimodulo 2 tali che (—f-> =3
PD

du
Occorre determinare gradp f . Siha
2
___—pf‘ﬁ__—_ \/xE 1 4y2 -1
of _ Vat +4y -1 of 4y
dx x? By xVx? + 4yt -1
e 3. .
e quindi gradp f= — 7 2j

1) La retta tangente alla linea di livello passante per Py ¢ laretta per Py

perpendicolare a  gradp f ed ha quindi equazione 2 {x— D+
2
+2(y+1)=0 , cio¢ 3x+4y+1=0
a) Indicando con (¢, ) le componentidi u deve essere
3
w? +p2 =4, — 5 a—28=3
) . . ) ) 14 48
Risolvendo tale sistema si trovano i vettori  (—2,0) 25 - 55

2.10. Verificare che il punto Py (0, 1) appartiene alla curva L del pia-
no [xy]  di equaziome: x'y —sinx —log y -y? +1=0 ¢ determina-
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re la retta tangente ad L in Py

1
Si applica la (2.6) e siha: f, =2xy—cosx , f =x>— — =2y ¢
Y
quindi  f, (Pg)=—1, fj, (Po)=—3 ; larerta richiesta ha equazione

x+3y—3=0.

2.11. Verificare che il punto Qg (2, 1,— 1) appartiene alla superficie S di
equazione: x> —log (yz + 2) —xz +y—7=0 e determinare 'equazione
del piano tangente ad S 1 Qg
-2
i lica la (2. I = 2x F, = ——+

Siapplicala (27) esiha £, =2x—z , F o 42 1,

F,=— —2— —x equindi E, (Qg)=5 , F (Q)=2 , E (Qo)=
yz + 2

=—3 . _

Il piano tangente ha equazione: 5x +2y—3z—15=0 .

2.12. Determinare il piano tangente alla superficie grafico della funzione
f(x, y)=\/ v —logx wmelpunto Qg (1,—2,2)

Si applica la (2.8), tenendo conto che  f, =

1 ( 1}
2V y* —log x x !

B:7¢2 yl , e che nel punto Py (1,—2) risulta f, (Pg)=
y© — log x

1
=- 7 fy (Po)=—1 . Sitrovail piano di equazione

1
z=2— “A—r (x—1)—1(y+2) , cioe x+4y+4z—1=0
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3. FORMULA DI TAYLOR. PUNTI DI STAZIONARIETA’ .

Richiami.
La formula di Taylor permette di approssimare una funzione f:R” = R diclasse
¢’ inunintorno diun punto Py , internoa dom f , mediante un polinomio g di

grado <7 detto polinomio di Taylor di ordine v e, per ogni punto P diun oppor-
tuno intorno di Py, risulta:

FPY=g@)+olhp—p, 1"y .
La formula di Taylor del 1° ordine & quella espressa dal differenziale, ed il polinomio
di Taylor del 1° ordine &
(3.1) g (B)=f(Po) +dp, f(P—Po) .

cio# g ¢&ilpolinomio digrado <1 che approssima f 2 meno di un infinitesimo di
ordine superiorea 1P =Py | per P—Pq

 La formula di Taylor del 2° ordine relativa ad una funzione f(x, y) ¢ adunpun-
to PO (JCO,“}’()) é data da

£, 9)=f (o0, yo) T fie Po) (x—x0) T fyy (Po) (¥ —y0)

1
+ iy {Frxe Po) (=20 Y + 2fuy (Po) (x—20) (¥ 0 )+ hyyy (Po) (y—0)? Ho (1P=Pg 1?)

ed il corrispondente polinomio di Taylor ¢
(3.2) gw, ¥)=1(x0, Yo) T fu (Po) (x —x0) + [y (Po) ()T

1
+ 21 {fam (Po) (0 = 20)* + 2fseyy (Po) (x —20) (¥ ~Y0) T fy Po)(y =)}

Formule analoghe per funzioni di pitt di due variabili, ovvero per polinom1 di Taylor
di ordine > 2

I punti di stazionariets di una funzione  f sonoipunt in cui si annulla  grad f ¢
possono essere punti di massimo o minimo relative oppure punti di sella. Se Py ¢eun
punto di stazionarietd di f , un criterio per riconoscere il Tipo ¢ 1l seguente .
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Considerata la matrice hessiana fHp, f , che & la matrice simmetrica

fxlxl (PO) f.;Clxz (PO) f:xlxn (PO)

(3‘3) I_IPf: ch x (PO) jx x (PO) fx X (PO)
o 2% 2%3 2%n

fxnxl (PO) fxnxz (PO) chnx',I ( 0)

se tutti gli autovalori di Hp, f sono strettamente negativi, ovvero strettamente positivi,

Py & un punto di massimo, ovvero minimo, relativo;se  Hp f ha almeno un autovalore
positivo e un autovalore negativo, Py ¢ un punto di sella.

Per determinare i segni degli autovalori della matrice hessiana, che sono tutti reali es-
sendo la matrice simmetrica, ¢ utile la regole di Cartesio:
HPo f e det (H}::J f=M)=0 |,
Hp, f &uguale al

Scritta 'equazione caratteristica di secondo le

potenze decrescenti di A, il numero degli autovalori positivi di

numero delle variazioni di segno dei coefficienti della sua equazione caratteristica (1 coeffi-
cienti nulli non si prendono in considerazione}.

Esercizi.

3.1. Scrivere i polinomi di Taylor del 1° e 2° ordine che approssimano la fun-

X in un intorno di Py (—2,1) .

zione f(x, y)= P
Si ha
_ y X _ _ 1 _ 2x
f"_y+1’f” @;+1)2’fx“ ’j"y_fyx_(yﬂ‘)z vy = (y + 1)°
e quindi
1 1
f(PO):_l7fx(P0):_sfy(P0):ﬁ_:fxx(PU):O)fx_‘)}(PO):ZJf_‘}/_’)J‘(PO)ZE
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Indicati con g; (x, ¥) , £ (%, ) 1ipolinomidi Taylor del 1°e 2° or-
dine richiesti, risulta:

g (m2)=— 1+ = (42 -1,

1
= (y—-1)? .

1 1 1
gy (X, )=—1+ g(x—l-Z)-* -i(y—l)-kﬂr—(x—l—Z)(y—l)"i- )

3. 2. Determinare i polinomi di Taylor del 1° e 2° ordine  che approssimano
in um intorno di Py (— 1,0, 1) la funzione

x% y—cosy +2°
[y 2)=
Z
- 2% x? + sin 2?2 —x?y + cos
Risulta: f, = A S X Tsmy Cfe = 32/ Y ,
Z P z
2y 2x 2xy cos y x? + sin y
f”:—’fxy:i_’fxz:__T,fyy: s fye =TT
Z Z Z z 7
_ 2(x*y—cosy)
fzz_ 23

Nel punto Py si ha:

FP)=0, fr (Pe)=0 , f, (Pe)=1, [ (Pp)=2
fxx (PO):O ) ﬁcy (PO):__2 ; fxz (PO):O 3 fyy (PO):1 ) fy: (PO):
=—1 ’ fzz (PO):_Z

¢ quindi:
gl (ny’ Z):y_l—z(z-_-l) )

1
g, (o, y,2)=y+2(z 1)+ ey {—4(x+1)y+y2—2y(z—1)—2(z—1)2}.
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3.3. Determinare, precisandone il tipo, 1 punti di stazionarietd delle seguenti
funzioni di due variabili:

1) flx, y)=3x> —dxy + > — 20+ x*

2) fx y)=log(y? —x* +3x) |

x? +y* 4+ 1
3) f(xay): y ?

4y fix, v)= Vv (2 + cos x)? —3/2

1) Siha

fo=0x—4y—2+4x® | f, =—4x - 2y

e quindi 1 punti di stazionarietd di f sono le soluzioni del sistema:
bx—4y—2+4x?=0 | —4x+2y=0 .

Ricavando  y=2x dalla 2* equazione e sostituendo nella prima si ottie-

ne : 4x° - 2x—2=0 che halasola soluzione reale x=1 . Pertanto
l'unico punto di stazionarieta di f ¢ A (1, 2) .

Risulta inoltre:  f,, =6 +12x* | f,, =—4 | f,, =2 ¢ quindi

18 -4
H,f=
— 4 2

ed 1 suol autovalori sono le soluzioni dell’equazione

18—2A — 4
= A2 -200+20=0
- 4 2— A

entrambe positive per la regola di Cartesio. Pertanto il punto A (1, 2) &
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3)
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un punto di minimo di  f .
—3x%+3 X 2y

Siha fo= S 1w fy = mer?x ¢ quindi, ponendo

fe=0C, f, =0, siortengonoipunti A(1,0), B(=1,0)
Poiché B non appartiene al dominio di f , ['unico punto di staziona-
rietae A

Si ha fix (A)==3 , fu A)=0 , f) (A)=1 e quindi

-3 0
Haf=
0o 1
i cui autovalori sono  — 3,1 essendo H, f diagonale; ne segue che
A ¢ un punto djsella per f
Risulta
pox izl
x 5 s ¥ yz
e quindi, annullando  grad f , si ottengono 1 punti A (0, 1) ,
B(0,— 1) , entrambi appartenenti al dominio di [ .
) 2 2x 2 (x* + 1)
Stha fix= — , foy =" —5 » Ty = — — e quindi
y y* ¥’

B punto di massimo relativo.

2 0
Hy f= > ., A punto di minimo relativo
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Si osservi che  f(A)=2 , f(B)=—2 , cio¢ilvaloreche f prende
nel punto di minimo relativo & maggiore del valore che f ha nel punto di
massimo relativo.

Si studino le linee di livello della funzione f

4) Siha
P — (2 + cos x) sin x f —y
¥ V(2 + cos x)? —y? S V (2 + cos x)? — 32
Deve percio essere  y = 0 , (2 -+ cos x) sin x = 0 ; poiche
2 +cosx#0 perogni  x , deveessere sinx=0 , cioc x=k7

(k intero arbitrario) .
Si hanno infiniti punti di stazionarieta P (km, 0) .

Conviene distinguere 1l caso di &k pari da quellodi & dispart.
Se k & pari, siha:

1
fxx (PI’:):""]. ) fx_'y (Pk):O s fJ’.’J/ (Pk):_ g

e P, eunpunto di massimo relativo,
Se k ¢ dispari, si ottiene:

Jox Pe)=1 fxy (Pe)=0 fyy (Pr)=—1

e P, ¢unpuntodisella,

3.4, Determinare, precisandone il tipo, 1 punti di stazionarieta delle seguenti
funzioni di tre variabili:

x? - y*
1 ,z)= ————— + 27
) fx, v, 2) S+

x? y—cosy + 22

2) fx y, 2)=

Z



1)

2)

(*)
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Si ha:

2x y? = x? 4+ 2y

R

fo=2z

che, annullate, forniscono 1 punti di stazionarieta A (0, 0, 0)
B (0) - 21 O)

’

S 2 2x 24+ 2x?
Sihainoltre: fox= """, fuy=" —  fe=0 ]rw:#

y+1 (y+1) (y+1)®
fJ’Z:O ’ fzz:z
Risulta

20 0 —2 0 0

H.f=l0 2 o) Hef={ o0 -2 0
0O 0 2 0 0 2

che, essendo diagonali, evidenziano i loro autovalori; il punto A e di
minimo, mentre B ¢ un punto di sella,

Si ha:
2xy x? +siny z2 —x? y +cosy

fo= S fyE e fe® ;

Z zZ

I punti di stazionarieta si ottengono risolvendo 1l sistema
xy=0 , x*+siny=0 , 2>—x’y+cosy=0

Posto per la prima equazione x = 0 , dalla seconda si otriene y = kR
(k intero) ¢ dalla terza 2z* + (— 1)* =0 . Nesegue pertanto che &
deve essere dispari, ciot &k =2n+ 1 e siottengono 1 punti di staziona-
retd P, (0, 2n+ 17 , 1) , P, (0,2n+ 1)m,—1) .

Se si pone =0 per la prima delle (*), dalla seconda si ottiene x=20
edallaterza 2z* +1=0 , cheéimpossibile.

- zy Dog 2x_r)/ cos ¥y
Stha fix = N o fee=7 757w T ’
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x? +siny 2 (x*y —cosy) :

fyz == 72 ; fzz = 3 da cui:
2@2n+1)r 0 O —2Q@2u+1)w O 0
Hp, [= 0 ~1 0 |Hpy, [= 0 10
0 0 2 0 0 —2

da cui segue che P, , P, sono tutti punti di sella.

3.5. Determinare il vettore X  complanare con ivettori u=i—j+ 2k
v=2i+k edavente minima distanza dal vettore w=—1+7]+ 5k

Il vettore x ¢ laproiezione ortogonale di w sul piano individuato
dai vettori u,v e pud essere determinato trovando 1 valoridi A, u per
cuj la funzione

FOLw=lTw— QA+ pv) I

assume il valore minimo. _
Risulta w—M—uv=(—1-A—2u, 1 +A, 5—2A—pu) equindi

FOu, u) =60 + 8hu + 5u* — 16N — 6 + 27

da cul

of af
—— =122+ 8u—16 , —— =8\ + 10u—56
ad o

Pertanto il gradiente di f enulloper A=2 , u=—1 .
F’ facile vedere che (2, — 1) ¢ un punto di minimo relativo di  f e
quindi stha x=2u—-v=-2j+ 3k .
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3.6. Verificare che il punto P dello spazio per cui & minima la sommna det
quadrati delle distanze da n puntt Pi (x;,9i,20) (0=1, ..,

baricentro degli n punti.

Posto P(x, y,3) ¢ considerata la funzione

n) assegnati e il

foy )= £ IP-p 2= ¥ (—wn® + -y’ + 7200

i=1 =1

s1 ha:

fim2 Zocma) , fy=2 2 Ty

=1

e quindi, annullando il gradiente di f risulta:

7l 1
ax— &= x;=0 , caoe x= —
=1 7

fa=2

i
2z (3 i)
=1

analoghe per le altre coordinate; si ottengono le formule che individuano il ba-

ricentro degi # punti  P;

4. 1L METODO DEI MINIMI QUADRATIL.

Supponiamo assegnati nel piano [xy] » punt

Pi(x;, 90) (i=1,.., 1)

e consideriamo una retta 7 del piano che supponiamo rappresentata dal-

’equazione:

riy=ax +b

Si chiama scarto relativo al punto  P;  la differenza

di :yi - (L‘(:\:‘i + b)

relativa aile ordinate def punto  P; e del punto di ¥

26 - A. SANINI - rsercrzi di Geometria,

avente la stessa
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ascissa x; . Lasomma dei quadrati degli scarti, fissati i punti  P; , di-
pende dal parametri 4, b che individuano 7 ; si ha cioe:

(4.1) fla b)= gl > = T (ax;i +b—y;)?

1=

I valori di & b, che minimizzano la funzione f, individuano una
retta r che si dice la retta approssimante nel senso dei minimi quadrati rela-
tivaagh » punu P

Ivaloridi a, b siottengono annullando il gradiente di  f | cioe
0
i =2 § (QDCE'*FZ?_J/,').?CI'EO ,
oa i=1

oA~y 3 (aoe; + b—y,)=0
3b oy ‘

¢ quindi 1l sistema da risolvere ¢

n n n

@ X xi+b . ox= X xi Vi
=1 =1 i=1
77 n

a % x; +nb = z Vi

Che poi si ottenga effettivamente un minimo segue sia da considerazioni
geometriche sia da una verifica di calcolo mediante la matrice hessiana di  f
nel punto (a, b) determinato.

Il procedimento indicato € un esempio di un metodo piu generale spesso
applicato in campo sperimentale.

Se si ottengono m valori  y,, .., 7y, perunaquantita ) Incor
rispondenza ad n valor1  x;, .., %, diun’altraquanuta x , collegate
fra loro in qualche modo, ¢ naturale chiedersi se esista una dipendenza fun-
zionale:  y = f(x) frale quantita, od anche se esiste una curva abbastanza
semplice che sia sufficientemente vicina ai puntt  P; (x;, v;) ¢ che permetta
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di prevedere, con un certo grado di approssimazione, il valore della 7y anche
per un valore di x distinto dagh  x;

Naturalmente vi sono piu curve che possono servire allo scopo ed e l'in-
formazione sperimentale che suggerisce la curva pilt adatta, anche se 1l criterio
di semplicita che deve avere I’equazione della curva non va trascuralo (st po-
trebbero ad esempio utilizzare 1 polinomi interpolatori di Lagrange (cfr. Cap. 1.
n. 4.2), il cui grafico passa esattamente per gl 7 punti assegnati, ma c10 po-
ttebbe essere complicato per #  grande) .

Oltre alle rette si utilizzano come curve approssimanti le parabole:

y=ax2 + bx +c

le parabole cubiche:
y=ax® tbhx? +cx+d

ove i coefficienti vengono sempre scelti in modo da minimizzare 1a somma dei
quadrati degli scarti.

Se poi si scopre (o si prevede) una relazione tra una quantita =z ¢ due
altre quantita indipendenti  x, ¥, si possono cercare superfici approssimanti
di equazione 2z =f (x, y) con {  semplice; ad esempio una superficie co-
munemente usata & il piano  z=ax + by +¢ , con 4, b, ¢ scelti in modo
da minimizzare la somma dei quadrati degl scarti relativi ai punti
P; (x;, vi, i) determinati sperimentalmente.

Esercizi.

4.1. Determinare la vetta approssimante nel senso dei minimi quadrati relativa
ai seguenti punti:
Pl(OJO):P2(112>=P3(374)3P4<4)6)-
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Applicando le (4.2) a1 punti considerati, si ottiene 1l sistema:

260 - 8b=38 |, Ba+4b=12
da cui siricava a = s b= T ¢ quindi la retra richiesta ¢&:
7 N 1
= —_— % J—
Y7 s 5
Py
»
¥
.P.':\
Py
L
) x
lig. 8

Nella Fig. 8 si sono indicati 1 punti (diugramma di dispersione) e la retta
approssimante.
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4.2. Determinare le formule che individuono la parabola approssumante
y = ax? + bx + ¢ el senso dei minimi guadvati relativa ad ~ n punti
P; (x;, y;) ed applicare tali formule nel caso

P, (1,4), P, (2,6) , P3(3,7) , Py (5,7), Ps (9, 4)

i devono determinare i numeri 4, b, ¢ in modo che la funzione

il

fla b,c)= Z (ax? + bx; + c— )

of  of  of
9z ~ ob  Oc

ottenga il valore minimo. Annullando si perviene al si-

stema:

afo%—bEx?-l—ch?:Eyix% ,
aZx} b xP AT X =L Yix

¥

aSx¥+bZx;+ ne =Xy

che, nel caso in esame, ¢

7284 0+ 890 b + 120 ¢ =590
890 ¢ + 120 b+ 20 ¢c=108

7

1

120+ 20b+ Sc= 28

Utilizzando in parte il metodo di sostituzione ed in parte un calcolatore
tascabile si ha che una soluzione approssimata del sistema ¢

g~-—10,2034 , b~ 19856 , ¢~ 2,5409
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Nella figura ¢ disegnata la parabola, che ha vertice V di coordinate ap-

= Y

Fig. 9

prossimate (4,881 ; 7,3867) , ed il diagramma di dispersione dei punti as-

segnati

5. FUNZIONI DI PIU’VARIABILI A VALORI VETTORIALI

Richiami.

. - “n . . N . oy . . 9
Una funzione di pint variabili a valori vettoriali € una funzione f: R” = R™ che as-

socia ad ogni punto P (xy, ..., &) appartenente ad una regione U=dom f di R”
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un punto O (1, - v,) 3 lafunzione f e rappresentata da

(5.1) e
Y :fm (xl y e x,u)

ove le funzioni f; , dette le componenti di f . sono funzioni a valori reall.
1l dominio di f & l'intersezione dei domini delle funzioni  f; (1=1, ..., m1) .
Se ogni funzione f; ¢ differenziabile inun punto Py INterno aldominiodi f ,la

funzione [ si dice differenziabilein Po . La matrice jacobiana di f in Pp  Ela matri-
ce di tipo  {m1, #n)

df1

- — (P

- o) ) (Po)
(5.2) Jpf=

aj‘?‘)'l i

—— (Pg) ! (Po)

axl Xy

ed il differenziale di f 1n Pq dpo . él’applicazionelincare di RY in R™ indi-

vi'duata,ris'pettoalle basi canoniche, da JPU I -
Risulta:

'5.3) FPY=F(Po)+dp f(p—Py) +o(lP—Py I}
La funzione g: R” = R™ definitada
(5.4) g (P)=1 (Bo) +dp, [ (2~ P)

le cui componenti sono polinomi di grado <1 nelle coordinate di P, approssima [
. - - . - . . . . . . [}
inun intorno di P ameno di infinitesimi di ordine superiore al 1

Nel caso particolare in cui #=1, m= 3, f  rappresentauna curva parametriz-
zata L di R¥® , sihacioe F)y=0@ e la (5.4) fornisce le cquazioni paramctriche

della retza tangente ad L nelpunto Qo =& {to) -
Nel caso particolare incui  # =2, 1= 3 lafunzione j definisceuna supcrficie
S in forma parametrica; posto £ (v, v) , Q=(x 3 3)=FF . la f &rappresen-

tata da:

w=x(u,v), y=y (1 v), s =2 (u, v)
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e la (5.4) fornisce le equazioni paramertriche del piano tangente ad S nel punto

Qo =/ (Fo) .

Esercizi.

5.1. 51 consideri la funzione f: R—>R? definita da

1
D=\t logt, ——
f (@) < gt 5 4>
1) determinare il dominio di
2) trovare lamairice jacobiana di | perunvaloredi t qualsiasie per t=1 ;
3) determunare il differenziale di [ per t=1 ;

4y scrivere le equazioni parametriche della retta tangente alla curva L indi-
viduata da [ nel punto corrispondentea t=1 .

1) Sivede facilmente che il dominio di  f e costituitoda >0 | ¢ #2

2) Siha
1 1
X 1 .
Jif= ’; . Nf= 1
2¢ 2
o (t2_4)2/ 9

3) 1l differenziale di  f per ¢=1 ¢ lapplicazione lineare di R in R3
data da

2
d, f(t)= (t, z:,ug I)



4) Applicando la (5.4) e tenendo presente che f(1)= (1, 0, —

409

> s ha:

=

(E):<10—41—§+<t—1 *"1——2— - 1)
g 0T , b , 9(1& )

o anche, ponendo ¢ —1=u si hanno le equazioni parametriche della

]

retta tangente

1
x=1+wu ,y=u , 25— 3

| e
)

che coincidono con le formule analoghe viste al Cap. V (retta per il punto
¢ parallela al vettore derivato primo) .

5.2. Si consideri la funzione [ :R* > R> definita da

3)
4)

1)

fu,v)= (uzvtv, “ ,\/"8_:112—@2>
v

deternrinarne il dominio;

scriverne la matrice jacobiana in un punto P (u, v) gualsiast e nel punto
Py (—1,1) ;

determinare il differenziale di f nel punto Py

determinare le equazioni parametriche ¢ 'equazione cartesiana del piano

tangente nel punto Qo =f (Py) alla superficie S rappresentata dalla
funzione f

Deve essere v %<0 e 6—wu?—9* =0 ; il dominiodi f & costituito
dai punti del piano (#, v) interni ed appartencnti alla circonferenza
y* +92=6 , con vF0 .
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2) Stha
2 1 -2 1
1 U
Jef= 0 % , I [ = : !
— U -7 i _1
V6-u?—v* V6—u? -2 2 2

3) 1l differenziale di f in P, e¢lapplicazione lineare dp f di R? in
R® individuatada Jp f ; risulta

1 1
dp, f(x];xi):(_le +txy X Ty, P 3 xz\
/

4) La funzione g da R? in R® individuatw dalla (5.4), posto
P={(u,v) , g(PY=(x, v, z) , siscrive:

(x, v, 2y = (2, — 1, 2) + (“2(u+1)+(v—1), {( + 1) +

1 1
+(v—1), 5 (v +1)— B (v—l))

cioe

x=2—2u+1)+v—1 x=2-20+f
y=—1l+u+1+v—1 o anche y=—14+oa+§

=241 (1) = (-1 —2 i

= 5 U 5 T z 2& 26
ovesieposto ao=wu+1 |, B=v—1 . Leformuleprecedent rap-

presentano le equazioni parametriche del piano tangente ad S nel punto
Q¢ (2,—1,2)=f(—1, 1). Per eliminazione dei parametri  «, §, si ot-
tiene l'equazione cartesiana del piano tangente:

2%+ 5+ 62— 15=0
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Alla stessa equazione si pervienc (cfr. Cap. V, Es. 1.11, 1.12) mediante 1!

determinante
x—2 y+1 z— 2
1
-2 1 — =0
2
1
1 1 - —
2

in cui la 2% ¢ 3* riga, che coincidono rispettivamente con le colonne di
Jr, [, sonole componenti dei vettori che si ottengono calcolando le de-
rivate parziali delle componenti di f  rispetto ad w#,v nelpunto
P, (— 1, 1) , ciot sono le componenti dei vettori tangentiin Qq alle li-

nee coordinate wv=1 , u=—1 dellasuperficie S passantiper Qo .

b

5.3. Considerate le funzioni f:R?>—>R3® | g:R3—>R definite rispettiva-
mente da:
fix=1—v, y=uw*v,K6 z=

3

@ | =

| R

g(x, v, 2)=x>—logy+

1) calcolare la funzione composta geo f

2) werificare che, posto P(u,v), Q=f(P), siba

Jpge)=Uo ) Upr .

1) Lespressione di g e f:R*—R siottiene sostituendo al posto di x, ¥, 3,
che figurano nell’espressione di g , 1valori che rappresentano f esiha

v (1—v)
u

(gef)u p)=(1—v)?% —log (u* v) +
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2) Risulta
2 2 (1—7v) 1 1—-2v
Jp (g )= <_—_ — 0 , —2+2v—— -+ ) ;
o U v U
1 1 x
z y z
con x=1-9» ,y=uv , 2= — e quindi
v
(2(1 . v 1 2 (’U—l)>
= — — — —_— —_—
Jo & u w v u?
Inoltre ¢
0 -1
Jef= 2uv 1?
1 U
v v

e la verifica € immediata.

5.4. Considerata la funzione f :R® > R* cheal punto (p,p, z) associa il
punto  (x,y, z) secondo le relazion:

x=pcosy , y=psing , 2=z,

determinarne la matrice jacobiana ed 1 punti in cui tale matrice non € inverti-

bile.

Le formule scritte sono quelle che individuano il passaggio da un sistema
di coordinate cilindriche al sistema di coordinate cartesiane ortogonali associa-
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to. St ha

Cosy —psinyg 0

J/=1siny pcosp O
0 0 1

I punti in cui la matrice jacobiana non ¢ invertibile sono 1 punti in cui si
annulla il suo determinante; poiche det (Jf)=p , sibhanno ipunti p=0 ,
che sono 1 punti dell’'asse & delle coordinate cilindriche. Come ¢ noto, tali
punti sono eccezionali nella rappresentazione, in quanto per essi ¢ ¢ inde-
terminato.

5.5. Considerata la funzione f:R® >R>  chealpunto (p, o, ) associa
i punto  (x,y, 2) secondo le relazioni:

X=pSiNOCosy , y=psinosing , z=pcoso
determinarne la matrice jacobiana ed i punti in cui tale matrice nowm € 1mver-
tibile.

Le formule sono quelle che determinano il passaggio da un sistema di
coordinate - sferiche (o polar dello spazio) al sistema di coordinate cartesia-
ne ortogonali associato. S ha

Sin O COS @ D COS O COSyY — QSN g SNy
Jf=1 sinosin ¢ p COS 0 sin p Sin 0 COSY
Cos o —psing 0

Risulta inoltre  det (JH)=p® sin o ¢ quindi Jf non ¢ invertibile nei
punti percul sing=0 , chesonoipunu dell’asse polare, ovverose p=0
che & il polo; tale punto & compreso fra i punti dellasse polare.
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6. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE .

6.1. Considerata la funzione

xt—y

x -+

flx, )=

1) disegnarne il dowunio;

2) trovare il differenziale di f nel punto Py (1,0) .

6.2. Considerata la funzione

£ ) x— 1
x =
Y xy +5x—5y -9

1) disegnamne il domnio;

_ d
2) trowvare il versore Vv tale che (d_Ji) sia massima, con Py (2, 0)
vi/rp

0

6.3. Considerata la funzione
VYTEX
log v

[ y)=

1) dare una rappresentazione qualitativa del donninio di | ;

2) trovare il gradiente di [ nel punto P, (% ,2)

6.4. Considerata la funzione

x +
J (x, v)y=log (y— i 1)
x—2

1) disegnarne il dominio;
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2) trovare i versori VvV tali che <—~w~> =—1 ove Py (1,1).
av P,

6.5. Studiare le linee di livello della funzione

x2 + 4—3/2

floy)=—"

e trovare i punti di stazionarieta di [, precisandone il tipo.

6.6. Considerata la funzione

2x~y)? +y(l—x)+3
XY

[, y)=

1) determinarne la linea di livello 4 e disegnarla;

2) trovare lequazione del piano tangente alla superficie grafico di [ nel
punto A (0,—1,4) ;

3) trovare il valore massimo della derivata direzionale nel punto Py (0, —1).

6.7. Considerata la funzione

x2 Loy + -3
f(x,y)=\/ 23” Y
y—x

1) disegnarne 1l dowinio;

2) scrivere equazione del piano tangente alla superficie grafico di  f  nel
punto A 0,—1,1) .

6.8. Considerata la funzione f(x, y, z)=log (x* —4y> +2* + 3)

1) determinare e studiare la superficie di livello 0 e scrivere I'equazione del
plano tangente ad essa nel punto  Qy (1, 1, 1) 5
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2) trovare i punti di staztonarieta di [ .

6.9. Considerata la funzione [:R?* = R>  definita da

x=uv , y=u*+9? | z=vlog w? +1) ,

determunarne il differenziale neipunti Py (0, 0) , P, (0, 1)

6.10. Considerata la funzione f: R? » R3® definita da

X=UCOSY , Yy=usSinv, 3=20v

H

1) determinare 1 puntiin cui il differenziale di { non é iniettivo;

2) trovare il piano tangente alla superficie che rappresenta [
A(1,0,0) .

nel punto



