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Capitolo IX

FUNZIONI DI PIU'VARIABILI A VALORI REALIL

Premessa.

Nella matematica e nelle sue diverse applicazioni intervengono spesso funzionidi pi
variabili reali, cioé leggi che associano ai punti di una certa regione di R” o numerd rezali o
vettori e che si dicono rispettivamente campi scalari (o funzioni a valeri reali) e campi vetto-
riali (o funzioni a valori vettoriali).

£’ del 1° tipo ad esempio lz legge che associa ad ogni punto di coordinate (x, y, z)
e ad ogniistante ¢ la temperatura T (x, y, 2, ¢}, che & pertanto una funzione a valori rea-
ii di quattre variabili reali.

La legge che associa &l punto  {x,¥, 2} diun fluido in movimento e all’istante ¢ il
vertore velocitd v (x, ¥, 2, t) & invece una funzionea valon vettoriall.

Questo capitolo &dedicato alle funzioni di pilt variabili a valori reali, mentre alcuni
aspetti delle funzioni a valori vetroriali verranno esaminati nel capitolo successivo.

L'argomento centrale del nestro studio sara il problema della derivazione per tali
funzioni, mentre 1 problemi connessi con l'integrazione verranne sviluppan nel corso di Ana-
lisi Matematica I1.

Verranno inoltre messi in evidenza i significati geometrici di aleune delle questioni
Trattate.

1. DOMINIO ED INSIEMI DI LIVELLO DI UNA FUNZIONE A VALORI REALL

1.1. Dominio ed immagine.

DEF. 1. Una funzione f di n variabiliveali x|, x5, .., x, dvalorivealié

18 - A.SANINI - Geometria.
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una legge che associa ad ogni punto P (xy, x5, ..., x,) di um certo sottip-
sieme U di R" un numero reale, che si indica con  f(x;, x4, ..., X, o,
pii semplicemente, con f(P) .

in simboli:

f:UCR'—R .

Il sottinsieme U si dice il dominio di f e si indica con dom [ ; es-
so pud essere definito esplicitamente, oppure puo essere individuato come 1'in-
seme dei punti P per cui ha significato ['espressione con cui viene assegna-
ta f .

Nel caso in cui f dipenda da due o tre variabili, esse si indicheranno di
solito con {(x, ¥) ovvero (x, ¥, z) .

Cosl, considerata la funzione

Vxt—y?  per x20,

(1.1) - f )=
x —2y per x<0

il suo dominio & costituito:

a) da turti 1 punti del semipianc del piano [xy] con x <0 , in quanto
I’espressione  x — 2y ha sempre significato;

vy

b) dai punti del semipizno x>0 di [xy] 7
con x*—3*20 cquindi domf ¢la
regione tratteggiata in Fig. 1, in cui l'as- x
se vy & escluso {ad eccezione del pun- 0
to O (0, 0)) mentre sono comprese le
semirette x=y , x=—y (x=0) .

. Fig. 1
La funzione

(x, v, z) =log (x% + 4y* + 22 — 1)
Y 24

ha dominio di definizione dato dai punti di ~ R®  esterni all’ellissoide di
equazione: x? +4y* +22-1=0 .
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DEF. 2. L'immagine di [, im [ | éil sottinsiene di R costituito dai nume-
riveali  f(P) |, alvariare di P in dowm [ .

1.2. Insiemi di livello.

DEF. 3. Ilsottinsiene L di dom f in cuila funzione f:R" >R prende
un valore assegnato ¢ si dice insieme di livello ¢ di f .

Ovviamente, se ¢ &€im f , insieme di livello ¢ ¢ vuoto.

DEF. 4. Sw Py €dom f ; il sottinsieme L di dom f costituito dai punti
P tali che

FPY=f(P)

st dice linsieme di livello di  f relativo al punto Py .

Nel caso in cui  f dipenda da due o tre variabili gli insiemi di livello si
dicono rispettivamente linee e superfici dilivello, in quanto che,se ¢ Eim f |
1 punti per cui

Flx y)=c
oVVero
flx, v, 2)=c¢
rappresentzno, in generale, linee del piano [xy] ovvero superfici dello

spazio ordinario.

Cosl, con riferimento all'esempio (1.1), la linea di livello — 1 & costitui-
ta dai punti del semipiano x <0 percui x—2y=—1 (semirerta);lalinea
di livello relativa al punto Py (=1, —1) ¢&lalineadilivello 1 di f . in
quanto f(~1,-1)=1 ed & costituita dai punti per cui:

x—2y=1, x<<0 (semiretrra)

vV x?—3?=1 x>0 (ramodi iperbole)
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In fig. 2 si sono indicate le linee di livello — 1, 1 di /. segnando a
fianco di ognuna di esse 1! relativo livello,

La superficie di livello 2 della
funzione (1.2) ¢ ’ellissoide di equazio-
ne: x* + 43!2 + 22 =1 42

¥

Fig. 2

1.3. Grafico. Una funzione f: R = R sirappresenta sul piano [xy] me-
diante la curva di equazione y=f(x) , cioé associando ad ogni xEdomf
i punto (x, f{x)) del piano.

Sia  f(x, y) unafunzioneda R? ad R . Associando ad ogni punto
P(x,y)Sdomf ilpun-
to  Q (x, % f(x, y)) s
ottiene 1n tal modo una
superficie S di equa- z=c

zione

z=1f(x, )

che si dice superficie rap-
resentativa (o superficie
graficoy di f (cfr. Fig. 3).

Tale superficie ha la

particolarita che ogni ret-

ta parallela all’asse  z la

interseca al pill in un punto e si dice anche superficie topografica.
Cosi ad esempio, la superficie grafico delia funzione

fle, )= VI=xF=y7

¢ la semisuperficie sferica, situara nel semispazio 220 , di centro Porigi-
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ne O (0,0,0) eraggio 1.

Se S & lasuperficie rappresentativa di una funzione f(x, y), lelinee
di livello di  f sonc le proiezioni ortogonall sul piano [xy]l delie linee in-
tersezione di § conipianj paralleli al piano  [xy] .

Molto spesso, come avviene nelle carte topografiche, invece di rappresen-
rare S , si preferisce rappresentare sul piano {xy] lelinee dilivellodi f,
indicando a fianco di ognuna di esse il relativo livello; cio fornisce, se la distan-
za fra livelli successivi ¢ sufficien-
temente piccola, una buona infor-
mazione per comprendere l'andamen-
to della funzione.

Cosi, con linee di livello del tipo
indicato in Fig. 4, si rappresenta una
funzione che presenta due “colli,, se-
o x  parat da un “avvallamento,, .

Fig. 4

Se 2> 2 il grafico di una funzione f:R” =R ¢ilsottinsiene 4
R™+!  costituito dai punti di coordinate (¥, ¥, .., X, Xy41) CODN
(xxy, Xp, ., Xp)Edom [, 2,41 =F Xy, Xq, .1, %X,) ; naturalmente, per una
questione di dimensione, non ¢ possibile rappresentare in tale caso il grafico di
f mediante un disegno.

2. LIMITI E CONTINUITA’.

2.1. Insiemi aperti, chiusi, frontiera, Allo scopo di introdurre il concetto di
limite per funzioni di pitl variabili, occorre premettere alcune definizioni che
estendono ad R” concetti gidnotiin R .

Considerati due punti P’ (xy, .., x) , P" (x), ..., xy) di R”

bl

la
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distanza 4 (P, P")= 1 P" —P'll traidue punrti ¢il numero 20 dato da

n
IP" = Pll= (] =) o G~ ) =S (el - )

come gia si & visto nel Cap. VIII, (2.7).

Fissato un punto P (x;, .., x,) ed un vettore u = (uy, ..., u,) di
R” | se u=0 l'insieme dei puntt P di R” datida

P=P'+tn

2

al variare di ¢ inunintenallo JCR, sidice segmente di R”
Cosi il segmento di estremi P’ | P é&l'insieme dei punti P dati da

P=P +4+tu,con u=P"-P |, 0<t<1

3

DEF. 1. Intorno sferico di centro Py e raggio r> 0 , che siindica col sim-
bolo S (Py, 7) , ¢latotalita dei punti P di R” tali che

P =Pyl <r .

Sia U unsottinsieme di R” ; introduciamo la seguente terminologia.

DEF, 2. Un punto P, si dice interno ad U se esiste un intorno sferico di
centro Py tutto contenutomn U ; Py stdice esterno ad U se é interno al
complementare di U .

DEF. 3. Il sottinsieme U sidice aperto se ogni suo punto é interno, chiuso se
il suo complementare e aperto.
La totalita del punti di  R" che non sono né interni né esterni ad U

costituiscono la frontiera di U .

DEF.4. Un punto P, di dice punto di accumulazione di U se in ogni in-
torno sferico di centro Py esistono puntidi U distintida P,



279

Si tenga presente che un punto di accumulazione di U pud anche non
appartenere ad U .

DEF. 5. Un punto Py €U &un suo punto isolato se non & un punto di ac-
cumulasione di U .

Hlustrizmo alcune delle precedenti definizioni su un esempio.

Sia U il somtinsieme di R? costituito dai punti P (x, ) rtaliche
x? +y? <1 ; U e¢aperto. li punto P, (1,0) nonappartiene ad U |, maé
un suo punto di accumulazione. Il punto P,  appartiene alla frontiera di
U , che ¢ lacirconferenza di equazione: x? +3* =1 .

2.2. Limiti per funzioni a valori reali. Sia U il dominio di una funzione
f:R" >R esia P, unpuntodiaccumulazionedi U .

DEF. 6. Si dice che [ bha limite (finito) I€R per P che tendea P, ¢
SI SCTive:

lim f(P)=1

P=p,

se, preso ad arbitrio un  €> 0, esisie un &> 0 tale che

3

(2.1 Py —11<e , YPe domf, o< lp—p, <6 .

Sussistono teoremi analoghi a quelll nou per funzioni di una variabile
reale.

Cosise: m f(P)=1, Jrljirn g (P)=m , siha:
-P,

li
P~P

o

a) lim (f(P)+g(P))=1+m
P=P,

b) lim (f(P)g(P))=lm
E—P,

, purché m¥*0 .
p—p, g (P) ]
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La verifica del fatto che una data funzione f  abbia limite [/  per
p - P, , molte volte pud essere difficilie. Aggiungiamo soltanto che, se
U,, U, sono sottinsiemi del dominio di f che ammettono Fo come punto
di accumulazione, dette [y [, le restrizioni di f a tali sottin-
siemi, se:

hm flUl (P)# hm flU, (P) ,
P F, PP,

ovvero se manca uno dei precedenti limiti, non esiste il limite di  f(P) per
P—~PF, .

Ad esempio Ja funzione:

__
Flo 3= e

4 cui dominic & R? — {(0, 0)}, non ha limite per P— 010, 0) , poiche,
considerata una qualunque retta r:y = mx passante per O, siha

: m '
finPr= Tom? z}}g%flr (P),
che dipende quindi dalla restrizione considerata.

Se si considera invece la funzione

2 4 2
roy per x #0

2.2) fEN=) o pers=0

si pud verificare facilmente che lim f (P)=0 , qualunque sia laretta 7
P-0

passante per O . Consideratala parabola o : x=9% siha
lim f o (P) =1
PO

e quindi anche tale funzione non ha limite per P— O . E’ un utile eserck-
zio disegnare le linee di livello della (2.2} .
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2.3. Continuita. Sia P, un punto del dominio di [ .

DEF. 6. La funzione f sidice continuain P, se perogni €>0 , est
steun 8> 0 tale che

(2.3) F(P)—f(Py) |<e, YPE domf , HP—P, I<5

Cib significa che:
a) se P, ¢un punto di accumulazione di dom f, siha:

lim f(P)=f(Po) ;

PP,

b) se P, @&un punto isolato di dom f , gqualunquesia f essarisulta
continuz in Py

DEF. 7. Una funzione si dice continua in un sottinsieme U se & continua m
ogni punto di U .

Anche la verifica della continuitd di una funzione ¢ di solito piuttosto
complessa, per cui & importante disporre:
1) di un certo numero di funzioni di cui si sappia verificare la continuita,

2) di criteri che permettano di riconoscere la continuita di funzioni “compli-
cate,, utilizzando risultati su funzioni pitt semplicl.

Cosi & immediato verificare che le = funzioni:

xl:x'lr Xy

aaay

ciot le funzioni di # variabili che si riducono ad una sola variabile, sono
ovungue continue,

Considerata ad esempio la funzione

_fT (JC 1 X 232 s JC?? ) =x 1

sia Py (ay, as, ...

r

4,)E dom f ; qualunquesia P (x,, %z, ..., Xy ) , Sl ha

FP)=f(Py) =2, —a,
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e risultera:
|F(B)—F(Py) 1<e
per tutti i punti P tali che: | P—P, I <e , in quantosi ha
lac; —ay |<SUP—Py |

bastera pertanto prendere = ¢ affincheé sia soddisfarta la (2.3).

Si dimostra inotre che la somma, ovvero il prodotro di funzioni continue
in un punto P, € ancora una funzione continua in Py ed anche 1l quo-
ziente di funzioni continue lo &, purché il denominatore non si annulliin Py .

Da cib segue che i polinomi in »  variabili sono ovunque continui e che
sono continue e funzioni razionali (ciot i quozienti di polinomi) in » varia-
bili in tutti i punti in cui non si 2nnulla il denominatore.

2.4. Funzioni composte. Un altro criterio importante per riconoscere la conti-
Auita di una funzione & basato sul concetto di funzione composta.

S1z ., ¥m) una funzione di  m variabili e supponiamo che
1 , P
Y1, .., ¥m sianoa lorovolta espresse come fuzioni di # variabili x,, .., x, ,
ciog
¥ T Y (xy, ..., Xy )
2.4) e

I.a funzione:

(2.5) F ey, xn)=F 0 (310 ey X )y ooey Yo (0, oy %0 )

che si ottiene sostituendo nell’espressione di [ le (2.4) al posto di yy, ...,

s ¥m » sidice la funzione composta delle (2.4} e della f .
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Si dimostra 1l seguente

TEOREMA. Se le funzioni (2.4) sono tutte continue nel punto Py (a,, . ., an)

esela f ¢&continuanel punto Qo (31 (Po), ..., Ym (Po)) , la funzione F
definita dalla (2.5) é continua in Py

L’utilita di questo Teorema & notevole.
Cosi, considerata la funzione:

xy
(2.6) cos W s

essa si pud pensare ottenuta dalla funzione f:R >R datada f(z)=cosz
in cui si ponga

(e, )= 5=
z=z (x, y) =
? y x? +y?.

La funzione 2 (x, ¥) - R* = R ¢ continua in R? — {(0, 0)}, lafun-
Zione cos z & continua per ognivalore di z e quindila funzione (2.6) ¢
continua in R?* — {{(0, O} .

3. DERIVATA SECONDOQ UN VETTORE E DERIVATA DIREZIONALE.

Dal corso di Analisi Matemartica ] & noto che la derivata prima di una funzione f )
esprime la “velocita di variazione,, della funzione stessa.

Un concetio analogo pubd essere introdotto anche per una funzione [ (P} di »
variabili reali a valori reali con la differenza che, mentre nel caso di una sola variabile il
punte  x & “costretto,, a percorrere una rerta, nel caso di funzieni in pit varizbili 1l
punto P pud percorrere diverse direzioni in corrispondenza alle quali si otterranno valori,
in generale diversi, che esprimono la veloeita di variazione della funzione.

Cosi ad esempio, se  f (P) & la temperatura nel punto £ diun ambiente in pre-
senza di unz sorgente di calore, la vanazione della temperatura dipendera dal modo con cul
il punto P sisposta e ci saranno percorsi lungo cui f(P) cresce o decresce pill 0 meno
rapidamente, ovvero resta costante.

1 concetto di derivata dirczionale permetterd di descrivere tali situazioni.
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3.1. Definizione. Sia f{F) una funzione di » variabilirezli, u=C(u,,..., u,)
un vettore di R? | P, un punto appartenente al dominiodi [ .

DEF. 1, La funzione [ sidice derivabile nel punto P secondo 1l vettore u
se esiste (ed & finito) :

G.1) lim fPy +tu)—f(Pg)

t—~ 0 t

ove tER etaleche Py +tuEdomf .

Tale limite (se csiste) si dice la derivata di f nel punto Py secondo il
vettore u e slindica con

=

Un caso particolarmente importante € il caso in cui  u & un versore:

d

sotto tali ipotesi (M) si dice la derivata direcionale nel punto Py dif
P

od anche ﬁ (Po) .
du

P

a

secondo u .

3.2. Considerata la funzione F: R —~ R definitada
(3.2) F@)y=f(P, +1tu),

risulta F (0)=f(Py) ed inoltre:

[Py +2w)=f(Py) _ F(t)=F(D)
t t

da cuil

TEOREMA. La funzione f ¢é derivabile nel punto P, secondo il veitore u
se ¢ solo se la funzione F (1) definita dalla (3.2) & derivabile per =0 ¢
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5t ba

(3.3) (ﬂ) =F (0)
PO

La (3.3) riduce pertanto il calcolo della derivata secondo  u  al caleolo
della derivata di una funzione di una sola variabile reale, ben noto dal corso di

- . d

Analisi Matematica I ; un altro metodo per il calcolo di —g]: verra daro al
it

n. 5.3.

Applichiamo la (3.3) per calcolare la derivata della funzione

1
flx y )= ——oZ Ogj:
y—3

nel punto P, (2, 1,—2) secondoil vettore u= i+2j—k.
Il punto P, +tu ¢ilpuntodi coordinate (24+¢t,1+2t,-2-t)e
quindi

(2 4 1) log (1 + 21)
1+ 2t—(=2-1)°

F()=f Py +tu)=
Con un calcolo immediate sl ottiene

4
/A Y T P
au P, 3

Si tenga presente che la derivata di [ secondo la direzione individuata
da un vettore u %0 ¢&laderivatadi f secondo il versore v=u/lul .
Si verifichi che per la funzione in esame risulta

ﬁl o
avp, 36

i, =TT
dvlp,  lul \dulp,

e si osservi che

(3.4)
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Tale formula verra giustficata in generale al n. 5.5.

3.3. Mettiamo 1n evidenza il significato geometrico della derivata direzionale
(e non della derivara rispetto ad un vettore qualsiasi) nel caso i cui
f=f(x 9 ¢una funzione di due variabili ¢ quindi rappresentabile con una
superficie § .

Con riferimento alla Fig. 5,ipunti Py +tu, alvariaredi ¢t inunin-
tervallo I C R in modo che Py +tu&domf , descrivono un segmento |/
della retta + passante per
Py (xg, ¥o) edindividuata
da wu; ilgraficodi f ri-
stretta ad [ ¢lacurva L
intersezione d S col pia-
no per r parallelo all'as-
se 2 .

Lalinea L &ilgrafi-
co della funzione : F (£} =
= f (P, + tu) ¢ quind
(df ) : . .
—~< =F (0) ¢&I1lcoeffi-

P

du

ciente angolare della retta Fig. 5
tangente ad L  nel punto
Qs (X0, Yo. [ (%0, ¥o)), ossia e la tangente trigonometrica dell’angolo o

individuato dalla retra r , orientata come u , con la tangentein Q,
ad L .

3.4, Derivate parziali. Nel caso in cui il vettore u coincida con uno dei ver-
sori e, =(1,0,..,0), .., =(0,..,0 1) della base cznonicadi R” | s
pone, con notazioni equivalent:

af
(3.5) (d_ﬁ‘,,-

of.
= | = P
’, (ax!_\po fxi ( 0)

e tale numero si dice la derivata parziale (prima) di  f rispetto alla variabile
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x; mnel punto Py

Tenuta presente la (3.1) e posto Py (ay, ..., a;) sihaadesempio

dxy 1= 0 ot

i) —lim f(al+t,a.z,.,f,an)—f(al,az,,:_,an)
'PD

ed analoghe per le zltre derivate parziali e quindi:

la derivata parziale rispetto ad una variabile  x; si ottiene considerando co-
stanti nell’espressione della funzione le altre  n—1 wvariabilie derivando la
funzione rispetto alla sola variabile x; come un’ordinaria funzione di una so-
la variabile.

Cosl, posto
x—
3.6 z)y=—
(3.6) flx vy, 2) 52
s1 ha
o _ 1 of - _xw
dx  y+2? T 9y (y +22)°

of —1(y+3) -2 (x—z2) —y—2x3+3°
dz {y +2%)? (v +2%)*

DEF. 2. Una funzione f sidice derimbile in un punto P,  se amimelie
‘tutte le derivate parziali prime in tale punto,

A differenza di quanto avviene per le funziani diunasola variabile, osser-
viamo che una funzione pud essere derivabile in un punto Fy ma non conti-
nua in tale punto (e, come nel caso delle funzioni di una sola variabile, conti-
muain P, e non derivabile).

Per questo il concetto di derivabilitz non ha molwaimportanza per le fun-
zioni di pili variabili, mentre & la nozione di differenziabilita, che verraintro-
dotta al n. 5, che ha maggiore interesse per tali funzioni.
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Considerata ad esempio la funzione

1 se xy#0

fl )=
0 se xy=0

essa ¢ derivabile in  0(0, 0) con derivare parziali prime entrambe nulle, ma
non ¢ continua in O (non esiste i limitedi f per P—0) .

La funzione (2.2) cioe

2+ 2
x Y per x+#0
x
flx )=
0 per x=20

che non & continua nel punto O , si pud derivare nel punto O secondo

un qualunque vettore u ¢ risulta (d——) =0 . Difartise u={(u;,%,) con
- U/o
u, #0 risulta

— 2 2
f(o+t1:) FOy _ (u :_uz_)fr,o per t—~0 ;
1

mentre, se %, =0 , siha f(O +ru)'=0 , Y.
Si verifichi che la funzione
fx )=V % +y?
& continua nel punto O , manon derivabile, mentre la funzione
fonn=vxy

: continua in O , derivabile in tale punto e che le uniche direzioni rispetto
a cui si pud derivare sono quelle dell'asse x € dell’asse ¥ .
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3.5. 1l gradiente. In molte applicazioni interviene il concetto di gradiente di
una funzione, cosi definito.

DEF.3. Se f:R" =R baderivate parziali prime continue in un punto Py ,
il gradiente di f in Py , che siindica con grad , f o anche V, f,
il vettore di R™ di componenti (fx1 (Po)y v I (P,)) . o

n

Al variare di P, , ilgradiente di f descrive un campo vettoriale che
siindica con gradf o Vf ; con riferimento alla funzione (3.6) risulta:

x—z , zt-y—2xz

dfe——— = j+
grad f y - z? ’ (y+z2)2] (y +z%)?

4. DERIVATE DI ORDINE SUPERIGRE.

4.1. Definizione. La derivata di  f : R” = R rispetto ad un vettore  u, al
variare del punto P, in cui viene calcolata, definisce una nuova funzione

af
—d— . R" - R ¢ quindi, considerato un altro vettore v (eventualmente
u

coincidente con u ), sotto opportune ipotesi avrd senso calcolare

i(f’i)_ _af 4 (ﬂi)_ af
dv \du/ dvdu ' du \du du?

, ecc.

Cosi, con riferimento alle derivate parziali, col simbolo

7

ax; axj [

si intende:

19 - A, SANINI - Geumetna,
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ed analogamente si pone

o°f
=/
X X; Xp

dx. axj x, i % ax

% o)

ottenendo intal mode le derivate parziali del 2°, 3° ordine, ecc. della funzio-

ne f .

DEF. La funzione [ si dice di classe C9 inunpunto Py se tuttele
sue derivate parziali fino all’ordine g sono continue in Py ; f sidicedi
classe €3 inumaregione U seédiclasse 7 in ogni punto di U .

M caso g=0 corrisponde alla continuita di f

4.2. Inversione dell’ordine di derivazione. I’ facile constatare su vari esempi
che s ha di solito

e pil in generale

arf a*f af d*f
du dv dvdu = dudvdw dv du dw

cioe che & lecito spesso cambiare I'ordine di derlvazmne
Cosi per la funzione : [ (x, ¥, 2) =% siny + xyz® siha

5. )
o= 5 )75, o=t

d d
1, -'—-—(]S;————(xcosy—i—xz) 2xz .
Y oz
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Si dimostra difatt il seguente

TEOREMA. Se f & di classe C? inwunaregione U | in tale regione si ba
4.1 = ;
cid si esprime anche dicendo che lederivate miste sono ugual.

11 risultato del Teorema continua a sussistere anche sotto ipotesi pil‘J de-

boli che non prec151amo e si estende anche alle derivate dj ordine pil: elevato.

Nel seguito, allorché si utilizzeranno derivate di ordine superiore al 1°,
supporremo sempre che il risultato non dipenda dall’ordine di derivazione. Co-
si ad esempie, con riferimento ad una derivata del 4° ordine di una funzione
f(x, y, z), supporremo

fxxyz - fyxxz = fx-zyx = -

4.3. Matrice hessiana. Utilizzando le derivate parziali seconde in un punto Py
di unza funzione f:R” =R , siintroducela matrice

fow P fo o Po) o f L (Po)

for o ®o) o ol Bo) o fo L (Po)
(4.2) Hy [o
fon s, B0) o s, Bo) o fo o (o)

n

detta matrice hessiana di f in Py ed il cui determinante si dice hesszano
di f in P, ;secondola (4.1} , H, [ &unamatrice simmetrica.
L]

5. 1L DIFFERENZIALE.

5.1. Richijami. Dal corso di AnalisiMatematicalénoto chela denvata F(xa)
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della funzione f(x) nelpunto xp soddisfa alla condizione

Floeo +B)=flxg)

5.1 i ! =
5.1) lim <=0 fGxo)
= 5 f(xo-i-b)"f(xu)—bf'-(xo) _
1m =0,
b—0 b
relazione che & cquivalente alla:
(5.2) 1% +b)ﬁf(x0)+bf'(xo)+be

ove ¢ , chedipendein generaleda xo ed &, tende a zeroper A0,
od anche

(5.3) f{xo +b)=f(x0)+bf’(x0)+o(|b|)

ove o ( Ih 1) indica un infinitesimo (per & =0 } di ordine superiore
a b1,
Dalla (5.3) seguono immediatamente queste considerazioni :

1) lalegge chead HER associa il numero  f' {xp) b € un’zpplicazione
linearedi R in R ;

2) ponendo nella (5.3) xo + b=x (equindi bh=x—xp ) ed introdotta
la funzione (individuata da f )

g x)=7F{(x0) + (x —x0) [ (%)
si ha:
flx)=gx)+ol loc—x9 1) .

La funzione g (x) ¢un polinomio digrado <1, il cui grafico ¢ la ret-
ta tangente al grafico di f(x) nelpunto (%o, f{x4)) ; tale funzione ap-
prossima f a meno di un infinitesimo  (per x —*x, ) di ordine superiore
al 1° (rispetto all'infinitesimo campione loc— x4 1) -

L'estensione delle precedenti considerazioni a funzioni di n variabili
porta al concetto di differenziale per tali funzioni, che verra illustrato nei
n. seguenti.
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5.2. Differenziabilita di una funzione. Sia f una funzione di » variabili
reali a valori reali e sia Py un punto interno 2 dom f .

Pertante esiste un numero opportuno  r tale che f sia definitain
totti ipuntt P percui |P—Py [ <r , odanche,se h &unvertore arbi-
trariocon Yh <7, intuttipunti P=P, +h .

DEF. La funzione [ si dice differenziabile in P, se esiste un'applicazione li-
neare di R" i R, chesiindicacon dp f esidiceildifferenzialedi f
in P, , tale che, qualungue sia il vettore  h  con | h1<r 6 siabbia

(5.4) fy +h)=f(P)+d, fh)+o(lhl) .

La (5.4) ¢ equivalente alla:
(5.5) f Py +h)=f(P0)+dPDf(h)+|lh||e
con €=¢(Py,h)=0 per Ihi-=0.

Sesipone: P=P, +h, la(5.4)si puo scrivere nella forma
(5.6) FPY=fPy)+dp [(P—Pg)+o(IP=P 1)

da cui si deduce immediatamente che

TEOREMA 1. Se [ & differencziabile in P,, & anche continua in tale punto.

5.3. Espressione del differenziale. Per il calcolo del differenziale e per le note-
voli conseguenze geometriche che verranno esaminate al n. 7 & fondamentale i}
seguente

TEOREMA 2. Se [ & differenziabile nel punto Py , [ € derivabile in Py
secondo un qualsiasi vettore u e risulta (*) :

df '
(5.7) d, f(u)=(—~ =grad , fru.
a du P ']
(*)} 5i renga presente che il prodotto scalare in R" diducvemmori u=(u,, .., #z) , v=(,, ., 7)

t dato da (cfr. Cap. VII1, (2.5)): u-v=u, v; + ., +Upvg .
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Dimostrazione. Sia U un vettore qualsiasi € sia ¢ un numero reale tale che

I+ ull < . Riscrivendola (5.5) con tu alpostodi h e tenendo presente
. R \ .

la linearita dell'operatore dPu f , siha:

Py +tm)=f(P)+td, fw)+Itllule
e quindi:

F(Pe +1u)—f{Py)

r

d ( +|t|ll Il
= u —_— -
Pof) : ul e

facendo il limite di tale relazione per t— 0 , poich¢ per t-»0 si ba
ltul—=0 equindi e—0 , seguedalla (3.3) che:

(5.8) ()~ 4, 1w
PD

au
resta cosi dimostrata la prima parte della (5.7).

Supposto  u=(uy, .., 4}, 0ss1a UZ U € +...+wu, e, , ove
e, =(1,0,.,0),..,¢=0,..,0,1) ¢ la base canonicadi R” | perlali-
nearitadi 4, [ siha

PD
dpn f(u):ul dpc f(el) + .ty dPu f(e,,)
e quindi, poiche perla (5.8) ¢ la {3.9) risulta:

d
4, fle)= (de) =f,, (Py)
i ‘P

ne segue
659) dp f@=uf, Po)F -+, fp (Po)= z f, o,

0ssia:

d
dpof(u)f—“(d—{j)la =gr;1d‘Po f-u

che dimostra completamente la (5.7) e fornisce un'espressione esplicita del
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differenziale, oltre che un nuovo metodo per il calcolo della derivata di una
Funzione secondo un qualsiasi vettore U .

Supposto f di classe opportuna, poiché

d "
o= T f Py,

si ha anche:

(510 = zia—ﬁfﬂ' w = I f. _ (P
| du fp, 571 3 =17 Tl B PE LR

ed in generale

af _=x
(5.11) (du r b - il,?., i,:lf"f, v X (Po) ”:‘;"uf,:‘ :

o

5 4. Incremento di una funzione. Come risulta dalla (5.6) st ha che
f(P)—f(PD):dPD fP—Fy)+of lp—pP, 1D

e quindl 4, f(P—Py), ameno di un infinitesimo {(per P—~Py ) di ordine
superiore al 1° rispertto all'infinitesimo campione I p—Py I, &incremento
che f subisce nel passaggioda Po a P.

Inolire, la funzione .
(5.12) gP)=f(P)+d, [(P=Fq)

che, per la (5.6), approssima [ ameno dell’infinitesimo sopra indicato, ¢ un
polinomio di grade <1 .

Difatti, posto P (x1, .., %)+ Po (81, i @) € quindi: P —Pg=
=(x; ~ @y, .., Xy~ ax) dalla (5.9) s1 ha

g(P)=f P+ Z f, (Po)(x,=a) .
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Nel caso particolare in cui
il grafico della funzione g &1l piano di equazione

(5.13)

z=f (%0, ¥o) + (

3

n=2 , consid

ij‘j (x—x0)+(af
xip, Y iP

erato il punto Py (xq, ¥o) ,

EW) n O~ Yo)

e, come si giustificherd al n, 7.2, esso ¢ 1l piano o tangentealla superficie S

grafico di f(x,y) nclpunto

Qo (%q, ¥o. [ (%0

Fig. 6

» Yo)) -

S1 osservi che, dertd

Q 3

R 1 punt di intersezione
della retra parallela all’as-
se z passante per

P € dom f rispettivamente

con § econ « , l'incre-
mento di f nel passaggio
da Py a P ¢ladifferenza
tra la quota di Q e
quota d: ¢, , mentre
dPu f(P—Py) ¢ladifferen-

R

la

za 1tra la quota di e

quelladi Qg .

Con riferimento alla Fig. 6, l'incremento di  f & la lunghezza di MQ ,
mentre MR rappresenta 4, f(P—Py) .

5.5. Osservazioni.

a)
Py

Il Teorema 2 mette in evidenza che, se una funzione & differenziabile in
, essa &ivi derivabile secondo un qualsiasi vettore u ; si tenga turta-

via presente che vi sono funzioni (di pilt variabili} che ammettono derivate

secondo un vettore arbitrario, ma che non sono differenziabili; & tale Ja
funzione (2.2), come si ¢ visto al n. 3.4.

Si dimostra il seguente Teorema, che fornisce un criterio per riconoscere

la differenziabilita di una funzione

TEOREMA 3. Se f édiclasse C'

in Py , f

¢ differenziabile in Py .



297

b) Sia u=+0 e v=u/lul ilversoredi u . Laderivata di f seconde
la direzione individuata da u , cio¢ la derivata direzionale di f secon-
do v , soddisfa, perla (5.7), alla seguente relazione:

]

4 et e et svm 2]

™ lu il \dujp

che giustifica la (3.4), qualunque sia la funzione differenziabile f

¢} Molte volte il differenziale di una funzione f in # variabili viene indi-
cato con la scrittura

(5.14) df=fx' dxy + .. +fxn dx,

ove, se il differenziale & relativo ad un punto P , si intendono calcolate
in tale punto le derivate che figurano nella (5.14); considerato il vertore
“infinitesimo,, dP=(dx,, ..., dx,) , la (5.14) si indica anche con

df=grad f- dP

e si dice che il simbolo  df esprime, 2 meno di infinitesimi di ordine
superiore, I'incremento subito da  f nel passaggio dal punto P al punto
P+ dP.

5.6, Teorema del valor medio. Supponiamo che la funzione f sia differenziabile in wrd
ipunti P delsegmente Py +tu , ove r descriveunintervalloreale T . Conside-
rata la funzione F:R—>R definitada

F(t)=F(Py +tu)

si verifica facilmente che, nel punte P=Py+tu , siha

;o df
(5.15) F (t):dpf(u)=(dﬁ)
ufp

e quindi

{(5.16) F'(t)=grad ,f u .
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In generale, supposta  f di classe oppormunz, dalla (5.15) segne

drf
(5.17) Fi7 (r)=( }
du’ P

TEOREMA 4 (del valor medio). Se [ ¢ differenziabile in ogni punto del segmento di
estremi Pp e Pg -t u | esiste almeno un punto P, interno a tale segmento per cui si
ha ‘

af
(5.18) fPo + U)—f(Po)=<d—>
wip

Difatti la funzione F (£)=f(Py + tu) & derivabile neil'intervallo 7=[0, 1] ¢, peril
Teorema de! valor medio per funzioni di wna variabile reale {cfr. Analisi Matematica I)
risulta:

FIW-FM=F(H o0<8<1,

da cui si ottiene direttamente la (5.18), tenendo presente la {5.15) e che il punto
Py =Py + 8 u &inteeno al segmento considerato,

Se P=Pyt+u=(x;,..,x,) , Po=(ay,..,a,) , la(5.18) si pud scrivere esplici-
tamente, per la (5.16), nella forma

"
(5.19) F G e %)= far, e @)= B [ P2) i a)
6. DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOQSTE.

6.1. Esempi di funzioni composte, Sia  f (¥, ., ¥m) unafunzione di m
variabili a valori reali e supponiamo che vy, ..., ¥m sianc aloro volia espres-

se come funzioni di » variabii x,, .. x,

»

(6.1) .
Y™ Yo (X1, oy X )
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{a funzione

(6.2} Fxy, o %)= f (%0, s X )y o ¥ (59, 0, X))

che si otdene sostituendo e (6.1) nell’espressione di [, &la funzione com-
postadi f edelle (6.1), come gid si ¢ derto al n. 2.3.

L'operazione precedentemente indicata si presenta in modo naturale in
diverse circostanze.

Cosi, se & data una funzione f{x, y, z) e¢siconsiderala restrizione di f
ad una curva di equazioni paramewriche:  x=x (&), ¥y =y {(t),z=2z () , sl
ottiene la funzione F : R+ R definita da

F@)=f(®),y @), z) .

Analogamente e restrizioni di (x, y, z) alla superficie di equazioni pa-
rametriche : x=x (u, v) ,y =y {(u, v),2=2 (4, v) OVVEro alla superficie to-
pografica S :2 =y (x, ) (grafico della funzione o : R? -+ R ) danno ori-
gine rispettivamente alle funzioni composte (da R* ad R ):

Fl, v)=f(x @ v),yuv, 2w 7))
Flo,yy=f(x,y, 0 9)

6.2. Derivate parziali prime di funzioni composte. In molti problemi ¢ Impor-
tante esprimere le derivate parziali della funzione composta  F (6.2) median-
re le derivate parziali di f e delle funzioni (6.1). A tale scopo ¢ di fondamen-
tale importanza 1l seguente

TEOREMA. Se le funzioni (6.1) ¥i., .., ¥m : R7 =R sono differenziabili nel
punto Py =(a,,...a,) ed f ¢ differenziabile nel punto Qo = (y1 (Po), -,
v Y (Po)) . la fumzione composta  F (6.2) € differenziabile in Fy, e
si ba

F m oy
B

[l
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Limitiamoci a dimostrare la (6.3) per x;=x,; .

Sia P, il punto di coordinate {4, +b,a,,.., a,) . Perla differen-
ziabilita delle funzioni g; (xy, ..., x,) in Py risulta

¥ (P1)=u; (Pg) + A y;

ove, per la (5.5) ela (5.9):

X1
e quindi
A oy
(6.4) lim —2i (ﬁ)
b0 b 9x, /p,

D’altra parte risulta

F(P]):f(yl (Po)+A_’}’1,-—-,j’m (Po)+A3/m)

e, per la differenziabilita di f i Q¢ =(yy (Po) ..., ¥m (Po)) , siha

_ mfof ,
(6.5) F(P1)_F(Po)_j=zl (5‘37}")‘20 Ay; +

¥ (/—\yj)z}‘l/ze ,
=1
ove, poiche Ay =0 per »=>0 ed e—+0 per Ay; =0
e—+0 per =0 .

Dalla (6.5), dividendo per 5 ¢ facendo il limite per b= 0 , tenuta

presente la (6.4) si ha che
(BF ) _ of ;i
0x,y P, J=1 Byj)gn 9x4 P,

ne segue che

7

i3

6.3. Applicazioni. Esaminiamo alcuni casi notevoli di derivazione di funzioni
COMposte.

a) Siano  x; = x (t), ..., x, =%, (t) le equazioni parametriche di un arco
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dicurva I di R" con vettore tangente nel punto P () 1l vettore

P (t)={x; (1), ..., %a (OO} (*).

Sia f=f(xy, .., ¥;) unafunzione da R” ad R differenziabile nel
punio Py =P (t,) . Applicando il Teorema del n. 6.2, si ha che la fun-
zione

F(t)y=f(x; (), ..., xp (£))

¢ derivabile per t=t, e risulta, perla (6.3):

F (t)= I fe; (Po) %} (t0)
ossla
(6.6) F'(ro)=grad , [ P' (o)

che estende la (5.16) ad una curva qualsiasi di R” .

b) Consideriamo il caso particolare in cui  f=f(x, ¥): R?—=R e L ¢l
grafico di una funzione y=¢ (x), ciotilcasoincui L &lacurvadi
equazioni parametriche : x=x,y =y (x) (x parametro) .
Larestrizionedi f ad L élafunzione

F (x)=f(x, p (x))

ela(6.3) & espressa da

(6.7) F' (x)=f, Q)+, Q)¢ ()

essendo @ il punto di coordinate (x, 1 (x)) .

¢) Se f=f{x, ¥ z) ¢unafunzionea valori reali, 1a sua restrizione alla su-
perficic topografica S di equazione z = (x, y) tla funzione di due
variabili: F (x, y)=f (x, ¥, ¢ {x, ¥)) .
Posto P=(x, % , Q& 5y o yhH , le (6.3) in guesto caso si scri-

(*) 1l concerto di arco di curva in R" ¢ di vetiore tangente ad esso sono quindi le estension! degli

analoghi coneetti gia esaminati nel Cap. V per curve dello spazio ordinario.
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VOono:

(6.8) Fy (PY=fc (Q)+ 2 (@ o (Y, Fyy (PY=[, (@) + [ (@), (P) .

7. APPLICAZION]I GEOMETRICHE DEL DIFFERENZIALE.

7.1. Gradiente ed insiemi di livello. Si & visto al n. 5.3 chese f:R" >R ¢
differenziabile nel punto P, , qualunque sia il vettore u risulta:

d
(7.1) (Eﬂp =grad , f-u.

Nf: segue che (cfr. anche disuguaglianza di Schwartz,n. 1 Cap. VIII), se
fi 0, la direzione rispetto a cui € massima la derivata direzionale di f
in P0 e queI]a del versore

grad p f
(7.2) Terad , f" '

in corrispondenza alla quale risulta:
d
. —=] = i
(7.3) (dQPD = [ grad P, f

I! versore — v individua la direzione a2 derivata direzionale minima nel
punto Py

I vertori ortogonali al gradiente di f in Py 1individuano le direzioni ri-
spetto a cui si annulla la derivata direzionale; il significato geometrico della
totalitd di tali vetrori &€ messo in evidenza dall'importante teorema che segue.

Un vettore di R” applicato in un punto P, sidice ortogonale ad un
sottinsieme S di R" passante per P, se ¢ ortogonalein P, arturtele
curve di S passanti per tale punto, cioé¢ ai loro vettori tangentiin Py .

Cid premesso si ha

TEOREMA. Il vettore  grad , f ¢ ortogonale all'insieme di livello relativo al
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punto Py e diretto verso i livelli crescenti (se non & nuilo).

Difatti sia P (¢) una curva qualsiasi contenuta nell’insieme S di livel-
lodi f relatvoal punto Py =F (to} . Lafunzione F (£)=f(P () as-
sume il valore costante [ (Py) , che &il valore preso da f in ogni punto di
S, e quindi in particolare per la (6.6):

0=F (iy)=grad 3 f P (tg) .

Pertanto il vetiore grad , f ¢& ortogonale al vertore tangente in Py
. 9 s . .
ad una curva qualsiasi appartenente all'insieme di livello relativoa Py .
Inoltre, con riferimento al versore v (7.2),s1ha

o f@Pe )~ fF)
Iim
t 0 t

= lgrad, fI >0

¢ quindi in un intorno di 0 (per la permanenza del segno) se ¢ >0 risul-
terd  f(Py +1v)>f(Py) , mentre, se <0, fPy +tV)<f(Po) .

7.2. Rette e piani tangenti. Utlizziamo il Teorema del n. 7.1 per ottenere al-
cune formule di uso frequente.
Consideriamo la linea L del piano [x y] di equazione cartesiana:

(7.4 flx, y)=0

esia Py (xg, Yo) Unsuopunto .

Poiche 1. si pud considerare come la linea di livello relativa al punto
P, della funzione f: R? > R che figura nel 1° membro della (7.4) (L ¢
esattamente la linea di livello 0di f ) ,se  grad , f#0, tale vettore &
ortogonale alla retta tangente ad L inPq € quindiqia retfa tangente si rap-
presenta con l'equazione

(7.5) Fe Po) (x—x0) + [, (P}~ o) =0 .

In particolare si osservi che, se f ¢&unpolinomio di 2° grado, si ottiene
I’equazione della tangente ad una conica in un suo punto, gid ricavata per altra
via al Cap. IIT ({9.10) del n. 9.2) .
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Analogamente, considerata una superficie S di equazione

flx,y,2)=0,

il piano tangente ad S in un suo punto Qo (x5, Yo, Zo) In cui
grad , f#0 &datoda

(7.6) [ (Qo)(x—x)+f, (Qo) (v =) 1, {Qo) (2720} =0 .

Siosserviche,se S ¢ ilgrafico diunafunzione di due variabili ¢ (x, ¥},
cioé¢ se S haequazione :

z=@(x, ) ,

il piano tangente ad S nel punto Qg (%o, Yo, v (X5, Vo)) sl pud otrenere
mediante la (7.6) con

(7.7) flx,y,2)=¢x,y) —2 .

Siriottiene in tal modo la formula (5.13) (in cui si scriva al posto
di f). Difatti posto Py (xo, ¥o) , con riferimento alla funzione f defini-
ta dalla (7.7), risulta

fx (Qo)=we (Po) fy (Qo)=w, (P) . fz2 (Qo)=-1.

Si ricordi inoltre che se la superficie S ¢ rappresentata mediante equa-
zioni parametriche, il piano tangente in un suo punto € dato dall’equazio-
ne (6.9) del Cap. V.

Sc si considera una linea I dello spazio intersezione delie due superfici
(cfr. n. 10.3 del Cap. IV) S, 5 di equazioni

f(xsyxz)':o » g(X,y, Z):O

la retta tangente ad L inunsuo punto @, si pud rappresentare come in-
tersezione dei piani tangenti ad S, §' in Qg , che si scrivono mediante
la (7.6).
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7.3. Curve e superfici inviluppo, Consideriamo unz famiglia ad vn parametro di curve piane
rappresentata, al variare del parametro ¢ inun certo intervalloreale I | daun’equazio-
ne del tipo

(7.8) ey, =0,

ove (x, y) sono le coordinate cartesiane del piano;la (7.8) rappresenta, Vi€l
curva [, della famiglia.

, una

DEF. Una curva % del piano si dice inviluppo della famiglia se per ogni punte P di szasm
una curve L, tangentein P ad

Ad esempio ogni curva piana & la curva inviluppo della famiglia delle sue rette tangen-
Ti.

Dimostriamo che ogni punta P (x, 3) dellle curva inviluppo F, ammesso che esi-
sta, della famiglia(7.8) soddisfa al sistema:

of
(7.9) Flx, y t)=0, 3;- (e, v, t)=0 .

Da cib segue che, se si elimina il parametro ¢ frale (7.9), si ortiene Pequazione car-
tesiana dellinviluppo %, mentre se si ricavano dalle (7.9) le incognite x, 3 come fun-
zionidi ¢ , siottengono le equazioni parametriche di F.

Sia difatti P{t)=(x (t),y (¢+)) il puntoincuilacurva L, diequazione (7.8)toc-
cala curva ‘ﬁ; deve pertanto essere, Yiel .

Flec{t),y(), )=0,

da cui, derivando rispettoa ¢ , siha

of , of ,oFr
(7.10) — P, — P,y +— (P(),1)=0 .
Ox ay or
dpr L
D’altra parte, essendo F tangente ad I, in P (z) , ilvettore — =(x,y )

3 ar £
risulta oriogonale al vertore (’f s —) in tale punto e quindila (7,10} si riduce alla 2?
delle (7.9). ox Oy

Esempi.

1) Considerata la famiglia di circonferenze aventi centro variabile sull’assc x e raggio r
costante:

x—1)? +y2:r2 ,

20 - A, SANINI - Geometria
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il relarivo inviluppo si ottiene risolvendo il sistema (7.9)
x—t) 3P =t —2(x—-1)=0

ed ha pertanto equazione cartesiana: y* =+ | cio? & una coppiz di rette parallele al-
I'asse x .

2y Lafamigliadi = ' circonferenze di centro lorigine
g g

.1"2 -1-_'}12 :12

non ammertte curva inviluppo.

Consideriamo una famiglia ad un parametro di superfici §; di equazione
(7.11) fle,y,21)=0

ed il sistema, analogo al sistema (7.9):

2
(7.12) fle, y,z,8)=0, —a{— (x, 9 2 t}=0 .

Se tale sistema individua, perogni ¢ diun certo intervallo I | unacurva /2l
variare di £ tale curva descrive in generale una superficie . che si dice la superficie in-
viluppo della famiglia (7.11) . L'equazione cartesiana di F si ottiene per eliminazione del
parametro ¢ frale (7.12).

Si pud inoltre verificare che in ognipunto P della linea F . il pjano tangente alia
superficie inviluppe coincide con il pizno tangente in P alla superficie S, diequazio-
ne (7.11).

Esempi

3) Siconsideri una curva L elafamigliadi o' sfereaventicentrosu L e raggio
R costante. Verifichlamo che Dinviluppo di tale famiglia & la superficie luogo delle
circonferenze di raggio R aventi centro su L e appartenenti al piano normzle
ad L in tale puntc.

Supposto che L sia descritta dal punto @ (s) , ove 5 & ascissa curvilinea, il si-

stema (7.12) si scrive difatti
le—0wus) P= R, (P—Q (s 1(s}=0

ove Plx, v z) ,t &ilversoretangentead L mnelpunto 0 .

La superficie inviluppo S cosi ottenutz si dice superficie canale; nel caso particolare
incui I siaun'elica circolare, & prende il nome di serpentino, mentre se L &una
circonferenzadiraggio Ry > R si otriene il toro.
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4) Considerata la famiglia di ¢! piani paralleli all’asse z ;

xcost +ysint—r=0 (rcostante)

la sua superficie inviluppo ¢ il cilindro rotondo  x* + 3% =2
glia sono i suoi =@ ! piani tangenti.

Le superfici che hanno soltanto e '  piani tangenti, di cuii cilindri e i coni sonoe ca-
si particolari, si chiamano rigate sviluppabili (cfr. Cap. XI, n. 3).

ed i piani della fami-

Si hanno anche inviluppi di famiglie di superfici dipendenti da due parametri :
(7.13) [l y, 2,0 8)=0
e la sua superficie inviluppo -# si ottiene risolvendo il sistema:

) )
Y, ¥,
oo

Flx, v, 20 8)=0, 3

La superficie # & tangente in ogni suo punto alla superficie Sq, g di equazio-
ne (7.13) passante per esso.

Ad esempio ogni superficie, diversa dz una rigata sviluppabile, & I'inviluppo della fami-
glia o2 "dei suoi piani tangenti.

Esempio

5) Llinviluppo della famiglia o2

di piani di equazione
20x + 2By —z—of —f* =0
si otriene risolvendo il sistema:
2ax +2fy—z—of =B =0, 2x—2¢=0 , 2y—28 =0

ed & il paraboleide di equazione

z=x2 +}7'

8. LA FORMULA DI TAYLOR.

Gia si & visto al n. 5.3 che se una funzione f:R" =R ¢ differenziabile



308

nel punto Py risulta:
f@)=fPo) tdy FP—Py)y+o(lP—Py 1),

ossia, se P ey, ..., %), Po (ay, ..., an) :
(8.1) f@PY=f(Po)+ ?';'1 fe; (Po) (xi —a) + 0 (lP—=Py 1) .

La (8.1) si dice formula di Taylor del 1° ordine e permette di approssi-
mare f , ameno di un infinitesimo (per P~ P,) diordine superiore all in-

finitesimo campione | P—Py I, mediante un polinomio di grado <1 .

Se f ¢diclasse €7 in un insieme aperto di R” contenente il seg-
mento Py P, sipud provare che sussiste la seguente formula di Taylor di

ordine 1 :
(8.2) FB=F B+ B fr Bo) (i) ot
1 = :
v B Fetyo (P i1, (a0 Ip—p, Iy .

Trascurando nella (8.2) il termine o (I P =P "y si ottiene il polino-
mio di Taylor di ordine r che approssima f 2 meno di un infinitesimo

(per P~ PRy) diordine superiore ad 7 Tispetio all'infinitesimo campione
lp—pP, I .

Ad esempio il polinomio di Taylor de] 2° ordine di una funzione f (x, ¥)
relativo al punto Py (%0, Yo) ¢ dato da

(83) g, y)=f(xp, y0) Tfz(Po) (x %0} T fy Py —yo) +
+% (Fon (o) (= 500)% - 2y (Po) (6 =2%0) (y—90) +
+ £y Po) =0 )} .
Per provare la (8.2) occorre tenere presente Ja formula di Taylor per funzioni diuna

variabile reale nota dal corso di Analisi Matemartica I .
Se f(z) &unafunzione di classe C" inunintervallo I, tp unpunto interno ad



I, perogni t&1! siha

(r—'t)

B4 FE=f o)) )ttt T fu_n( )+ )

()
F (),
ove f; tun conveniente punto interno all'intervallo di estremi tg, ¢ ; od anche:

8.5)  F{)=F(te) e~ to)f o)+ +( tO) f(r)( Yo (le—ey 17y .

La (8.4) e la (8.5) si dicono formula di Taylor per [ (2) rispettivamente col resto di
Lagrange € di Peano.

Se f 2unafunzione a valori reali di pitt variabili, f: R” =»R , cansideriamo il
vettore u=P—P, = (xy —ay, .., ¥y —4,) elafunzione F (da R ad R} definitada

F()=f{Py, +t) .

Poiche¢ f &diclasse €7 inunaregione contenente ii segmento Py P, F risulte-
rd di classe €T in un intervalle I contenente l'intervallo [0, 1] ; applicando la (8.4)
alla funzione F risulta:

) 1 1
(8.6) F()=FO)+F (0)+..+ ——Fr @+ — F7@)
{(r—1)! vl

con 0<@<1 . Perla(5.17})siha

da'f
F9 ) =( r)
du’ | p

ove P, =Py +9(P—~Py) &unpunioinierno al segmento di estremi Py, P .

Si pud provare inoltre che

ar d’
(8.7) F o (9)=( fj = <—f> + o(lP=pPy I
du’ P du F,

Tenuto presente che

F(LY=F(P) , F(D)=f(Py)

ed inoltre che, per la {5.11), qualunque sia & compreso tra 1 ed r :

(8.8) F & (0):1121'\ = T (Po) Ges — i o ety — i)
‘ duk/ p e dpEl Xjy e ¥ip 20 i, 7 My 1k
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dalle (8.6), (8.7), (8.8) si ottiene direttamente la (8.2).

9. ESTREMI RELATIVL.

9.1. Proprieta generali. In analogia con il caso delle funzioni di una sola varia
bile reale si pone la seguente

DEF. 1. La funzione f: R" = R presenta nel punto Py € dom f un punto
di minimo (ovvero di massimo) assoluto sesi ba

(9.1) FPY=f(Py) (owero f(P)<f(P))

perogni PEdomf .

Sia A un insieme limitato di R” , cio¢ un insieme contenuto in un
intorno sferico di raggio convenientemente grande.

TEOREMA 1.(di Weierstrass).Se f & una funzione continua su un sottinsieme A
d R chiuso e limftato ( A si dice in tal caso anche compatto) , essa as-
sume in A massimo e minime, cioé esistono almeno due punti P\, P, diA
tali che

FPOS FPYSf(P,) , YPEA .

Il precedente Teorema € molto importante anche se non ¢ sempre agevo-
le trovare i punti di massimo e minimo assoluti di f sull’insieme A .

DEF. 2. [l punto P, €dom f si dice un punto di minimo (ovvero di massimo)
relativo di [ se esiste un intorno sferico S (Py, 7) di Pq tale che, per
ogni PES Py, r)Ndom f , sia soddisfattala (9.1)

I punti di minimo ¢ massimo relativo si dicono complessivamente 1 punti
di estremo relativo di  f ; ivaloridi f in tali puntisi dicono gli estremsi ve-
latividi f
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9.2. Pund di stazionarieta.

TEOREMA 2. Siz P, un pumto di estremo relativo di [ in cuila funzione risul-
ti differenziabile (e quindiin particolare P, deve essere internoa  dom f) .
Si ba allora:

(9.2) gradp f=0

Difatti, considerato un qualsiasi vettore © # 0 , lafunzione F ()=
=f(Py +tu) (da R ad R) presenta un cstrémo relativo nel punto £=0
interno 2 dom F eincui F & derivabile; pertanto & F (0)=0 ; dalra
parte {cir. (5.16)) risulta

0=F"(0)=gradp f-u ;
poiché tale risultato deve valere qualunque sia il vettore u , nesegue la {9.2).

DEF. 3. I punti in cui si annulla il gradiente di [ st dicono punti di staziona-
rieta della funzione, ‘

1] Teorema 2 & importante in quanto esprime che 1 punti di estremo rela
dvo di f , interni al dominio di f eincui f sia differenziabile, devono
essere ricercati fra i punti di stazionarietd della funzione.

Sj osservi tuttavia che f puo presentare punti di estremo relativo in cul
non risulta differenziabile.

Per esempio, s

f(x,y)=\/ x? + ot

i1punto 0(0,0) & ovviamente un punto di minimedi f internoa domf ,
ma f non ¢ differenziabile in rale punto.

Se si considera invece la funzione
Fep= T

i punti per cui X’ + v* =1 sono punti di minimo di f , mapon sono in-
ternia  dom f .
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In entrambi i casi non ¢ definito il gradiente di f nei punti indicatl

DEE. 4. Un punto di stazionarietd di { che non sig né di massimo né di mini-
mo relativo si dice un punto di sella.

Cioé un punto Po_ ¢ un punto di sella s¢ grad P, f=0 edin ogniin-
torno di P, esistono dei punti Py, P, percul

FPY<[f(Po)<[f(P2) .

9.3. Estremi relativi ed autovalori della matrice hessiana.

Sia P, un punto di stazionarietd di f ; per stabilire se Py cun
punto di massimo, minimo relativo o di sella, in molti casi si ricorre al seguente

TEOREMA 3. Sia [ di classe C* inun punto Py di stazionarietd e sia
HPﬂ f la matrice bessiana (cit. n. 43)di f in Py

a) Se gli autovalori di H, [ somo tutti siretiamente positivi,  Fy & un
. N R )
punto di minimo relativo;

b) sz gli autovalori di H, f sono tutii stretiamente negativi, Py € un
. . . @
punto di massimo relativo;

¢y se H, | ammette autovalori positivi e negativi, Py &un punto di sella.
4

Difatti, considerata la formula di Taylor del 2° ordine relativa al punto
Py (ay, ..., a8,) , posto P (x;, ..., x4) , poiché perla (9.2) siha f,., (Py)=0,
essa ¢ data da

1 =
f(P)=f(PO)Jr;‘_}D1 fxr.xj(Po)(x,--a,-)(x_,-—aj)+O(I|P—P0 %)
ij=

e quindi, a meno di infinitesimi di ordine superiore al 2°, la forma quadratica

nelle variabili x, —4,, ..., X; — dx

»n

z fxixj(PO)(xr'_ai) (xj_aj)

1
(9.3) Q=7 E
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rappresenta l'incremento di f nel passaggio dal punto Py al punto P

Tenuto conto della (4.11) del Cap. VIII, la quantita @ , qualunque sia
P (xy, ..., X;) In un conveniente intorno di P, , ¢€essenzialmente positiva
(e quindi Py &unpunto di minimo relativo di ) se gli autovalori della
matrice simmetrica H f sono tutti positivi; considerazioni analoghe si fan-
no negli altri casi.

OSSERVAZIONE 1. Per determinare il segno degli autovaloni di  H, f Dasta
applicare la regola di Cartesio all’equazione carattenistica di HPD f Acfr.
Cap. VIII, n. 4.2). ’

OSSERVAZIONE 2. Nel caso incui  H, f ammette autovalori nulli e posi-
tivi, ovvero nulli e negativi (essendo sempre soddisfatta la condizione
grad f=0) , non & detto che f presentiin Fp unpunto di massimo
ovvero minimo relativi.

Per esempio, considerate le funzioni :
[l yy=x +9* [ y)=x" ="
il loro unico punto di stazionarieta ¢ 0 (0, 0) e per entrambe risulta

2 0

H f=

che ha come autovalori i numeri 2 e 0
E’ facile verificare che il punto O & un punto di minimo per la prima
funzione ed ¢ un punto di sella per la seconda.

OSSERVAZIONE 3. Se f dipende da una sola variabile, i risultati dei Teore-
mi 2, 3 coincidono coi metodi ben noti per la ricerca dei massimi e minimi in
tale caso.

9.4. Considerazioni geometriche per funzioni di due variabili.

Sia P, (xg, ¥p) un punto di stazionarietd della funzione f{x, y) ; te-
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nuto conto della (5.13}, si ha che il piano tangente alla superficie § grafico
di f nelpunto Qo (xa0. Vo.f (x¢, o)) &1 piano orizzontale di equazione

z=f(x0, ¥o)

poiche  f, (Po)=f, (Po)=0 .

1l polinomio di Taylor del 2° ordine che approssima f in un intorne di
P, ¢ dato da (cfr (8.3))

1
glx, ¥) =f(xp, ¥o) T 3 { fax(Po) (x—x0) * + 2fyy (Po) {xxm0) (¥ ~70) +
+ Ly (Po) (= 90)* 1.

Operando la traslazione del sistema di riferimento:
X=x=%q , Y=y=yo , Z= 1= f(x0,%0)

che porta il punto Q. necll’origine del sistema di riferimento di assi
X, Y, Z, sihacheil grafico di g & rappresentato in tale sistema di riferi-
mento dall’equazione:

(9.4) 2Z=frx (Po) X2+ 2fyy (Po) XY + [y, (Po) Y® .

Per irisultati del n, 4.4 z) del Cap. VIII, esiste sul piano {XY] una cop-
pia di assi ortogonali  x', ' risperto a cui la forma quadratica a secondo
membro della (9.4) assume la forma canonica Ay x'2 + Xy 3% |, ove A A
sono gli autovalori della matrice

fxx (PO) fx_'y (PO)
H, f= ,
Jyx (o) fyy (Po)

mentre i versori degli assi  x', y¥'sono autovettori corrispondenti a tali auto-
valori. Si osservi inoltre che

M oAy =detH, f.

Pertanto nel riferimento di assi  {(x', ', Z} la guadrica (9.4) assume la
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forma canonica

(9.5) 2Z=n 2T+ 0 0"

Ne segue che, tenendo presenti le (13.19), (13.20) del Cap. 1V:

a) se Ay, Ay >0 (Py puntodi minimo relativo) la quadrica (9.5) ¢ un para-
boloide ellittico con concavitd verso 1'alto;

b) se M, Ay <0 (P, punto di massimo relativo) la quadrica (9.5) € un pa-
raboloide ellittico con concavitd verso il basso;

¢) se Ay A, <O (P punto disella)la (9.5) rappresenta un paraboloide a
sella.

Inoltre det (H, f) & positivo nei casi a), b), negativo nel caso c).
o



