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Nel presente fascicolo sono raccolti gli appunti relativi ad alcuni capitoli del corso di
Analisi Matematica 2 tenuto presso la facolta di Ingegneria dell’Universita di Ferrara, corso
di laurea in Ingegneria Civile ed Ambientale.

Il materiale contenuto in queste note vuole essere semplicemente una guida per gli ar-
gomenti trattati durante il corso; € inevitabilmente incompleto, cosi come & inevitabile che
siano presenti errori ed inesattezze. Non si risponde tuttavia degli errori che possono es-
sere contenuti in questo fascicolo, in quanto e cura del lettore rilevare e segnalare eventuali
imprecisioni.

Riteniamo imprescindibile, pur con la riduzione dei contenuti dei corsi imposta dal
nuovo ordinamento degli studi, conservare intatti 'impianto concettuale e I'impostazione
metodologica dell’Analisi, e riteniamo che questo obbiettivo sia conseguibile solo dando
enunciati sintetici e precisi. Per semplificare un enunciato si puo rinunciare alla massi-
ma generalita possibile, ma non al rigore della presentazione. Per questa ragione abbiamo
ritenuto opportuno, e, speriamo, utile agli studenti, raccogliere in poche pagine le definizioni
ed i risultati principali che vengono esposti durante le lezioni.

E per altro evidente che questi appunti non hanno la pretesa di sostituire il libro di
testo, che resta indispensabile per acquisire una conoscenza dignitosa della materia. La
loro funzione e piuttosto, come gia detto, quella di sostituire gli appunti di lezione, troppo
poco affidabili per tanti motivi, e di indicare il bagaglio minimo di conoscenze richieste per
affrontare 'esame. Si consiglia pertanto sempre di studiare sui testi di Analisi Matematica
esistenti in letteratura, sicuramente piu affidabili e corretti; fortunatamente le biblioteche
dei nostri Atenei traboccano di ottimi testi.

Il corso e strutturato come segue; i primi capitoli saranno un complemento del corso
di Analisi Matematica I. Si tratteranno alcuni argomenti che, causa il poco tempo a di-
sposizione, non sono stati affrontati nel corso di Analisi Matematica I, quali ad esempio le
formule di Mac Laurin—Taylor e lo studio dei numeri complessi.

In un successivo capitolo si studiano le equazioni differenziali; si affronteranno equazioni
differenziali di ordine al piu due, con solo alcuni cenni alla teoria delle equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti di ordine superiore.

Nei restanti capitoli si affronta quello che & piu propriamente il programma di Analisi
Matematica II, e cioe lo studio delle funzioni di piu variabili. Si estenderanno quindi alle
piu variabili i concetti studiati nel primo corso di Analisi, quali la continuita, la derivabilita
e l'integrabilita delle funzioni.

Si consiglia infine di prestare attenzione alla data di aggiornamento della presente dispen-
sa, in quanto in continua evoluzione e correzione. In particolare, per la sezione riguardante
le Domande, si dovra prendere come riferimento, per ogni sezione del presente volume, la
versione che verra messa on-line ad inizio Marzo 2009.

Michele Miranda, Ferrara
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Capitolo 1

Approssimazione polinomiale e
formula di Taylor

Uno strumento molto importante in matematica e quello della approssimazione lineare e
polinomiale; iniziamo con la prima, detta anche approssimazione del primo ordine.

Data una funzione f : I — R con [ intervallo di R e g € I, dire che f & derivabile, o
differenziabile, in xg significa richiedere 'esistenza di un numero reale m € R tale che

(1.1) lim f(x) - f(iCo) - ’I’I’L(.I} - $0)

T—T0 T — To

:07

e si pone m = f'(xg), la derivata o differenziale di f in z¢. La precedente espressione ci dice
che la retta

(1.2) f(z) = f(xo) + m(z — o),

rappresentante la tangente al grafico di f nel punto (zg, f(zo)) e ha la proprieta che la
differenza

(1.3) f(z) — f(x0) *fl(ﬂﬂo)(%*ifo)

¢ infinitesima, cioe tende a zero, per x che tende a zq; in altri termini possiamo riscrivere

la (1.1) dicendo che
(1.4) f(@) = f(@o) — f'(z0)(z — @0) = (z — 20) Bz, ()

dove E,,(x) & una quantita che tende a zero per z che tende ad zg. L’equazione (1.4) dice
anche che la differenza (1.3) ¢ infinitesima di ordine 1 in xg, cio¢ tende a zero se divisa
per (x — xp). La retta (1.2) viene detta anche linearizzazione, o approssimazione del primo
ordine di f in zy e definisce 'unica retta ax + b per la quale

(1.5) lim M =

0.
T—T0 (1; — :CO) ’

difatti, la precedente espressione, per avere limite finito, deve avere il numeratore che tende
a zero in quanto il denominatore tende a zero, cioe

lim f(z) —ax—b=0;

T—x0
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da cui b = f(xg) — azp. Inoltre, dato che (1.5) si presenta a questo punto come una forma
indeterminata, applicando il Teorema di De I'Hopital, la (1.5) diventa equivalente a

lim f'(z) —a =0,

T—xo

cioe a = f'(xp). Alcuni esempi di linearizzazione:

T per senx in xg =0,
1 per cosx in xg =0,
—x+7/2 per cosx inxg=m/2,
z—1 per Inz inzg =1,
z+1 per e* in zg = 0.

Vediamo ora come andare oltre ed ottenere approssimazioni di ordine successivo; se partiamo

dal limite notevole
. l—coszx 1
lim ———— = —
x—0 562 2

che puo equivalentemente essere scritto come

1 —cosw —x?/2

li =
zlir(l) 562 0
oppure nella forma
2
cosx =1-— % — 2% Ey(x)

con Ey(x) — 0 per x — 0, notiamo che nel sostituire alla funzione cosz la parabola 1 — %2
si ottiene un errore, z2Ey(z), che ¢ infinitesimo di ordine 2, cio¢ tende a zero se diviso
per x2. Un vantaggio nella sostituzione della funzione cosz non con la sua linearizzazione
ma con la parabola 1 — 2%/2 sta nel fatto che ad esempio si puo dedurre che zp = 0 ¢ un

punto di massimo per cosz, in quanto la parabola trovata ha la concavita rivolta verso il
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basso (maggiori dettagli su questo verranno dati nella sezione 1.4). Si puo in qualche modo
affermare che la parabola trovata e la parabola tangente al grafico di cosx in xzg = 0, nel
senso che & I'unica parabola az? + bz + ¢ tale che

cosz — ax? —bxr — ¢

lim = 0.
z—0 2

Per formalizzare meglio questi concetti e pit in generale il concetto di “polinomio tangente”,

& utile introdurre il simbolo di Landau, anche detto o (leggasi o piccolo).

1.1 Infinitesimi e il simbolo o

La trattazione che svilupperemo qui ¢ quella relativa al concetto di infinitesimo e del simbolo
di Landau o.

Definizione 1.1 Dato un punto xg € RU {—00,4+00} e due funzioni f,g definite in un
intorno I di xo, f,g: 1 — R, diremo che f ¢ infinitesima rispetto a g in xo (oppure che f
¢ un o piccolo di g in xg, ossia [ € 04,(g)), se esiste il limite

m _f(:c) =0.
a—z0 g(x)
Nel caso in cui g(x) =1 su I, si dice che f ¢é infinitesima in xg, cioe
lim f(z)=0
T—xT0

e scriveremo [ € 04,(1). Nel caso in cui xg = 0, si scrive semplicemente f € o(g).

Osservazione 1.2 Si puo pensare ad 0,,(g) come ad una non meglio precisata funzione, o
famiglia di funzioni, con la proprieta

hm Oio(g)
% ()

=0.
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In relazione a quanto visto in precedenza, si ha che

0 = lim (senz B 1) — lim <senz:c>
z—0 xX x—0 x

e quindi sen 2 —x = o(x), cioé senz = z+o(x), o pilt in generale, per una funzione derivabile,
f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + 0z(x — o). Analogmente, si avra che cosz =14 0(1) e
cosz =1 — £ + o(z?). Un modo per confrontare i due errori dati dalle precedenti formule
¢ quello di confrontare i due infinitesimi o(1) e o(z?). Abbiamo in generale che, se a,b € R,
allora 2% = o(z") se e solo se

xll
0= lim — = lim 2%~
z—0 :L'b x—0

b

)

€ o(x), ecc. Nel caso a > b

ciog, se e solo se @ > b. Quindi ad esempio z € o(1), 22
o(1). Vediamo come utilizzare la

scriveremo anche o(z%) C o(x?), cosi ad esempio o(2?) C
nozione di o per definire le approssimazioni polinomiali.

1.2 Formula di Mac Laurin-Taylor

Nella precedente sezione abbiamo dato, per una funzione derivabile, la sua linearizzazione o
approssimazione al primo ordine; vediamo ora come arrivare ad approssimazioni di ordine
superiore. Per ottenere cid occorrera richiedere maggiore regolarita sulla funzione f. Il
seguente Teorema fornisce ’approssimazione polinomiale nel punto xg = 0.

Teorema 1.3 (Formula di Mac Laurin con resto di Peano) Sia f una funzione de-
riwabile n volte con derivata n—esima continua in xg = 0; esiste allora un unico polinomio
di grado n, denotato con T o semplicemente T, per il quale vale

(1.6) f(@) = Ta(x) + ofz").

La quantita o(z™) viene detta resto di Peano ed il polinomio T, viene detto polinomio di
Mac Laurin di grado n ed é determinato dalla formula

(1.7) T.(z) = fO)+ f'(0)z+- -+ f(’:;(()) "
~ [*(0)
=2y
k=0
ed ¢ l'unico polinomio di grado n per il quale
Ta(0) = £(0), T(0) = £(0), ... Ti(0) = f)(0).

DiM. Per vedere che il polinomio definito dalla formula (1.7) verifica la (1.6) basta
applicare n volte il Teorema di de L’Hopital; infatti

-T, / _
@) T fe) T
z—0 zn z—0 nan—1 z—0 n!

o @) = £7(0)

z—0 n!

=0
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grazie alla continuita della derivata n-esima. Per dimostrare l'unicita di 7},, si supponga
che esista un altro polinomio p,(z) = ag + a1z + ...+ axa™ di grado n che soddisfa la (1.6);
allora f(z) — pp(x) = o(x*) per ogni k = 0,...,n. In particolare, per k = 0, si ha che

lim (f(x) — pn(2)) = 0,

z—0

da cui p,(0) = f(0); analogamente, applicando nuovamente il Teorema di de L’Hopital, si

ricava che "
_ (k) _
x—0 x x—0 kj'
da cui f(k)(O) = pslk) (0) = klag. Questo implica che
) (0
ak:fk|(), Vk=0,...,n.

[
Il primo, e piu semplice, esempio che si puo fare e la funzione esponenziale; difatti, per
f(z) = e® si ha f()(z) = e per ogni n € N, e quindi
2 n

T x T
T (m):l—l—x—i—?—i—...—i—m,

da cui
2 n

e =1+z+ 5 +...+n! + o(z™).

In modo analogo si ottengono gli sviluppi

3 (=1)kz2h+1 -
semr=a gt g o)
2 _ 1)k g2k
cosx:l—%+___+%+o(x2k+1)_

Non & sorprendente trovare che lo sviluppo di Mac Laurin della funzione coseno contiene
solo potenze pari di x, essendo la funzione coseno una funzione pari; allo stesso modo, dato
che la funzione seno e dispari, lo sviluppo di Mac Laurin avra solo potenze dispari.

Come esercizio, si provi a ricavare gli sviluppi di Mac Laurin per le funzioni

In(1+x),v1+z, (1+x)%,sinh(x), cosh(z).

Il seguente Teorema fornisce una stima piu precisa dell’errore che si commette approssi-
mando una funzione con il suo polinomio di Mac Laurin; esso fornisce una valutazione della
quantita o(z™).

Teorema 1.4 (Formula di Taylor; resto integrale e di Lagrange) Sia f una funzio-
ne deriabile n + 1 volte con derivata (n + 1)—esima continua; allora il resto della formula
di Mac Laurin puo essere espresso in forma integrale come

(1.8) of(z") = x"“/ a-o"

0 n!

x — )"
FOD (tz)dt = / uf("“)(t)dt (resto integrale)
0 n.
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oppure in forma differenziale

_ [0
 (n+ 1)

n+1

(1.9) o(z™) x (resto di Lagrange)

con ¢ elemento dell’intervallo di estremi x e 0.

Dim. La dimostrazione della formula con resto integrale si puo fare per induzione par-
tendo dalla funzione g(t) = f(tx); notando che g(0) = f(0), g(1) = f(z) e ¢'(t) = (x)f(tx),
dal Teorema fondamentale del calcolo integrale si ottiene

o(1) = g(0) + / g (t)dt,

da cui

Si noti che

0

e quindi la formula di Taylor di ordine 0 ¢ dimostrata. Per procedere con il passo induttivo,
si integra per parti ottenendo

1

/f’(tm)dt = —(1—t)f’(tm)‘ +x/ (1 —t)f" (tz)dt
0 0

0
— F(0) ta /O (1= &) f" (tz)dt

o piu in generale

1 k k1 1 k1
(L=1)% (k41 _ f*(0) (L =" o)
/0 k! / (t)dt = E x/o (k+1)! / (t)dt,

da cui la formula

f(z) = z": 100 zh 4 /O1 7(1(_ t)nf(nﬂ)(tx)dt;

n)!

si noti che la (1.8) & immediata. Per la (1.9) si applichera invece il Teorema di Lagrange;
esso infatti afferma che esiste ¢ nell’intervallo di estremi z e 0 tale che

fx) — f(0
@)= F0) _
T
cioe
fl@) = f(0)+ f'(c)x
che e la formula di Taylor di ordine 0; per ottenere la formula generale si procedera per
induzione. 0
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La formula con il resto di Lagrange permette di dare una stima del tipo

|f D ()

Ad esempio, se si vuole calcolare /e (sapendo a priori che e < 3), si puo utilizzare lo
sviluppo di Mac Laurin per f(z) = e® con z = 1/2: ad esempio, se fissiamo n = 3, avremo:

2 a8
T3($)21+l‘+7+€

con T3(1/2) = 2. Inoltre |y/e — T5(1/2)| = o < 24—\/2’! ~ 0,0045 in quanto ¢ € [0,1/2].

Tutti le considerazioni fatte nel caso del polinomio di Mac Laurin per zyp = 0 possono
essere trasferiti ad un generico punto xg; si definisce quindi il polinomio di Taylor di grado
n centrato nel punto xy nel seguente modo.

Teorema 1.5 (Formula di Taylor) Sia f una funzione derivabile n wvolte con derivata
n—esima continua in un punto xo; esiste allora un unico polinomio di grado n in (x — xo),
denotato con Tfon o semplicemente T, se la funzione f ed il punto xq sono noti, per il quale
vale

(1.10) f(z) = Tjo,n(:c) + o((x — x0)™). (Formula di Taylor con resto di Peano).

11 polinomio di Taylor é dato da

(n) (4
1) T = o)+ o) w) 4+ L e
&)
= kzzo o 0 (z — x0)F.

Se poi la funzione f ¢ derivabile n + 1 volte in xqg, allora si ottengono le formule di Taylor
con resto integrale e di Lagrange

f(@) =T, (@) + (& — o) ! / E= 70 1o - o)y
S

— Txfg,n(x) + /m (:Cﬂfl%t)nf(n—i-l)(t)dt

= Tif(),n(’r) +

dove ¢ € un punto compreso nell’intervallo di estremi xg e x.
Ad esempio, si possono calcolare i polinomi di Taylor di
f(z) = senz, o = g f@)=e"zo=1,  f(x)=In(1+2),z0 = 2.
Osservazione 1.6 Una domanda che ci si potrebbe porre ¢ se 'approssimazione che si

ottiene al variare del grado n del polinomio di Taylor possa migliorare per n — +o0.
Supponiamo quindi che la funzione sia derivabile infinite volte in x(; in questo caso possiamo
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costruirci i polinomi Tg{mn per ogni grado n. Nel passaggio al limite per n — oo subentrano
pero due problemi; il primo e che stiamo definendo una serie, quindi bisogna porsi il problema
della convergenza della serie in considerazione. Il secondo, ammesso che la serie converga,
consiste nel chiedersi se la serie

0 p(k) (1
S L) gyt = ),
k=0

che viene detta serie di Taylor associata ad f, coincida o meno con f, cioe se g(z) = f(x).
Questo non & sempre vero, come mostra la funzione

. e~1/a’ x#0
f(x){o z=0;

tale funzione e derivabile infinite volte in 0 con derivate tutte nulle, quindi la serie associata
g(z) definisce la funzione nulla, mentre f non & nulla. Il problema delle serie di Taylor non
verra affrontato in questo corso, ma sara argomento di corsi pili avanzati.

1.3 Algebra degli o e formule di Taylor di funzioni com-
poste

Usando le potenze di x, si puo dare la seguente definizione.

Definizione 1.7 Sia 29 € RU{—00,+00} e sia f una funzione definita in un intorno I di
zgo, [ : 1 — R. Avremo allora le sequenti possibilita:

1. nel caso g € R, se esiste A € R\ {0} tale che per a # 0 si abbia
lim /()

a—zo (T — x0)°

:)\7

diremo che f é infinitesima di ordine a se a > 0, mentre f ¢é infinita di ordine a se
a <05

2. nel caso kg = o0, se esiste A € R\ {0} ed esiste a # 0 tale che il limite

lim @

r—+oo %

:)\7

diremo che f é infinitesima di ordine a se a < 0, mentre f é infinita di ordine a se
a>0.

In entrambi i precedenti casi si potra anche dire che f ha ordine a in xg e si scrivera
ord,, (f) = a.

Ad esempio, dal limite notevole
sen

lim

z—0 X

=1

3

si ricava che senx € infinitesima di ordine 1 in xg = 0 o anche che

ordp(senz) =1,
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mentre dal limite
. 222
lim —=1
z—01 —cosx

si deduce che la funzione e infinita di ordine 2 per xg = 0 o anche che

2
ordg (7) = —2.
1—cosx

Abbiamo la seguente proposizione.

2
l—cosx

Proposizione 1.8 (Algebra degli o e relazioni tra o e ord) Sia zo € RU{—00, 400},
siano f e g due funzioni definite in un intorno I di xo, f,g9 : I — R e sia A € R\ {0}.
Valgono allora le sequenti proprieta;

1. 044 (f) £ 03 (f) = 010 (f);
Aoz (f) = 024 (f);
Ozq (f)oﬂﬂo (g) = Oz, (fg):'

se f € 0x,(9), allora 04, (f) C 04,(9); 0z (f) + 024 (9) = 020(9);

SRR SN

se ordy, (f) = a, allora, se g € R si avrda f € oy, ((x — 20)°) per ogni b < a, mentre
se xg = 00 si avra che f € 0100 () per ogni b > a.

Dim. Grazie all’Osservazione 1.2, si ha che

0z (f) £ 0z, (f) — lim 0u, (f) im 0x,(f)
AT @ e f@) A f()

da cui la 1. Analogamente,

=0,

im Ao, (f) _ im 0x, (f)
A T @) N @)

da cui l'equivalenza 2. in quanto A # 0. Per la 3. si nota che

lim M = lim 0z (/) lim 0 (9)
e~ fla)g(w) — amm f@) emm g(a)

=0.

Per la proprieta 4. si nota che

Oxq (f) . f(w) Oz (f)

=0.

Infine, dimostriamo la 5. solo nel caso zy € R (essendo il caso z¢ £ co analago); dalla
definizione di ordine, si ottiene che

fw
acl—mco (x — x0)

se e solo se a > b. O
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Con questi strumenti si puo ad esempio calcolare il polinomio di Mac Laurin della fun-
zione f(x) = €°™% senza calcolare le sue derivate; difatti, sfruttando gli sviluppi di e* e
sen x, si ottiene

3 3
esenT ezf%Jro(ac )

da cui

1.4 Applicazioni della formula di Taylor

Una prima applicazione della formula di Taylor si puo avere, ad esempio, nel calcolo dei
limiti. Abbiamo infatti il seguente risultato.

Proposizione 1.9 Sia o € RU {—oc0, 400} e siano f, f1 e g tre funzioni definite in un
intorno I di xo, f, f1,9: 1 — R; allora, se f1 € 0.,(f), il limite

lim f@) + fi(z)
5 g(@)
esiste se e solo se esiste il limite
)
im —~%
50 ga)
e vale
lim 7‘/:(:6) + Hiz) = lim —f(x)
o g@) e g

Dim. La dimostrazione segue semplicemente osservando che

f@)+ A f@) (- A
o(@) ‘g@>0*'ﬂm)

e dal fatto che, essendo f1 € o, (f),

(1455 ) =

g

Abbiamo quindi che, se f(z) = T,{Jo(z)Jrom((:cfxo)") eg(z) =T3 ., (x)+o((x—20)™)
con polinomi non nulli, allora
Tf
lim _f(x) = lim —=%o ~ (z)
a—ao g(x) a0 Tip ()
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almeno ogni qualvolta il limite di destra non si presenti in forma indeterminata. Questa

osservazione rende il calcolo dei limiti un problema piti semplice, in quanto ridotto al limite
di una espressione razionale. Cosi ad esempio

3 3

— z- 3 z-

r—senz . ¥ T+ &+ o(r°) 5

lim ——— = lim = lim = = —.
z—0 3 r—0 3 z—0 13 6

Cosi, ad esempio, se si volesse studiare la convergenza della serie
o0
1 1
E — —sen— |,
n n
n=1

il limite precedente ci dice che il termine generale e asintoticamente equivalente a
quindi la serie e assolutamente convergente.

Altra applicazione si puo avere nello studio della convessita e nella classificazione dei
punti stazionari. Supponiamo ad esempio che f” > 0; dalla formula di Taylor con resto di
Lagrange si ottiene quindi che

1
6n3? €

L £@)@ = a0y

f(@) = f(xo) + f'(wo) (2 — @0) )

> f(zo) + f'(zo)(z — 20),

quindi il grafico di f si trova al di sopra del grafico della sua retta tangente in (zg, f(x0)).
Inoltre, se zp & un punto stazionario e f”(xg) > 0, allora dalla formula di Taylor di ordine
2 si ottiene

£la) = Flao) + L8 - 20)? 40, (@~ 20)?)
s (z) — f(xo) (20)
o f(@) - fx ' (x
xli{rmlo (:E — .’L'0)20 - 2 - > 0

da cui la positivita di f(x) — f(xo) in un intorno di xg, cioe il fatto che z¢ & un punto di
minimo.

Usando il polinomio di Taylor di grado superiore, si puo enunciare il seguente risultato
riguardante la classificazione dei punti stazionari di una funzione.

Proposizione 1.10 Supponiamo che f sia un funzione derivabile n volte con continuitd in
xo e supponiamo che

flo) = ... = f" D(wg) =0, £ (o) # 0.
Allora:
1. sen épari e f( (x0) > 0, kg € un punto di minimo;
2. sen ¢ pari e f(™ (x0) <0, kg € un punto di massimo;

8. sen e dispari, xog € un punto di flesso, ascendente se f(”)(xo) > 0, discendente se
f(") (,7:0) < 0.
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Capitolo 2

I Numeri Complessi

In questo capitolo daremo la definizione e le principali proprieta di un nuovo insieme
numerico: il campo® dei numeri complessi C.

La motivazione che spinge ad introdurre questo nuovo insieme numerico, quantomeno
per il presente corso, viene dalla necessita di risolvere equazioni, principalmente, del secondo
ordine, cioe equazioni della forma

az® +bx+c=0;

come € ben noto, le soluzioni di tale equazione sono date dalla formula

Tale formula funziona con i seguenti accorgimenti;

1. se b? — 4ac > 0, allora la radice quadrata ¢ ben definita e si ottengono due soluzioni
reali distinte;

2. se b? — 4ac = 0, la radice non compare e si ottiene una sola soluzione, o meglio due
soluzioni coincidenti.

Resta il problema del caso b?> — 4ac < 0, in cui ci si trova di fronte al problema di dover

calcolare
Vb2 — dac = vV —[b? — dac| = V=1/|b% — 4ac];

nella precedente espressione basta dare un senso alla radice quadrata del numero negativo
—1 per ottenere una buona formula risolutiva di ogni polinomio di secondo grado, senza
distinzioni sul discriminante (in realtd I'unica distinzione sara discriminante nullo o non

IRicordiamo che per campo si intende un insieme K sul quale siano definite due operazioni, dette somma
e prodotto e denotate con + e -, per le quali valgono le proprieta:
1. + & associativa, ammette elemento neutro, denotato con 0, e ogni elemento a € K & invertibile rispetto
alla somma con inversa denotata con —a;

2. - & associativa, ammette elemento neutro, denotato con 1, e ogni elemento a € K con a # 0 ¢&
invertibile rispetto al prodotto con inverso denotato con a~! o %;
3. le operazioni di somma e prodotto godono della proprieta distributiva.

Se le operazioni di somma e prodotto sono commutative, si parla di campo commutativo o abeliano.

17
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nullo). Si tratta quindi di trovare un insieme numerico in cui I’equazione 2 + 1 = 0 abbia
soluzione; come vedremo, risolvere quest’ultima equazione rendera possibile trovare le radici
non solo di polinomi di secondo grado, ma di grado arbitrario e a coeflicienti non reali (vedi
Teorema 2.13).

2.1 Definizione e prime proprieta

In questa sezione daremo la definizione e le principali proprieta dei numeri complessi. Come
si e visto nel corso di Analisi Matematica I, si parte dall’insieme numerico N sul quale
sono ben definite le operazioni di somma e prodotto ma nel quale non esistono gli elementi
inversi rispetto a queste due operazioni. Si introducono quindi delle estensioni di N in cui
sono ancora definite somma e prodotto, che sono estensioni della somma e prodotto su N,
in modo che esistano gli elementi inversi rispetto alla somma (e si ottiene cosi I'insieme Z) e
prodotto (ottenendo cosi Q). L’introduzione di R viene fatta in modo che ci sia completezza
non tanto rispetto alle operazioni di somma e prodotto, ma rispetto alla convergenza delle
successioni di Cauchy, ottenendo in definitiva le seguenti inclusioni N € Z C Q C R.
Vogliamo definire qui il campo C in modo che R C C e che le operazioni di somma e
prodotto su C non siano altro che estensioni della somma e prodotto su R.

Esistono vari modi equivalenti di definire C; quello che seguiremo e quello di tipo
cartesiano.

Definizione 2.1 (Campo complesso) Diremo campo complesso, e lo denoteremo con C,
linsieme consistente nel piano R? (che prende il nome di piano di Gauss) munito delle
operaziont di somma e prodotto

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Un generico elemento di C si indichera con le ultime lettere dell’alfabeto, z,w, ... intendendo
z = (a,b), ecc. La prima componente di un numero complesso si chiama parte reale, Re(z) =
Re(a,b) = a e la seconda componente si chiama parte immaginaria, Im(z) = Im(a,b) = b
(si tenga ben presente che parte reale e parte immaginaria di un numero complesso sono
entrambi numeri reali). Un numero complesso z si dira reale (o reale puro) se Im(z) = 0,
mentre si dira immaginario puro se Re(z) = 0.

Osservazione 2.2 Dato che 'insieme dei numeri complessi ¢ definito tramite una coppia
ordinata, 'uguaglianza tra numeri complessi, z = w con z = (a,b) e w = (¢, d), si verifichera
se e solo se a = c e b = d, cioe¢ se e solo se Re(z) = Re(w) e Im(z) = Im(w).

La terminologia campo € motivata dalla seguente Proposizione.
Proposizione 2.3 C ¢é un campo abeliano.

DiM. Le proprieta di associativita e commutativita della somma sono immediate, mentre
quelle per il prodotto sono lasciate come verifica. Si nota quindi che gli elementi (0,0) e
(1,0) sono elementi neutri per la somma e per il prodotto rispettivamente; si nota infine che
Pelemento —z = —(a,b) = (—a, —b) ¢ l'inverso additivo di z = (a,b), mentre, se z # (0,0),
allora

1 a b
2.1 - _
(2.1) * z <a2+b2’ a2+b2)
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¢ l'inverso moltiplicativo di z. Si noti che dire z # (0, 0) significa che almeno uno tra a e b
¢ diverso da zero, da cui il fatto che a? + b? # 0 e cioe la buona definizione di =1 O

Vediamo ora in che senso C ¢ una estensione di R; si nota che sull’insieme
R ={(a,0):a R}
le operazioni sopra definite si riducono a
(a,0)+ (b,0) = (a+b,0). (a,0)-(b,0) = (ab,0).

ed inoltre
—(a,0) = (—=a,0), (a,0)"' = (1/a,0), a#0.

Identificando quindi R con R, avremo che R C C; useremo sempre questa identificazione
che ci porta a scrivere la seguente uguaglianza

(a,0) = a.

Avremo in particolare che gli elementi neutri rispetto a somma e prodotto in C sono gli
stessi di quelli in R, essendo 0 = (0,0) e 1 = (1,0).

Osservazione 2.4 Sinotiche, mentre R & un campo ordinato, su C non abbiamo introdotto
nessuna nozione di ordinamento; questo & dovuto al fatto che non c¢’¢ un modo naturale per
estendere I'ordinamento < su C e non avra quindi senso per i numeri complessi I’espressione
z < w.

Notiamo inoltre che, con le notazioni appena introdotte, si ha:
(0,1)-(0,1) = (-1.0) = —1,
cio¢ I’elemento i = (0,1) ha la proprieta che i> = —1; tale elemento verra chiamato unita

immaginaria. In questo modo siamo arrivati a poter scrivere un numero complesso, oltre
che con la notazione cartesiana, anche in notazione algebrica. Infatti, abbiamo che

(a,) = (,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0) = a +ib.
La definizione algebrica dei numeri complessi passa quindi attraverso la definizione di un
numero speciale i con la proprietd che i2 = —1, e definendo numero complesso tutte le
possibili combinazioni lineari degli elementi 1 e ¢, cioe tutti i numeri della forma appunto

a+1b, a,beR.

In questo modo l'operazione di prodotto diventa piu intuitiva; infatti dati due numeri
complessi a + b, ¢ + id, abbiamo, tenendo presente che 32 = —1,

(a+ib)-(c+id)=a-c+a-id+ib-c+ib-id = ac— bd + i(ad + bc).
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2.2 Coniugato e modulo di un numero complesso

Sui numeri complessi ¢ definita 'operazione di coniugio; dato cioé un numero complesso
z = a + b, si definisce il numero complesso Zz detto coniugato di z tramite

z=a—1b.
Per 'operazione di coniugio abbiamo le seguenti proprieta.

Proposizione 2.5 Siano z,w € C; allora

wll

1. Z = z (proprieta involutiva del coniugio);

N}

=z se e solo se z reale;

.2t w=7Z+w,

)

0
gl

2
3
4 TW=7%-
5. sez#0, allora 1/z = 1/%;
0

. z+ 7% =2Re(z), z — Z = 2ilm(z).
DimMm. Basta scrivere z e w in forma algebrica z = a+1ib, w = c+1id e verificare le identita;

vediamo solamente le dimostrazioni di 4. e 5. Dato che zw = (ac — bd) + i(ad + bc), segue
che zw = (ac — bd) — i(ad + bc), mentre

N}

-w = (a—ib)(c — id) = (ac — bd) + i(—ad — be)
da cui la 4. Per la 5. si nota che da (2.1) applicata a z e z, si ottiene che

1 a b _ a b

2 a2+ a2 7a2+b2+za2+b2’
da cui la 5. O

1
z

Notiamo che scrivendo z = a + ib si ottiene che 2z = a? + b?, e quindi il fatto che 27z ¢
un numero reale positivo. Possiamo quindi dare la seguente definizione.

Definizione 2.6 (Modulo in C) Dato un numero complesso z € C, si definisce il modulo
di z tramite
|z| = V2Z.

Osservazione 2.7 Non si deve confondere la notazione di modulo di un numero complesso
con quella di valore assoluto di un numero reale; tuttavia, le due nozioni coincidono nel caso
in cui z sia reale puro, in quanto in questo caso b = 0 e quindi

|z| = Va2 = |al.
Per il modulo di un numero complesso valgono le seguenti proprieta.

Proposizione 2.8 Siano z,w € C; allora

1. |z] >0, |z| =0 se e solo se z=0;
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2. |zl =z], | — 2| = |2l;

3. [Re(z)| < 2], [Im(2)[ < [2], |2 < [Re(z)[ + [Im(z)];

4. se 240, |1/2| =1/|2|, 1/2 =Z/|2|?;

5. |zw| = |z||w)|;

6. |z+w| < |z| + |w| (disuguaglianza triangolare);

7. |z +w| > ||z] = |w|| (seconda disuguaglianza triangolare).

DiMm. Si scrivono z = a + b e w = ¢ + id e le proprieta 1., 2. e 3. sono immediate.
Notando poi che per z # 0

1

z

a . b
— 1
a2+b2 a2+b2

B a? n b2 B 1 B
V@ @ eE - vare

da cui la 4. (la seconda proprieta della 4. segue direttamente dalla definizione |2|? = 2%).
Per la 5., si nota che, dalle proprieta del coniugio, si ottiene:

|zw|? = 20FW = 2wZ - W = 220w = |z|2|w|?.

Per quanto riguarda la disuguaglianza triangolare, tenendo presente la proprieta 6. della
Proposizione 2.5 e la 3. di questa Proposizione, si ha:

lz+w* = (z+w)(z+w)=2Z+ww+ 2w+ 20 = |2]* + |w|* + 2Re(2W)
< el wl? + 212w = |2 + [w]? + 22| - |w]
= (lel + wl)?,

da cui la 6. Per quanto riguarda la 7., basta notare che

2| = |z —w+w| <[z —w| + |w],
da cui |z] — |w| < |z — w|; analogamente
lw| < fw = z[ +|2[ = |z = w| + 2],

da cui |w| — |z| < |z — w|. Mettendo insieme queste due disuguaglianze, si ottiene la 7. [

2.3 Forma polare ed esponenziale

Nelle sezioni precedenti abbiamo introdotto le forme cartesiana ed algebrica di un numero
complesso; in questa sezione introdurremo la forma polare ed esponenziale. Il vantaggio
di queste nuove definizioni € che, mentre la forma cartesiana e algebrica & comoda quando
si vogliono sommare due numeri complessi, la forma polare ed esponenziale lo sono nella
moltiplicazione.

La definizione della forma polare di un numero complesso segue dall’osservazione che
un numero complesso z = a + ib = (a,b) rappresenta un punto nel piano R? ed & quindi
determinato dalle sue coordinate polari (g,1), dove o = v/a? + b2 rappresenta la distanza
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del punto (a,b) dall’origine e coincide con il modulo del numero complesso, o = |z|, mentre
Pangolo ¥, detto argomento o anomalia e denotato con ¥ = arg(z), rappresenta 1’angolo,
preso in senso antiorario, formato dal semiasse {x = 0,y > 0} e la semiretta originata in
(0,0) e passante per (a,b). Si nota che mentre g & univocamente determinato, 1’angolo ¢
¢ individuato a meno di multipli di 27 (fa eccezione l'origine, che & individuata da o = 0
ma non ha un ¢ determinato) ed & univocamente determinato in un intervallo semiaperto
di ampiezza 27; si parla in questo caso di argomento principale di z e come intervallo si
puo scegliere (—m, 7] (o [0,27) a seconda dei casi). Per passare dalla forma algebrica alle
coordinate polari del numero z = a + b si possono usare, nel caso z # 0, le formule

0= +Va%+b?

a

a = pcost cost) = ———
{bgsenﬁ ’ va? +b?
_b
Va2 +b?

(2.2)

sent =

Possiamo quindi dare la seguente definizione.

Definizione 2.9 (Forma polare) Dato z € C, si chiama forma polare (o trigonometrica)
l’espressione di z usata utilizzando le coordinate polari

z = p(cos ¥ + isend).

Uno dei maggiori vantaggi della rappresentazione polare dei numeri complessi si presenta
quando si deve fare il prodotto di due numeri complessi. Supponiamo infatti di avere due
numeri complessi z = p(cos ¥ + i sen ), w = r(cos ¢ + i sen ¢), otteniamo che

2 (cos(9 — ¢) + isen(9 — ¢)),

w T

(2.3) zw = or(cos(¥ + @) + isen(d + ¢)),

cioe la moltiplicazione per il numero w e data da una dilatazione pari a r e una rotazione
di un angolo ¢. In particolare, se w = z, si ottiene che

2% = 0%(cos 20 + i sen 209),
o piu in generale, per ogni n € N
(2.4) 2" = 0" (cosn + i sennd);
le formule (2.3) e (2.4) prendono anche il nome di Formule di De Moivre. Dato che la

funzione

f(9) = cosv + isend,
ha la proprieta che f(91)f(¥2) = f(¥1 + ¥2), ha senso la seguente definizione.

Definizione 2.10 Si definisce l’esponenziale immaginario come la funzione f : R — C data
da .
e = f(9) = cos¥ + isen;

Pit in generale, dato un numero complesso z = a + ib, si definisce l’esponenziale complesso
e:C—-C

z _ _a+ib _ _a _ib __ _a .

e“=e =e%" = e%(cosb+ isenb).
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Osservazione 2.11 Si noti che, dalla definizione data, si ha che la funzione ¥ — e &

2m-periodica e che per ogni ¥ € R || = 1.

Definizione 2.12 (Forma esponenziale) Dato un numero complesso z € C, si chiama
forma esponenziale di z la scrittura di z nella forma

z =€,

dove o e ¥ sono determinate dalle (2.2).

2.4 Polinomi e radici n-esime

In questa sezione tratteremo i polinomi in campo complesso. Ricordiamo che un polinomio
complesso di grado n € una funzione p : C — C definita da

p(z) =ao + a1z +---+anz", ag,...,a, € C,a, #0.

Ricordiamo anche che un numero complesso zg si dice radice del polinomio p se p(zg) = 0;
in tal caso il polinomio p & divisibile per (z — zg) e si potra scrivere

p(2) = (2 — 20)q(2)
con ¢ polinomio di grado n — 1. Si dice inoltre che zy ha molteplicita m se
p(z) = (z = 20)"q(2)

con ¢ polinomio di grado n — m tale che g(zp) # 0; in tal caso p(z) & divisibile per (z — z9)™
ma non per (z — 29)™"!. Conseguenza di questi fatti & che un polinomio di grado n ha
al piu n radici, contate con le relative molteplicita. In campo complesso vale pero anche
il viceversa, cioe che le radici sono esattemante n, se contate con le loro molteplicita; vale
infatti il seguente Teorema, che non dimostreremo.

Teorema 2.13 (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni polinomio complesso di
grado almeno 1 ammette una radice complessa.

Il precedente Teorema ha come immediato corollario il seguente risultato.

Teorema 2.14 (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni polinomio complesso di
grado n > 1 ammette n radici complesse, se si conta ogni radice con la relativa molteplicita.

I precedenti Teoremi non danno alcuna informazione su come trovare le radici del polinomio
considerato; abbiamo pero il seguente Teorema, valido per polinomi a coeflicienti reali.

Proposizione 2.15 Se p é un polinomio complesso a coefficienti reali, cioé aq,...,a, € R,
allora zg € C é radice dip se e solo seZgy lo € e in tal caso zg e Zg hanno la stessa molteplicita.

DiM. Basta osservare che, essendo p(zg) = 0, allora

0 = p(z0) =ao+a120 -+ anzf =G +a1-Z0+ -+ %"

= ao+aZ- - +aZ" = p(%)-
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Osservazione 2.16 Si noti che, come corollario, si deduce che ogni polinomio reale a co-
efficienti reali puo essere scritto come prodotto di polinomi di grado uno o al massimo due;
infatti, visto come polinomio complesso, si ha dal Teorema fondamentale dell’algebra 2.14
che

(2.5) p(z) =an(z —21)™ - (2 — z)™*

con my + - - -+ my = n; ne deriva che in campo coplesso i fattori primi dei polinomi sono i
polinomi di grado uno, nel senso che ogni polinomio si decompone come prodotto di binomi
di primo grado (si pensi all’analogia della decomposizione dei numeri interi in fattori primi).
Tornando a vedere il polinomio come reale a coefficienti reali, se z; ¢ reale, allora abbiamo
un fattore di grado uno, mentre se z; & non reale, allora in (2.5) deve comparire anche z;
(Proposizione 2.15), esiste cioe j # 4 tale che z; = Z; e m; = m;. Notando poi che

— 2 2
(z — 2zi)(z — Z7) = 2 — 2Re(zi)z + |z
& un polinomio di secondo grado a coefficienti reali, segue ’osservazione.

Consideriamo ora il problema della radice n—esima di un numero complesso. Dato un
numero complesso w, si dice che il numero complesso z & una radice n—esima di w se 2" = w.
Le radici n—esime sono quindi le soluzioni dell’equazione 2™ — w = 0, cioe sono le radici del
polinomio p(z) = 2™ — w; quindi, per quanto visto sopra, esistono al pitt n radici n—esime
del numero w. La seguente Proposizione afferma che le radici sono esattamente n.

Proposizione 2.17 Dato il numero complesso w € C, w # 0, en € N, n > 2, esistono n
radici complesse distinte di w date dalla formula

. 2k
Zk:n /|’LU|€“9k, Conﬁk:w7k:0w”anil'
n

Osservazione 2.18 Va osservato che la radice n-esima complessa non definisce una fun-
zione in C, avendo essa pill valori; bisogna quindi fare attenzione che il simbolo "/w puo
avere significati differenti, anche nel caso in cui w sia un numero reale, a seconda che si parli
di radice reale o radice complessa.

DiM. Scrivendo z = pe™’ e w = re*?, si nota che 2" = w se e solo se

ot =
cos(n¥) = cos ¢

sen(nd) = sen ¢;
tale sistema ha per soluzioni ¢ = ™,/r (radice reale) e

2%
(2.6) 9 = %, kel

Chiaramente abbiamo infiniti valori di 9¥%; notiamo pero che due differenti valori di k e h
definiscono lo stesso numero complesso, cioé zp = zi se ¥y, e ¥y differiscono per un multiplo
di 27, cioe se

Wy, = Vg + 2m;
la precedente espressione, usando (2.6), & equivalente a
h—k =nm,

cioe zp = zi se e solo se h — k e divisibile per n, o equivalentemente h e k hanno lo stesso
resto nella divisione per n. Siccome i possibili resti della divisione per n sono 0,1,...,n—1,
la dimostrazione segue. O
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Esempio 2.1 Consideriamo il numero w = 1, numero di modulo uno e argomento zero; nel
caso n = 2, cioe nel caso delle radici quadrate, si ottengono i numeri

25 = ek, O, =km k=0,1
cioe i due numeri z9 =1 e z3 = —1. Per n = 3, si ottengono
. 2k
2 = ek O = —,k=0,1,2
3
cioe i numeri complessi zg = 1, 21 = —% + z@ e 29 = —% — z@ Analogamente, per n = 4
- km
2 = ek, Ik =5k =0,1,2,3
che producono i numeri zg = 1, 21 = ¢, 20 = —1 e z3 = —i. In figura sono rappresentate

queste radici e quelle relative al caso n = 5 e n = 6; si noti quindi che il numero 1 si trova
sempre tra le radici per ogni ordine (come nel caso reale) ed anche il numero —1 si trova
(sempre come nel caso reale) in ogni radice di ordine pari. Si hanno pero altre radici a
partire dal caso n = 3 che si distribuiscono nel piano complesso secondo triangoli equilateri
(n = 3), quadrati (n = 4), pentagoni (n = 5) ed esagoni (n = 6), avendo sempre (siccome il
numero w ¢ reale) due radici coniugate tra loro (si veda figura 2.1).

-

Figura 2.1: Distribuzione nel piano complesso delle radici n—esime di 1, n = 2,3,4,5, 6.

Esempio 2.2 Nel caso w = —1, il numero di modulo uno e argomento 7, si ottiene che nel

Figura 2.2: Distribuzione nel piano complesso delle radici n—esime di —1, n = 2,3,4,5, 6.

cason =2,

2, = ek ﬁk:g+k7r,k:0,1



CAPITOLO 2. I NUMERI COMPLESSI

26
cioe i due numeri 29 = e 23 = —i. Per n = 3, si ottengono
: T 2kmw
2, = ek, ==+ —,k=0,1,2
k k=3 3
s . . 1 .\/3 _ 1 .\/3 _
cioe i numeri complessi 29 = 5 + %5, 21 = —1 e 22 = 5 —i5°. Analogamente, per n = 4
; k
s=el’, W=+ k=0,123

)
fS

che producono i numeri zg = @ —l—i@, 21 = —\/75 +i\/75, 29 = —4 —i§ ez3 =% —i
Si veda la figura 2.2 per la distribuzione di queste radici e per quelle del cason =5en
Come esercizio, si provi a vedere cosa succede nel caso w =1 e w = —i.

|
&



Capitolo 3

Equazioni differenziali

Ricordiamo brevemente alcune nozioni sulle equazioni algebriche; queste sono espressioni
del tipo F(z) = 0 con F : R — R (oppure F' : C — C nel caso di equazioni nei numeri
complessi) con z incognita. Esempi sono dati dal problema della ricerca delle radici di
un polinomio di secondo grado, che si traduce nell’equazione ax? + bz + ¢ = 0, o anche
equazioni del tipo x + e’ = 0; qualora si voglia sottolineare il fatto che nell’equazione la
variabile 2 compare insieme alle sue potenze z2,...,z", l'equazione si pud anche scrivere
nella forma F(z,2?%,...,2") = 0 e si parla in tal caso di equazione di grado n. Per soluzione
dell’equazione si intende un numero zgp € R (o C in caso di equazioni complesse) per il
quale vale lidentitda F(zp) = 0, mentre per insieme delle soluzioni si intende l'insieme
S:{$QER:F($Q):O}.

Un’equazione differenziale & una equazione del tipo F(y(z)) = 0, la cui incognita &
una funzione y(z) che appare nell’equazione assieme alle sue derivate. Si dice equazione
differenziale di ordine n un’equazione del tipo F(y(z),y'(z),...,y™ (z)) = 0 o, se si vuole
esplicitare anche la dipendenza dalla variabile x un’espressione del tipo

F(z,y(z),y'(2),...,y" (2)) = 0

(la variabile x viene anche chiamata variabile indipendente, mentre la y viene detta varia-
bile dipendente; solitamente al posto di x si usano anche le variabili ¢, s, ecc, mentre al
posto di y si usano anche y(t),y(s), z(t), z(s), u(x), u(t),u(s), ecc). La forma precedente
si chiama forma implicita dell’equazione differenziale, mentre si parla di equazione in for-
ma esplicita o in forma normale quando l’equazione differenziale si presenta nella forma
y™(z) = f(x,y(z),...,y" V(z)). Una soluzione sara una funzione u : I — R con I in-
tervallo di R e u derivabile n volte per la quale F(x,u(z), v (z),...,u™(z)) = 0 per ogni
x € I. Infine, per insieme delle soluzioni si intende 'insieme di tutte le funzioni n volte
derivabili che sono soluzione dell’equazione differenziale e si dira integrale generale di una
equazione differenziale una espressione che riassuma tutte le soluzioni.

Le applicazioni principali delle equazioni differenziali vengono dalla fisica, dalle scienze
naturali, dalla biologia, dalla finanza, ecc. Ad esempio, una delle formule pit importanti
della fisica e data dall’equazione di Newton F' = ma, dove in generale la forza sara un campo
vettoriale di forze F e l'accelerazione ¢ data dalla derivata seconda rispetto al tempo della
funzione posizione z(t). L’equazione di Newton si pué quindi riscrivere ma” (t) = F, che &
un’equazione differenziale del secondo ordine (la maggior parte delle equazioni provenienti

27
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dalla fisica sono del secondo ordine), con la forza F' che puo essere in generale funzione del
tempo ¢, della posizione z(t) e della velocita 2’(t). Come casi particolari si hanno:

1. caduta di un grave in un campo gravitazionale costante F' = mg, dove il problema
diventa uni-dimensionale, moto lungo la verticale soggetto alla legge 2" (t) = g; il suo

integrale generale, ottenuto con una doppia integrazione, & dato da z(t) = % +c1t+co;

2. equazione dell’oscillatore armonico, in cui la forza F' dipende dalla posizione:
F = —mka(t),
dove k£ > 0 ¢ la costante elastica; il moto e governato dall’equazione
' (t) = —kx(t),
il cui integrale generale, come vedremo nel paragrafo 3.2.1, & dato da

z(t) = ¢1 cos VEt + g sen Vkt;

3. equazione dell’oscillatore armonico smorzato, in cui compare anche la forza di attrito,

proporzionale alla velocita, cioe F' = —mkx(t) — pa'(t); in tal caso 'equazione di
Newton diventa z(t) = —kx(t) — £2'(t), il cui integrale generale ¢ dato da
ot /u2,m2k2t 7”7‘/”277’7'2#15
x(t) = cie zm + coe zm

se > mk, altrimenti
) t t
x(t) = e 2m" | ¢ cos —/m2k? — u? 4 cosen —+/m?2k? — p? | ;
2m 2m

4. in generale il campo di forze potra dipendere anche dal tempo, come ad esempio
avviene per una particella carica che si muove in un campo elettro—magnetico variabile
(fenomeni della risonanza magnetica).

Si noti che negli esempi presentati, nell’integrale generale ci sono sempre due costanti ad
indicare che per l'insieme delle soluzioni ci sono sempre due gradi di liberta; questo, come
vedremo, dipende dal fatto che stiamo considerando equazioni del secondo ordine.

3.1 Equazioni del primo ordine

Vediamo ora alcuni esempi di equazioni differenziali del primo ordine, cioé di equazioni
del tipo y'(xz) = f(z,y(x)). L’esempio piu semplice ¢ quello in cui f(z,y(x)) = f(z) e
I’equazione differenziale diventa
!
y'(z) = flz),

cioe il problema diventa quello della ricerca delle primitive. Si sa, da quanto visto nel corso
di Analisi 1 che se f & una funzione continua su di un intervallo I, allora la precedente
equazione ha per soluzioni le funzioni

u(x):/f(x)dx—i-c
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definita per tutti gli « € I. Si noti che ci sono infinite soluzioni (una per ogni scelta di
¢ € R); pero, se si fissa un punto zo € I ed un valore yy € R, tra le precedenti soluzioni ne
esiste una sola con la condizione y(xg) = yo, quella data da

u() =+ [ " ft)dt.

Un altro esempio importante di equazione differenziale ¢ 'equazione di Malthus, nota
anche come equazione della dinamica delle popolazioni o dell’interesse bancario; se ad un
dato istante ¢ si & in possesso di un capitale C(t), dopo h giorni tale capitale verra incre-
mentato di una percentuale p (I'interesse bancario) del capitale stesso moltiplicato per il
numero di giorni A in cui il capitale resta depositato in banca, in formule:

C(t+h) = C(t) + pC(t)h.

Se tale incremente venisse calcolato istantaneamente, si avrebbe la possibilita di considerare
il limite per h — 0 ottenendo quindi I’equazione

pC(t) = lim w

_ v
Lim h =C'(t).

Per trovare soluzioni a tale equazioni, si nota anzitutto che C(t) = 0 & una soluzione, mentre
se C' ¢ non nulla, si puo dividere per C(t) ed ottenere

c't)y d
= =—1In|C(t
= G wlcw
da cui |C(t)] = ePtT¢ = e%eP! = ceP! con l'ultima costante ¢ > 0. Eliminando il valore

assoluto si ottengono quindi le soluzioni C(t) = ceP* con ¢ € R (il valore 0 lo avevamo gia
considerato all’inizio della discussione). Si noti che anche in questo caso abbiamo infinite
soluzioni, una per ogni scelta di ¢ € R, ma nuovamente, se si fissa un istante ty € R ed un
capitale iniziale Cy € R, allora esiste un’unica evoluzione del capitale che all’istante ¢y vale
Co, ed & dato da C(t) = CpeP(t=to),

Risulta naturale dagli esempi precedenti aspettarsi unicita delle soluzioni solo quan-
do viene fissato un valore, detto valore iniziale, in un fissato punto, detto punto iniziale.
Abbiamo la seguente definizione.

Definizione 3.1 (Problema di Cauchy o ai valori iniziali) Viene chiamato Problema
di Cauchy il problema della ricerca delle soluzioni del sistema

y'(z) = flz,y(x))

(3.1)
y(xo) = yo
o equivalentemente del problema
(32) va)=w+ [ eyt
Zo

Una soluzione del Problema di Cauchy é una funzione u : I — R derivabile nell’intervallo 1
che risolve equivalentemente la (3.1) o la (5.2)
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Il motivo per il quale cerchiamo soluzioni definite su intervalli puo essere spiegato tramite
il seguente esempio.

Esempio 3.1 La soluzione del Problema di Cauchy

1
Y =1z

sono soluzioni e sono tante quante sono le costanti ¢ € R. Rimane tuttavia unica se si
cercano le soluzioni definite su intervalli I che contengono il dato iniziale, cioe per le quali
o = lel.

Abbiamo il seguente risultato, che fornisce l'esistenza e l'unicita delle soluzioni del
Problema di Cauchy.

Teorema 3.2 (Esistenza e unicita per il Problema di Cauchy) Sia f : I x J — R
una funzione con I e J intervalli di R con la proprietd che

1. la funzione x — f(x,y) & continua da I in R per ogniy € J;

2. esiste una costante L > 0 tale che per ogni x € I e per ogni y1,ys € J

|f(z,y1) = f(z,92)] < Llyr — y2|
(una funzione f con tale proprietd viene detta Lipschitziana,).

Allora, per ogni xo € I e yg € J esiste un’unica funzione u : I — J soluzione del problema

di Cauchy (3.1).

DIMOSTRAZIONE Dato che I ¢ un intervallo, possiamo scrivere I = [a,b] (nel caso I sia
un intervallo aperto o un intervallo illimitato si ragionera su ogni intervallo della forma [a, b]
contenuto in I). Si costruisce la successione di funzioni ug(z) = yo €

() = Yo + / (w1 (8))

Per tale successione dimostriamo anzitutto che
Ln—l T — T n
un @) — ()] < 2T 220

dove

M = max [f(z,y0)|-
z€[a,b]

Si procede per induzione; la base ¢ data da

lu(z) — uo(x)| =

x max(zo,z)
/ f(t,yo)dt’ < / |f(t,yo)|dt < M|z — xq|.
xo

min(zo,z)
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Inoltre, supponendo
Ln71|x — n

[un(@) = un—1(2)] < M—)

possiamo dare una stima di |u,41(x) — up(z)|:

un+1(2) —un(z)] =

/ * (b un(t)) — F(ty e (1))

max(zo,z)
[ @) = (e w0

<
min(zo,z)
max(zo,z)
< L/ i (£) — 1 (£)|dt
min(zo,z)
max(zo,r) Ln—l(t . xo)n Ln|1. . x0|n+1
< — ~ 2 dt= - &= =

Si deduce quindi che la successione (un(x)),, € una successione di Cauchy in quanto, supposto
n>m

un(2) = um ()] < fun(2) = tn1(2)] + [un—1(2) = um(@)| < 2 k1 (2) — ug ()]
k=m

n—1 n—1
LYo —xolk M LE(b — a)k
< M k! =7 D kL
k=m k=m

Essendo

i L*b—a)* _ Lb—a)
k! ’
k=0

siamo in presenza di una serie convergente, se ne deduce che la successione (un(z)), € di
Cauchy e quindi converge ad una funzione u(z). Si ha inoltre che

xr xr

u(z) = lim wu,(z) = lim (y0+/ f(t,un_l(t))dt) :y0+/ ft,u(t))dt.
n—oo n—oo zo zo

Per dimostrare 1'unicita delle soluzioni, si supponga esistano due funzioni y; e y2 che sod-

disfano lo stesso problema di Cauchy e si consideri la differenza g(x) = |y1(z) — y2(x)|; si

ottiene che, con x > xg,

(@) = (@) — @) < / () — Fty@)dt < L / " loa(t) — alt)dt

L / ")t

Dimostriamo quindi che una funzione che soddisfa la precedente relazione con g(xzg) = 0 &
necessariamente la funzione nulla (questo risultato & noto come Lemma di Gronwall). La
precedente espressione € equivalente a

gl) _ d ! _
L> W = %ln/m g(t)dt;

0
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integrando tra xo + £ e x generico (va considerato € > 0 altrimento avremmo il logaritmo
di 0), si ottiene che

T xo+e

0< / g(t)dt < el@=wo=e) / g(t)dt — 0 per e — 0
o Zo

e quindi deve essere ¢g(t) = 0 per ogni t € [xg, z], da cui unicita. [l

Funzioni f che soddisfano le ipotesi del precedente teorema sono date da f: 1 x J — R
tali che

1) x — f(z,y) € continua in I per ogni y € J;
2) y— f(z,y) & continua con derivata prima continua in J per ogni z € I.

Si puo inoltre dimostrare, con una piccola modifica rispetto alla dimostrazione precedente,
che se la condizione 2) viene sostituita con la condizione

2’) y — f(z,y) continua in J per ogni x € T

allora le soluzioni esistono, ma in generale non & garantita 'unicita.

Esempio 3.2 Se si considera il problema di Cauchy

allora le due funzioni y(x) = 0 e y(x) = 23/ sono entrambe soluzioni. Si nota infatti che
f(z,y) = 3y'/3 non dipende da z ed & continua rispetto ad y per y > 0, ma non derivabile
per y = 0 e soprattutto la sua derivata rispetto ad y non e limitata per y — O.

3.1.1 Equazioni a variabili separabili

I due esempi considerati precedentemente, la ricerca delle primitive e ’equazione di Malthus,
sono casi particolari di equazioni a variabili separabili, cioé equazioni in cui

Y = f(x,y) = a(z)b(y).

L’esistenza e I'unicita per il Problema di Cauchy si hanno come caso particolare del teorema
(3.2), quando a : I — R & continua e b : J — R & Lipschitiziana, cioeé esiste L > 0 tale che
[b(y1) — b(y2)| < Lly1 — y2|; tale condizione & ad esempio soddisfatta quando b ¢ derivabile
con derivata continua, avendosi come L il massimo del modulo della derivata di b.

Per ricavare le soluzioni di una equazione a variabili separabili si procede come segue;

1. si cercano anzitutto gli zeri di b; infatti, se yo € J & tale che b(yp) = 0, allora la
funzione costante u(x) = yo ¢ una soluzione;

2. sotto la condizione b(y) # 0, si divide per b(y) ottenendo
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Quindi, se A denota una primitiva di a e B una primitiva di %, con una integrazione
si ottiene

Bly(x)) = Alz) +c

con ¢ € R. Tale formula fornisce la soluzione generale in forma implicita; se B &
invertibile e se la sua inversa & nota, si puo ottenere la soluzione in forma esplicita
tramite

y(z) = B~ (A(z) + c).

Esempio 3.3 Si consideri 'equazione y' = 2x1/1 — y?; y(x) = %1 sono soluzioni; nel caso
y # £1, si ottiene

da cui
arcsen(y(x)) = 2% + c.

Notiamo che, visto che il codominio di arcsen ¢ Uintervallo [—7/2, 7/2], la precedente espres-
sione ha senso fintanto che 2% + ¢ € [—7/2,7/2]; in particolare, la costante ¢, nel caso di
un Problema di Cauchy, andra scelta in modo che z3 + ¢ € [-7/2,7/2]. Invertendo la
precedente espressione, si trova che la soluzione generale & data da y(x) = sen(z? + ¢). Se
si vuole ad esempio risolvere il seguente problema

y =2x/1 —y?
y(VT) =3,

allora la soluzione ¢ data da u(z) = sen(z? — 57/6), e tale soluzione & definita per

ey

Esercizio 3.1 Si risolva il seguente Problema di Cauchy
yy' =1

y(0) = 2.

Esercizio 3.2 Si trovi la soluzione generale dell’equazione 3y’ = ay(1 — by) con a e b due
numeri reali positivi. In particolare, si risolva I'equazione di Verhulst 3’ = ey(1 — %)

3.1.2 Equazioni lineari del primo ordine

Per equazione differenziale lineare del primo ordine si intende un’equazione della forma

y'(x) + a(x)y(x) = f(2);

il teorema 3.2 garantisce ’esistenza e 'unicita delle soluzioni nel caso in cui a, f : I — R
sono funzioni continue (in questo caso il valore iniziale yo pud essere un qualsiasi numero
reale). Nel caso in cui f = 0 si parla di equazione omogenea, mentre con f # 0 si parla di
equazione completa e 'equazione 3’ + ay = 0 si chiama omogenea associata. Abbiamo il
seguente risultato.
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Teorema 3.3 La soluzione generale dell’equazione completa & data dalla soluzione generale
dell’omogenea associata a cui va aggiunta una soluzione particolare. Inoltre, se a e f sono
funzioni continue, per ogni xog € I e yo € R, l'unica soluzione del Problema di Cauchy con
dato iniziale in xo e valore iniziale yo € data da

y(z) = (yo + /Z eA(t)f(t)dt) e~ A@)

zo

dove A é la primitiva di a data da

Alz) = / " a(t)dt.

Zo

L’integrale generale infine é dato dall’espressione

y(t) = e (c+ /e_A(Z)f(:E)dm) :

essendo A(x) una qualsiasi primitiva di a(x).

DIiMOSTRAZIONE L’esistenza e I'unicita per il Problema di Cauchy segue dal Teorema

3.2 in quanto
f(z,y) = f(z) —alzx)y
e la continuita in x segue dalla continuita di f(z) e a(z), mentre la funzione y — f(z)—a(x)y
¢ derivabile con derivata a(z). Se u @ la soluzione generale e u, & una soluzione particolare,
allora up = u — u, soddisfa le condizioni
u6+au0:u/Jraufu;faup:f—f:O,

cioe ug e soluzione dell’omogenea; viceversa, nello stesso modo si dimostra che se ug €
soluzione dell’omogenea e u, una soluzione particolare, allora u = wug + u, € soluzione
dell’equazione completa. Quindi, per trovare la soluzione generale, si pud prima cercare
la soluzione generale dell’omogenea e poi cercare una soluzione particolare. Per risolvere
'omogenea associata, moltiplichiamo I’equazione per e*(*) dove A & una primitiva di a, per
ottenere

d
0=ey +aely = y (e?y)

T
e quindi ey & una funzione costante, cioe

—Al2) ceR.

y(x) = ce
Si noti che questa espressione ci dice che I'insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea
& uno spazio vettoriale di dimensione uno la cui base & data dalla funzione e=4(®).

Per trovare una soluzione particolare, si puo utilizzare il metodo detto della variazione
delle costanti. Tale metodo consiste nel partire dalla soluzione generale dell’omogenea
associata e considerare ¢ non come una costante, ma come una funzione c(z). Cioe,
consideriamo

y(x) = cz)e ")

in cui ora l'incognita ¢ la funzione c¢(z). Derivando otteniamo

y =ce A —cae™;
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se si impone che tale funzione risolva ’equazione completa si ottiene

f=y +tay=ce

da cui ¢ = fe#, cioe, integrando, c¢(z) = ¢ + [ eA@ f(x)dz. O

Esercizio 3.3 Si risolva il seguente Problema di Cauchy
v +2y=1s
y(=1) =2.

Esercizio 3.4 Si risolva ’equazione che descrive la carica di un condensatore C' in un
circuito con resistenza R sottoposto ad un campo E

CRy +y=E.

Esercizio 3.5 Si risolva I'equazione y’ + ay = f con a > 0 costante.

3.1.3 Equazioni di Bernoulli
Le equazioni di Bernoulli sono del tipo
y' +ay = fy”

con @ € R, a # 0,1 (in questi casi siamo ricondotti ad una semplice equazione lineare).
Questo tipo di equazioni si puo ricondurre ad una equazione lineare; infatti, se si divide per
y“ si ottiene

y Y fay = f

e quindi, ponendo v = y' = si giunge all’equazione

v +av = f.
11—«
Esempio 3.4 Risolviamo il seguente Problema di Cauchy

Yy =y +a/y

y(1l) =1.

3.2 Equazioni lineari del secondo ordine
Le equazioni lineari del secondo ordine sono del tipo
y" () + a(x)y () + bx)y(x) = f(2)
Esempi importanti vengono dalla Fisica e dall’equazione fondamentale della dinamica
F =ma;

in particolare, la caduta di un grave soggetto alla forza di gravita soddisfa ’equazione y” = g,
I’equazione dell’oscillatore armonico & dato da my”’ = —ky, 1'oscillatore armonico con attrito
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¢ dato da my” +hy' +ky = 0 mentre l'oscillatore armonico con attrito e con termine forzante
¢ dato da my” + hy' + ky = f.

Analogamente a quanto detto nel caso di equazione lineare del primo ordine, si dice
che I'equazione & omogenea se f = 0, completa se f # 0 mentre nel caso f # 0 'equazione
y""+ay’+by = 0 si chiama omoegenea associata. Il problema di Cauchy nel caso di equazione
del secondo ordine si traduce nella determinazione della soluzione di

y' +ay +by=f
(3.3) y(zo) = Yo

Y (v0) = 10
dove ancora x( viene detto dato iniziale e i valori yg e y; valori iniziali. Abbiamo il seguente
risultato.

Teorema 3.4 Siano a,b, f : I — R funzioni continue con I intervallo di R e sia xg € I:
allora, per ogni scelta di yo,y1 € R, il Problema di Cauchy (3.3) ammette una ed una sola
soluzione.

DiMOSTRAZIONE Notiamo anzitutto che un’equazione del secondo ordine puo essere
ricondotta ad un sistema di equazioni del primo ordine ponendo V(z) = (Vi(z), Va(z)),
Vi(z) = y(z), Va(z) = ¢/(z). In questo modo il Problema di Cauchy diventa

{ V'(2) + d(2)V (2) + flx)
V(0) = Vo

dove

1©= (1 aw )0 0= ()0 W=ve ()

Quindi si ottiene una equazione lineare del primo ordine nell’incognita V' (z), la cui soluzione,
cosi come nel caso di equazione lineare del primo ordine vista nella Sezione 3.1.2, ¢ data

dalla formula N
Vi(z) = (Vo +/ eA(t)f(t)dt) e A@)

0
con

Alz) = ( B?x) e > A(x)/j a(t)dt, B(z) /m b(t)dt

e 'esponenziale di una matrice e la matrice data da

o
- A(:C)k
A(z) _ .
¢ B Z Kl

k=0
si puo dimostrare che l'ipotesi di continuita fatta su a e b implica la convergenza della
precedente serie. [l

Osservazione 3.5 Nel Teorema precedente abbiamo formalmente una espressione che ci
dice come calcolare esplicitamente la soluzione, date le funzioni a, b ed f ed i dati iniziali z,
Yo € y1. 1l problema fondamentale della precedente formula sta nella difficolta, in generale,
del calcolo esplicito della funzione eA(*). Vedremo in seguito che tale calcolo si potra eseguire
sostanzialmente solo quando a e b sono funzioni costanti.
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Vediamo ora di studiare le proprieta dell’insieme delle soluzioni di una equazione dif-
ferenziale lineare del secondo ordine.

Teorema 3.6 La soluzione generale di una equazione differenziale del secondo ordine é data
dalla somma dell’integrale generale dell’equazione omogenea associata e di una soluzione par-
ticolare. Inoltre, lo spazio delle soluzioni della omogenea associata e un sottospazio vettoriale
di C*(I) di dimensione 2.

DiMOSTRAZIONE Come abbiamo gia visto per le equazioni differenziali lineari del primo
ordine, se y € una soluzione generale e y, € una soluzione particolare, allora yg =y — ¥y, €
soluzione dell’omogenea associata e viceversa, se yg € soluzione dell’omogenea e y,, ¢ soluzione
particolare, y = yo + ¥, ¢ soluzione.

Per vedere che I'insieme delle soluzioni dell’omogenea associata ¢ uno spazio vettoriale
di dimensione 2 basta fornire una base costituita da due elementi, cio¢ basta trovare due
funzioni linearmente indipendenti u; e us tali che per ogni altra soluzione y esistano due
numeri c1,c3 € R tali y(x) = crui(z) + cauz(z). Consideriamo le due funzioni uy e us
soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy

y”+ay’+by=0 y”—i—ay’—i—byzo
y(xo) =1 y(xo) =0
Yy (xo) =0 y'(z0) =1

Il teorema di esistenza e unicita garantisce che u; ed ug esistono e sono uniche. Esse sono
linearmente indipendenti in quanto se esistessero c1,ce € R tali che
u(z) = crug () + caua(x) =0,

valutando in zy tale espressione si otterrebbe 0 = cyuq (o) + caua(zg) = ¢1, ciot ¢; = 0.
Inoltre, siccome si ha anche che 0 = u/(z) = cu)(x) + cou'(x), si otterrebbe anche che
0 = u'(xg) = cg, cioe c2 = 0. Presa ora una soluzione generalizzata y(z) e scegliendo
c1 =y(xo) e ca =y (x0), abbiamo che la funzione u(z) = cyu;(x) + cous(z) ha la proprieta
che u(xg) = 1 = y(xo) e v (xg) = cru)(xo) + cauh (o) = y'(x0), cioe sia u che y risolvono lo
stesso problema di Cauchy, quindi per 'unicita delle soluzioni si deve avere y(z) = u(z) =
crur(x) + coug(x).

Come detto in precedenza, il calcolo esplicito delle soluzioni € spesso un problema difficile
e fattibile solo in casi molto particolari, come nel seguente esempio.

Esempio 3.5 Trovare l'integrale generale dell’equazione
2%y’ (x) — 3y’ (x) + 3y(z) = 0.

In questo caso infatti, quando x # 0, si ottiene che

v = 2w - v = 4 (2t

x x? x
() 4 c1. Questa & poi una equazione differenziale lineare del primo ordine
f(x) = c1, la cui soluzione & data da

Cc1 X C1
y(z) = <c2 + de) lz|® = <c2 + Tl / Edz) ||

__ax 3
== + colz]”.

da cui y'(z) = 3y
con a(z) = -3 e
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3.2.1 Equazioni a coefficienti costanti

E questo il caso in cui a e b sono costanti; cerchiamo prima di tutto le soluzioni dell’equazione
omogenea associata. Il vantaggio in questo caso sta nel fatto che il problema puo essere
ricondotto ad un problema algebrico; infatti, se consideriamo le funzioni yy(x) = e**, allora
Y ¢ soluzione dell’equazione omogenea se e solo se A2 4+ aX +b = 0, cio¢ se e solo se
A ¢ radice del polinomio P(z) = x? + ax + b, detto polinomio caratteristico. Siccome si
riescono sempre a trovare due radici distinte, almeno nel caso di discriminante diverso da
zero, la questione diventa quindi se dati due distinti A\; e Ao, le funzioni eM? ed e*2® giano
linearmente indipendenti o meno.

Proposizione 3.7 Dati M\, Ay € C, le funzioni e** ed e*2* sono linearmente indipendenti
) )

per combinazioni complesse. In particolare, mel caso di combinazioni reali, se o, 3,c € R

con a # 3, le sequenti funzioni sono linearmente indipendenti:

1. e ed ef*;

2. sen(ax) e sen(fx), cos(ax) e cos(fx), e sen(ax) e e cos(ax);

(03

3. % e xP cosi come eFx®, e“xP, sen(cx)z® e sen(cx)x”.
) )

DiMOSTRAZIONE La dimostrazione segue semplicemente assumendo che esistano ¢y, ¢y €
C tali che

u(z) == c1eM% 4 ™% = ()

Siccome u(0) = ¢; + co, se ne deduce che ¢; + ¢o = 0. Inoltre, dato che u(z) = 0, anche
u'(z) =0, da cui v/(0) = ¢1A\1 + caA2 = 0: abbiamo quindi ottenuto il sistema

Cl+62:0
Cl/\1+02/\2 =0

la cui unica soluzione, dato che A1 # Ao, & data da ¢; = co = 0. Per la restante parte della
proposizione, basta per il primo punto considerare Ay = a, A2 = 8 € R e combinazioni reali,
c1,c2 € R, mentre gli altri punti seguono dall’osservazione che se y; ed y2 sono linearmente
indipendenti, allora lo sono anche v1 = y1 + y2 € v2 = y1 — y2. Usando questa osservazione,
si considera \{ = a+ i e Ay = a — i3 e si ottiene che

e}qz +€)\2I oz eklz +€)\2Z
_ e“sen(fr) = ——.
2 21

e** cos(fz) =
L’ultima parte riguarda I'indipendenza lineare di z* e 2?; ma se u(z) = cpx® + cozP =0,
allora 0 = u(1) = ¢1 + ¢a, cosi come 0 = u'(1) = ¢y + 23, e quindi ancora ¢; = cg = 0. [

Il precedente risultato puo essere usato, assieme a quanto visto per i polinomi in campo
complesso, per trovare tutte le soluzioni dell’equazione omogenea. Infatti, per quanto visto,
il polinomio caratteristico ¢ dato da z2+ax+b con a, b € R, quindi un polinomio a coefficienti
reali. Tale polinomio puo avere due radici reali A1, A2 € R, da cui il fatto che eM? ed ere®
sono due soluzioni linearmente indipendenti, oppure due radici complesse coniugate tra
loro, A1 = a4+ i e A2 = a — i, da cui e*® cos(fz) ed e** sen(fz) sono due soluzioni
linearmente indipendenti, oppure ancora una sola radice reale A di molteplicita due, nel
qual caso si ottiene che e** ed ze** sono due soluzioni linearmente indipendenti. Abbiamo
cosi dimostrato il seguente risultato.
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Teorema 3.8 Data l’equazione differenziale del secondo ordine lineare a coefficienti costanti
omogenea
y" +ay +by =0,

allora

1. se a® — 4b > 0, il polinomio caratteristico ammette due radici reali A\i, 2 € R e la
soluzione generale é data da

A A
y(z) = 1M + cpe?”, c1,c € R;

2. se a® — 4b < 0, il polinomio caratteristico ha due radici complesse coniugate tra loro
M =a+ib ey =a—1if e la soluzione generale ¢ data da

y(z) = e (c1 cos(Bx) + ca sen(fz)), c1,c2 €R;
3. se a® —4b =0, il polinomio caratteristico ha una sola radice reale A con molteplicita

due e la soluzione generale ¢ data da

Az
3

y(z) = 1™ + coze c1,c2 € R,

Esercizio 3.6 Risolvere le seguenti equazioni differenziali

1. y" — w?y = 0;

2. oscillatore armonico vy + w?y = 0;

3. oscillatore armonico con attrito " — 2wy’ + w?y = 0;

4. con dati iniziali

{ Y +2y +3y =0
y(0)=1,  y'(0)=2.
Vediamo ora come si risolve un’equazione differenziale del secondo ordine completa, cioe

come si fa a trovare la soluzione particolare. Si hanno sostanzialmente due metodi.

Metodo per somiglianza Questo metodo si puo applicare quando il termine forzante f
assume forme particolari, piu precisamente quando

f(x) = e (pn(2) cos(Bz) + gm(2) sen(fz))

con o, 3 € R e py, g due polinomi di grado rispettivamente n ed m. Prima di tutto si
considera il numero complesso A = « + i3 e si pone h uguale alla molteplicita di A come
radice del polinomio caratteritico; in particolare h = 0 se P(\) # 0, h = 1 se P(\) = 0 ma
P ammette una seconda radice diversa da A, mentre h = 2 se P(z) = (z — \)?. Si considera
poi k = max(n,m) (si prende cioe il massimo tra i gradi di p,, e ¢,) e si cerca la soluzione
particolare nella forma

yp() = 2" (pi(x) cos(Bz) + qu(z) sen(fz))

con Py e G polinomio da determinare, imponendo che ¥, sia una soluzione dell’equazione
completa.
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Esempio 3.6 Trovare le soluzioni delle seguenti equazioni

1. y" +3y=x+2cosx;

2.y —wly =1+ 2%

3.y +2y =

4.y + 2y + 3y = 2e37;

5. y" + 2y — 3y = 2737,

6. vy + 2y —y = 2e” cos(3x);

7. 2y" +y' + 2y = 3sen(2z).
Vediamo solo la prima equazione; la soluzione generale dell’omogenea associata & data da

yo(2) = ¢1 cos(zv/3) + ¢ sen(zV/3),
ricavata utilizzando il polinomio caratteristico
p(A\) =2 +3

le cui radici sono +iv/3. Per la soluzione particolare, usiamo un principio detto principio di
sovrapposizione; siccome il termine forzante f(x) = x+2 cosx non ¢ in forma particolare, ma
somma di due funzioni fi(z) = = e fa(x) = 2cosz, entrambe in forma particolare, bastera
trovare due soluzioni particolari y; ed ys associate rispettivamente a fi e fa, per ottenere
che la somma y, = y; + y2 sia una soluzione particolare associata a f = f; + f2. Nel caso
di f1, una soluzione particolare va cercata nella forma

y1(x) = (az +0)

in quanto

fi(z) = 2 = " (2 cos(0x) + 0sen(0x)),

cioe a = =0, p1(z) = z polinomio di primo grado, go(x) = 0 polinomio di grado zero e il
numero complesso A = a+ i = 0 non ¢ radice del polinomio caratteristico p(}), cioe h = 0.
Imponendo y{ 4+ 3y; = « siricava a = 1 e b = 0, cioe y1(z) = x. La seconda soluzione
particolare va cercata nella forma

y2(x) = acosx + bsenx
in quanto il termine forzante fa(z) = 2cosxz ha o = 0, § = 1, po(z) = 2 e go(x) = 0
polinomi di grado zero e A = o+ = i non e radice del polinomio caratteristico. Imponendo

yY + 3ya = 2cosx siricava a =1 e b = 0. In definitiva, la soluzione generale dell’equazione
differenziale e data da

y(z) = c1 cos(xV/3) + casen(vV/3) + x + cos z.
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Metodo della variazione delle costanti Il metodo ¢ lo stesso visto nel caso dell’equa-
zione lineare del primo ordine; si parte dalla soluzione generale dell’omogenea

)\11 AQI

y(x) = c1e™ 4 coe
e si considerano ¢; = ¢1(z) e c2 = ca(x) come funzioni. Derivando si ottiene
Y (z) = ) (x)eM® + ¢y (2)e*?® + ¢ (2)A1eMT + co(x) Npe2®

e al primo passo si pone
) (x)eM® + ch(x)er?® = 0.

In questo modo la derivata seconda diventa
Y (x) = &) (2)A1eMT + ch(2) A2 4 ¢ (2)N2eMT + co(z)A3e2®

Imponendo quindi che y” + ay’ + by = f e sapendo che \; e Ay sono radici del polinomio
caratteristico, si giunge alla condizione

()N eMT + ch(z)Noe?® = f(x).
Si tratta quindi di risolvere il sistema, nelle incognite ¢} e ¢}
{ i (z)eM® 4 ch(z)er?® =0
(@)A1 eMT + ch(x)NeeP2® = f(x).
Esercizio 3.7 Risolvere le seguenti equazioni;
1. oscillatore armonico my” = —ky;
2. oscillatore armonico smorzato 3" + 28y’ + w?y = 0;

3. y' +w?y =tanx.

3.2.2 Oscillatore forzato

In questo paragrafo studiamo l’oscillatore armonico forzato, cioe risolviamo la seguente
equazione differenziale
y" + w?y = Bcos(woz).

La soluzione generale dell’omogenea associata ¢ data da
y(x) = ¢ cos(wz) + co sen(wz).

Per la soluzione completa, utilizziamo il metodo della variazione delle costanti; partiamo
dalla funzione
y(x) = c1(x) cos(wz) + ca(x) sen(wz)

da cui, derivando
y'(z) = ¢y (z) cos(wx) + ch(z) sen(wz) — ¢1(x)w sen(wz) + co(x)w cos(wx);
imponiamo quindi la condizione

) (x) cos(wz) + ch(z) sen(wx) = 0
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e deriviamo una seconda volta per ottenere
y"(x) = —c) (x)wsen(wz) + ch(z)w cos(wz) — ¢1(z)w? cos(wr) — ca(z)w? sen(wz).

Richiedendo quindi che y” 4+ w?y = B cos(wox), si perviene alla condizione

—cj (r)w sen(wz) + cy(z)w cos(wz) = B cos(wox).
Dobbiamo risolvere quindi il sistema

¢y (z) cos(wz) + ch(x) sen(wz) = 0

—c) (z)w sen(wx) + ¢4 (2)w cos(wz) = B cos(wox),

che ha come soluzioni
¢y (z) = — & cos(woz) sen(wz) = —£ (sen((wo + w)z) + sen((w — wp)z))
ch(z) = £ cos(wox) cos(wz) = £ (cos((wo + w)z) + cos((w — wo)z))

Si distinguono quindi due casi, wg = w e Wy F w.

Caso wqg # w. si ottiene

Cl(l') :Cl“i’% (cos((wngw)z) + cos((wfwo)z))

wo+w w—wo

2w wo+w w—wo

02($) — o+ B (sen((wo—i-w)m) + sen((w—wo)z))
Avremo quindi che la soluzione generale sara data da

y(x) =c1 cos(wz) + co sen(wx)+
B (sen((wo + w)x) N sen((w — wo)x)

wo +w w — Wy

) cos(wa)+
) sen(wz)

w

N g (cos((wo + w)w) N cos((w — wp)x)

wo +w w — wo
Se tra queste funzioni cerchiamo la soluzione del Problema di Cauchy

y" + w?y = Bcos(wox)

si ottiene la funzione

B 2B —
y(z) = . . (cos(wz) — cos(wp)x) = 5 5 sen (w();—wx) sen (w02 wx)

Wy —w Wy —w

il cui grafico e riportato in figura 3.1; si parla per tale soluzione di fenomeno dei
battimenti.
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Figura 3.1: Fenomeno dei battimenti, dato con wo = 10 e w = 8.
Caso wg = w. Si ottiene il sistema
& (z) = — £ sen(2wx)
() = £ (cos(2wz) + 1)
le cui soluzioni sono date da
c1(z) = 1 + 225 cos(2wz)
c2(z) = e + E sen(2wz) + 22
che portano alla soluzione generale
(1) = e coswn) + easenfior) + o cosloor) + 3 wsen(wa)
y(z) = 1 cos(wz) + co sen(wz 12 8 wx) 5, sen(wz).

Se tra queste funzioni cerchiamo la soluzione del Problema di Cauchy

y" + w?y = Bcos(wx)

si ottiene la funzione

y(z) = Z:c sen(wx)

il cui grafico e riportato in figura 3.2; si ha a che fare in questo caso con il fenomeno
della risonanza.
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Figura 3.2: Fenomeno della risonanza.

3.3 Equazioni lineari di ordine superiore

I risultati visti nella sezione precedente si possono generalizzare ad equazioni di ordine
superiore, cioe al caso dell’equazione

Y™ (@) + ar(@)y" (@) + .+ an(@)y(e) = f(@)
con ai,...,an, f : I — R funzioni continue. In particolare si avra che:

1. la soluzione generale sara data dalla somma della soluzione generale dell’omogenea
associata e di una soluzione particolare;

2. P’insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea ¢ un sottospazio vettoriale di dimen-
sione n di C™(I);

3. nel caso di equazione a coefficienti costanti, a1, ..., a, € R, le soluzioni dell’equazione
omogenea si cercano nella forma e** con \ radice del polinomio caratteristico P(z) =
" +a1x+. .. ay: lasoluzione generale dell’omogenea sara quindi sempre combinazione
lineare di esponenziali e seni e coseni;

4. per l'individuazione della soluzione particolare, si potranno sempre usare i metodi per
somiglianza e della variazione delle costanti.

Esempio 3.7 [Equazione della linea elastica o della trave elastica] Si tratta dell’equazione
EJyW(z) = ¢

dove E e il modulo di Young, J il momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse baricen-
trico (B = EJ viene detto modulo di rigidezza a flessione) e ¢ & il carico che viene esercitato
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sulla trave, supposto in questo esempio costante per motivi di semplicita. La soluzione
generale di tale equazione, nell’ipotesi ¢ costante, ¢ data da

3 2 g9 a4

) =c1x° 4 cx” + c3x + ¢4 + —=2a”.
y(z) = e’ + ea” t ez + et 5
Una variante di questo esempio & dato quando la trave & supposta appoggiata ad un sup-
porto con resistenza di tipo elastico; con questo si intende che il profilo della trave soddisfa
I’equazione differenziale
EJy™ () + ky(z) = q.

La soluzione generale ¢ data qui da
y(x) = e“*(c1 cos(wx) + casen(wz)) + e~“*(cg3 cos(wz) + ¢4 sen(wx)) + %,

— 4 [ Kk
dove w = 77
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Capitolo 4

RN , topologia, limiti e funzioni
continue

Fino a questo punto si sono studiate le funzioni f : I — R con [ intervallo di R; di tali
funzioni si sono date le definizioni di continuita, derivabilita e integrabilita, si sono studiati
problemi di massimo e minimo e metodi per la loro individuazione. Iniziamo ora lo studio
di funzioni f : A — B con A e B sottoinsiemi di spazi Euclidei a piu dimensioni; si noti che
tutte le definizioni (continuita, derivabilita e integrabilitd) usano il concetto di limite e che
in ultima analisi tale nozione ¢ basata sul concetto di distanza.

Nel prossimo paragrafo inizieremo quindi lo studio delle proprieta dei sottoinsiemi di R,
in particolare daremo la nozione di insieme aperto e chiuso (si parla in tal caso di topologia
di R™) ed estenderemo il concetto di intervallo ad N variabili.

Inizieremo con la definizione di distanza in RY; un problema cui si dovra fare attenzione
quando si trattano spazi euclidei a pit dimensioni ¢ il concetto di base. Un punto del piano o
dello spazio Euclideo puo essere individuato in vari modi, sia tramite le coordinate cartesiane
che tramite, ad esempio, le coordinate polari; bisognera quindi prestare attenzione al fatto
che le conclusioni cui si perviene non dipendano dalle coordinate date, cioe che, cambiando
coordinate, si riescano ad esempio ad individuare gli stessi punti di massimo, minimo o
stazionari. A tal fine dovremo dare definizioni di continuita e soprattutto derivabilita che
siano indipendenti dal sistema di riferimento fissato.

4.1 Topologia di RY

Iniziamo anzitutto con una precisazione; quando si parla di spazio Euclideo N—dimensionale,
si intende uno spazio vettoriale ad N dimensioni con prodotto scalare; I'identificazione di
tale spazio con R (N-uple di numeri reali) puo essere fatta una volta che si fissi una base
dello spazio (la N—upla sara costruita con i numeri della combinazione lineare). Nel seguito
si dovra fare sempre attenzione al fatto che le nozioni introdotte non dipendano dalla base
fissata.

Denotiamo i punti di RY come vettori = (x1,...,2y) e su R ricordiamo che ¢ definito
il prodotto scalare standard

r-yYy=x1Y1+ ... + TNYN, Vx,yERN.

47
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Tale prodotto scalare definisce una norma ||z|| = y/x - = per la quale

o <l < VN max (lzi),  ¥j=1,....N;

la norma || - || definisce una distanza d(x,y) = ||z — y||. Le principali proprieta della norma
e della distanza sono le seguenti

1. |lz]l > 0 e ||z|| =0 se e solose z =0, d(z,y) >0 e d(z,y) =0 se e solo se x = y;
2. |all = N[l per ogni A € R, d(z,y) = d(y, )
3.l +yll < llzll + llyll, dz,y) < d(x, z) + d(z,y).

Possiamo dare la seguente definizione

Definizione 4.1 (Intorno sferico) Si chiamano intorno sferico aperto ed intorno sferico
chiuso di © € R con raggio v > 0 gli insiems

By(z)={y eRY : |z —y| <7}, By(z)={yeR:|z—y|<r}
mentre viene detta sfera di centro x e raggio v > 0 l’insieme
Sr(x){y € RV : |z —y| =7}
Si noti che B,.(z) = B.(x) U S,(z).

Esercizio 4.1 Nel caso N = 1, si ottiene che B,.(z) = (x —r,z + 1), B.(x) =[x —r,z + 7]
e Sp(x)={ax—r,z+r}

Definizione 4.2 (Insieme aperto e chiuso) Dato A C RY e x € A, si dice che x ¢
punto interno ad A se esiste v > 0 tale che B,(x) C A; x si dice esterno se x ¢ interno ad
Ac =RN\ A, cioé se esiste r > 0 tale che B.(x)N A= 0. Un punto x che non ¢ né interno
né esterno si dice punto di bordo o di frontiera. Si denota con A° l’insieme dei punti interni
ad A, con OA linsieme dei punti di frontiera di A e con A= AUOJA la chiusura di A. A si
dice aperto se A = A°, cioé se tutti i suoi punti sono punti interni, mentre A si dice chiuso
se A= A o equivalentemente se A =RN \ A ¢ aperto.

Esempio 4.1 Se fissiamo a,b € R con a < b, allora (a,b) & aperto, [a,b] & chiuso e (a,b],
[a,b) non sono né aperto né chiusi; in tutti i casi 'insieme dei punti di frontiera & dato da

{a,b}.

Esempio 4.2 Se A = RY, allora A° = A = R" (quindi RY & aperto) e A° = dA = (). Se
invece A = Q, allora A° = (), A = 9A = R (quindi Q non & né aperto né chiuso). Infine, se
A = B,.(x), A° = B,(z), A= B,.(x) e 0A = S,(z). Vediamo come si dimostra che in questo
ultimo caso A° = B,(z): preso y € B,(z), dobbiamo trovare ¢ > 0 tale che B:(y) C B,(x);
ma se scegliamo € = r — ||y — x|, se z € B:(y), cioe se ||z —y|| < r — |ly — z||, si ottiene che

Iz =zl =llz—y+y—z| <[z =yl +lly -zl <r—lly -zl + ly -zl =r,

cioe z € B,(x), che era quanto volevamo provare. Analogamente, se ||y — x| > r, si nota
che con la scelta € = ||y — x|| — r si ottiene che B.(y) N B,(x) = 0, cioe B:(y) C RN\ B,.(x),
e quindi RV \ B,(z) ¢ aperto. Infine, se |ly — z|| = r, si nota che per ogni ¢ > 0 la palla
B.(y) interseca sia B,.(z) che il suo complementare, e quindi i punti y tali che ||y — z|| = r
sono punti di frontiera.
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Definizione 4.3 Dato un insieme A C RY, diremo che un punto x¢ ¢ di accumulazione
per A se per ogni r > 0, la palla B.(xo) contiene punti di A diversi da xg, cioe se

By (20) N (A\ {zo}) # 0.

Un punto di accumulazione xy pud appartenere o meno all’insieme A, ma ci sono anche
punti di un insieme che non sono punti di accumulazione; si pensi ad esempio all’insieme
della retta reale A = (0,1] U {2}, in cui 2 non & un punto di accumulazione, mentre 0 lo &
anche se non appartiene ad A. Un punto di A che non sia di accumulazione per A viene
detto punto isolato.

Nella seguente proposizioni sono elencate le principali proprieta degli aperti e dei chiusi
sotto le operazioni di unione e intersezione.

Proposizione 4.4 Supponiamo di avere due famiglie, una A fatta di insiemi aperti e una
C fatta di insiemi chiusi. Allora

1. linsieme
U A={z RN :2 ¢ A per qualche A € A}
AcA

e aperto, mentre l’insieme

ﬂC’:{zGRN:xECperogm'C’GG}
cee

e chiuso;

2. dato un numero finito di insiemi Ay,...,Ar € A e C1...,Cy € C, linsieme A1 N
..M Ay € aperto e linsieme Cy U...U ), € chiuso.

DIMOSTRAZIONE Se x € A per un qualche A, allora, dato che A & aperto, esiste » > 0
tale che
B(z)cAc |J 4
AcA

da cui il fatto che I'unione qualsiasi di insiemi aperti & aperta. Sia poi z € A1 N...N Ag;
dato che ogni A;, j = 1,...,k, ¢ aperto, esistono 7; > 0 tali che B, (x) C A; per ogni
j=1,...,k Scegliendo r = min;r;, si ottiene che B,(z) C A1 N...N Ak, e quindi tale
intersezione ¢ aperta. Le proprieta sui chiusi si ottengono osservando che se C & chiuso,
allora A = RV \ C ¢ aperto. O

Osservazione 4.5 Si nota che intersezione arbitraria di insiemi aperti non e in genere
aperta; infatti, ad esempio in R, se si considerano gli insiemi aperti A; = (=1/5,1/j), si

ottiene che
(4 ={0}
JEN
e quest’ultimo non e un insieme aperto.
Definizione 4.6 (Insiemi limitati e insiemi compatti) Un insieme A C RY si dice

limitato se esiste r > 0 tale che A C B;(0), cioé se esiste r > 0 tale che ||z| < r per ogni
x € A. Un insieme A viene detto compatto se e chiuso e limitato.
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Osservazione 4.7 La definizione di limitatezza di un insieme A pud anche essere data
richiedendo che esista 1o € RY e r > 0 tale che A C B,(z). Inoltre, la definizione di
insieme compatto sarebbe in realta piti topologica, mentre la caratterizzazione dei compatti
come insiemi chiusi e limitati & un risultato che vale per gli spazi euclidei finito—dimensionali.
La definizione topologica di compattezza dice che: K & compatto se da ogni ricoprimento

aperto
Kcl|JA
AcA
si puo scegliere un sottoricoprimento finito, cioe esistono Ai,..., Ay € A tali che

KcCA U...UA;.

Esiste anche, come vedremo, una caratterizzazione della compattezza fatta usando le suc-
cessioni.

4.2 Successioni in RY
Una successione in RN & semplicemente una funzione z : N — R¥, cioe una famiglia
(2(n) = p)nen di elementi di RY. La successione z,, si dice limitata se Iinsieme
A={x, :neN}
¢ limitato in RY, cioe se esiste 7 > 0 tale che ||z, || < r per ogni n € N.

Definizione 4.8 Una successione (T, )nen si dice convergente ad un elemento x € RV, e
scriveremo

lim z,, = =,

n—

se e solo se per ogni € > 0 esiste ng € N tale che ||z, — x| < & per ogni n > ng.

Si nota che, se la successione (x, )nen € convergente, allora & limitata; inoltre, utilizzando
il fatto che, preso un elemento y = (y1,...,yn) € RY

|yj|§|\y|\§\/ﬁkznllaXN|yk|, Vi=1,...,N,

se ne deduce che una successione (zp)nen © convergente se e solo se le successioni delle
sue componenti (z, ;)ney convergono a x; per ogni j = 1,...,N. Si noti che questo
ragionamento implica anche:

1. il limite € unico, dato che il limite di ogni componente & unico;

2. date due successioni (2, )nen € (Yn)nen convergenti rispettivamente ad z ed y in RY,
allora la successione (2, + Yn )nen converge ad = + y:

3. se (Tn)nen converge ad x € RN e A € R, allora (Az,,)nen converge a Ax.

Esempio 4.3 Consideriamo la successione in R? data da

1 n+1
In = | —, )
n’ n
ntl " converge ad 1, si avra

dato che la prima componente, %, converge a 0 e la seconda, =,
che la successione converge al punto (0,1) € R?. Invece, la successione z,, = ((—1)", 1) non
puo convergere in quanto la successione delle prime componenti, (—1)™, non converge.
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La definizione di successione estratta sara data in modo analogo alla definizione di suc-
cessione estratta in R, e cioe tramite una funzione k : N — N crescente, da cui la successione
estratta (z,, Jnen € data da x,, = Ty(y)-

Proposizione 4.9 (Chiusi e compatti per successioni) Dato un insieme A C RY | si
ha che:

1. A ¢ chiuso se e solo se per ogni successione (Ty)nen C A con x,, convergente ad x, si

ha che x € A;

2. A é compatto se e solo se da ogni successione (Tp)neny C A si pud estrarre una
sottosuccessione xn, convergente ad un elemento di x € A.

Diremo infine che un punto x € R ¢ un punto di accumulazione per A se esiste una
successione (z,)neny C A con x, # x e x,, convergente ad .

4.3 Limiti e funzioni continue

Veniamo ora allo studio delle funzioni di piu variabili, e pitt precisamente alla definizione di
limite e continuita per funzioni di piu variabili.

Definizione 4.10 Data una funzione f : A — R* con A C RN e x¢ punto di accumulazione
per A, diremo che f(x) tende ad un vettore | € RF per x che tende ad xo, in simboli

lim f(z) =1

T—xo

se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se x € A ¢é tale che 0 < ||z — xo|| < 0, allora
If(xz) =1 <e. Nel caso k =1, diremo inoltre che

lim f(z) =400 (—00)

r—xo

se per ogni M >0 (M < 0) esiste § > 0 tale che se x € A soddisfa 0 < ||z — || < 9, allora

f(@) > M (f(x) < M).

Osservazione 4.11 Il limite di una funzione puo anche essere caratterizzato tramite suc-
cessioni; cioe
lim f(z)=1

T—x0

se e solo se per ogni successione (z,), che converge ad x¢, la successione f(x,) converge
ad [. Questa osservazione dimostra anche che la funzione f converge ad [ se e solo se le
componenti f; convergono alle componenti I;, per i =1,... k.

Come visto per le successioni, anche per il limite di funzioni valgono le seguenti proprieta;
1. f(z) — 1 € RF se e solo se per ogni j = 1,...k si ha che f;(z) — I;;
2. se f(x) = leg(x) = U, allora f(x) +g(z) = 14+ 1;

3. se f(x) = leXeR, allora A\f(x) — Al
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Definizione 4.12 (Continuitad) Una funzione f : A — R* si dice continua se e solo se
per ogni xg € A punto di accumulazione per A, si ha che

lim f(x) = f(xo),

r—x0
cioé se e solo se per ogni xg € A punto di accumulazione e per ogni e > 0 esiste § > 0 tale
che sex € A, con 0 < ||z — xo|| < 8, allora ||f(z) — f(xo)|| < e. Diremo inoltre che f ¢é
uniformemente continua se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se z,y € A sono tali che

[l =yl <6, allora | f(x) = f(y)]| <e.

Osservazione 4.13 Cosi come per i limiti di funzioni, anche la continuita puo essere
caratterizzata per successioni, cioe

lim f(z) = f(=zo),
T—xT(
se e solo se per ogni succession (2, ), convergente ad xg, (f(zn))n converge a f(xg). Analoga-

mente, una funzione sara continua se e solo se ogni sua componente f;, ¢ = 1,...,k € una
funzione continua.

La somma di funzioni continue & continua, moltiplicare una funzione continua per uno
scalare A € R produce una funzione continua, ma anche la moltiplicazione di una funzione
continua f : A — R* con una funzione continua ¢ : A — R produce una funzione continue
gf : A — R data da gf(z) = g(x)f(x) (moltiplicazione della funzione vettoriale f con la
funzione scalare g).

Esempio 4.4 E facile a questo punto rendersi conto che le funzioni f : R — R date da

f(x,y) :xha f(x,y) =y

sono continue (si usi la caratterizzazione per successioni), e quindi ogni polinomio

d
f(za y) = Z ahmzhym

h,m=0

¢ una funzione continua.
Abbiamo inoltre la seguente

Proposizione 4.14 Siano f : A — B e g: B — R™ due funzioni continue con A C RY,
f(A) C B e B C R*; allora la funzione F : A — R™ composizione di f e g, F = go f ¢
continua.

DIiMOSTRAZIONE. La dimostrazione € analoga a quella fatta per funzioni di una variabile,
usando la definizione di limite; dimostriamo infatti che la funzione F'(z) = g(f(x)) & continua
in ogni punto xg di accumulazione per A. Presa una successione z, convergente ad xg, la
continuita di f implica che la successione f(x,) converge ad f(xo) e quindi, la continuita di
g implica che la successione g(f(z,)) converge a g(f(zp)), da cui la continuita di F'. O
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Chiaramente ogni funzione uniformemente continua € continua, mentre non vale in
generale il viceversa. Si ha tuttavia il seguente Teorema.

Teorema 4.15 (Teorema di Cantor) Se F': A — R* ¢ continua e A ¢ compatto, allora
F ¢ uniformemente continua su A.

Esempio 4.5 Esempi di funzioni continue sono dati da

fly) =2 +9%  flz,y) =y,
mentre non ¢ continua la funzione

s se (2,9) # (0,0)
f(x,y) =
0 se (ﬂﬁ,y) = (0’0)

anche se sono continue le funzioni « — f(z,y) e y — f(z,y). La continuitd per funzioni di
piu variabili & quindi una nozione piu riposta rispetto alla continuita per sezioni.

Abbiamo la seguente relazione tra funzioni continue e topologie, che fornisce un modo
per costruire insiemi aperti e chiusi tramite funzioni continue.

Proposizione 4.16 Sia f : A — R una funzione continua, allora:

1. wale il teorema di permanenza del segno, cioé se xg € A é tale che f(xg) >0 (< 0),
allora esiste v > 0 tale che se y € By(xo) N A wvale f(y) >0 (<0);

2. se A ¢ aperto, allora per ogni ¢ € R gli insiemi

{zedA:flx)<ct:={f<c}, {f>c}
sono aperti, mentre l’insieme
{f=c}

¢ chiuso.

DIMOSTRAZIONE. La permanenza del segno segue direttamente dalla definizione di fun-
zione continua; infatti, dato che f & continua in g, si ha che per ogni € > 0 esiste § > 0
tale che se y € A con ||y — x| < § allora |f(y) — f(z0)| < & (si noti che stiamo sfruttando il
fatto che la norma e il valore assoluto sono la stessa cosa nel caso uni—dimensionale), cioe

(4.1) flzo) —e < fly) < flmg) +e.

Se prendiamo quindi € = f(x) ed r = §, la relazione precedente ci dice esattamente che se
y € AN By(x9), allora la disuguaglianza di sinistra di (4.1) implica che f(y) > 0. In modo
analogo si ragiona nel caso f(zg) < 0. Per vedere che gli insiemi {f > ¢} e {f < ¢} sono
aperti, si applica il teorema della permanenza del segno alle funzioni f(xz) — ¢ (che sono
continue) e, siccome A & aperto, si puo prendere r > 0 in modo tale che B, (zg) C A. Infine,
{f = ¢} risulta essere chiuso dato che

R¥\{f=c={f>ctu{f<c}

e 'unione di aperti ¢ aperta, e da qui segue la chiusura di {f = ¢} in quanto il suo
complementare & aperto. [l

Esempio 4.6 Se consideriamo le funzioni f(z,y) = 2% + y* e g(z,y) = 2y (che sono con-
tinue), se ne ricava che {2? + y? < c} & aperto per ogni ¢ > 0 (d’altronde coincide con
B /z(0)), cosi pure gli insiemi {xy > c} sono aperti.
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Capitolo 5

Curve ed integrali curvilinei

Iniziamo il nostro studio delle funzioni vettoriali di piu variabili con il caso piu semplice; tale
studio ci permettera di sviluppare strumenti e concetti utili per un approccio sistematico
al caso generale. Cominceremo con lo studiare le curve dello spazio Euclideo, cioe funzioni
vettoriali di una sola variabile reale; le curve per noi saranno entita parametrizzate (saranno
le funzioni che le definiscono), ma vedremo quali informazioni geometriche sul luogo dei suoi
punti (traiettorie) si possono dedurre dalla parametrizzazione.

5.1 Curve e curve regolari

Una curva in R ¢ data da una funzione continua ¢ : I — R con I intervallo di R, limitato
o meno (non necessariamente aperto o chiuso). La richiesta della continuita nella definizione
di curva serve per sottolineare che la variare di ¢ € I, il punto ¢(t) si muove nello spazio R
con continuita, descrivendo cioé una traiettoria continua. Come abbiamo visto nel capitolo
precedente, la curva ¢ : I — RY sard continua se tutte le sue componenti ; : I — R sono
continue. Si definisce il supporto o sostegno di ¢ l'insieme

o(I) ={ot):teI} CRY:

il sostegno di una curva non va confuso con il grafico della curva, il quale € un sottoinsieme
del prodotto cartesiano I x RV,

Esempio 5.1

Retta e Segmento. Dati due punti z e y in R, la retta passante per essi & parametrizzata
dag:R— RN
p(t) =z +t(y — ).
Se si usa la stessa parametrizzazione ma definita in [0, 1], si ottiene il segmento, che
denoteremo con [z, y|, congiungente x e y; tale segmento ¢ un segmento orientato che
parte da x (tempo ¢t = 0) e termina in y (tempo ¢ = 1).

Poligonale. Data una collezione ordinata di punti zo, z1, . .., zx € RY di punti, si definisce
poligonale & di vertici xg, ..., x; Punione dei segmenti [z;_1,2;], ¢ = 1,...,k para-
metrizzata quindi dalla curva ¢ : [0,1] — RY

i—1

k

o(t) = xim1 +t(xs — xim1), <t<

7|~

95
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Circonferenza nel piano. Nel piano, la circonferenza di raggio » > 0 centrata nell’origine
puo essere parametrizzata dalla funzione ¢ : [0, 27] — R?

o(t) = (rcost,rsent).

Ellisse nel piano. L’ellisse del piano i—z + Z_j = 1 puo essere parametrizzata dalla funzione
¢ :]0,27] — R?

©(t) = (acost,bsent).
Si fissi ora un punto tg € I e si consideri, per t; € I, la quantita

p(t) —p(to) _ (<P1(t1) —¢ito)  en(t) —@N(to))
t1 — to t1 —to t1 —to '

Avremo quindi che il limite

pltn) — plto)

/
= (t
el t — to ¢ (to)

esiste se e solo se esistono i limiti
pi(t1) — gilto)
ti1—to t1 —to

per ogni i = 1,..., N, cioe se e solo se le componenti della curva sono funzioni derivabili.
Diremo quindi che la curva e derivabile in tg se le sue componenti lo sono, mentre diremo
che ¢ € C1(I) se le sue componenti sono derivabili con derivata continua in I.

Per quanto abbiamo visto, I’equazione

e, (1) = o(to) + tM
t—to

rappresenta la retta passante per ¢(tg) e ¢(t1), cioe la retta secante il sostegno di ¢ in tali
punti. Se passiamo al limite per t; — tg, tale retta tende alla tangente al supporto di ¢ nel
punto ¢(tp), che sard quindi individuata dalla parametrizzazione

r(t) = ¢(to) + t¢' (to).

11 vettore ¢'(tp) rappresenta la velocitd della curva in ¢ e, nel caso ¢'(tg) # 0, il vettore
unitario ,
¢'(to)

')l
rappresenta il versore tangente alla curva in ¢(to).

Tgo (tO)

Definizione 5.1 Data una curva ¢ : I — RN, diremo che:
1. ¢ ¢ regolare se p € C1(I) con p(t) # 0 per ognit € I;

2. ¢ e regolare a tratti se possiamo decomporre I in sottointervalli disgiunti I; con i =
1,...,k in modo tale che ¢ é regolare in I; per ogni v =1,...,k;

3. la curva si dice semplice se t1 # to implica ©(t1) # ¢(t2), con almeno uno dei due
punti t1 oty interno ad I;
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4. se I =1a,b], il punto ¢(a) si dice primo estremo o punto iniziale della curva, mentre
() si dice secondo estremo o punto finale della curva;

5. se I =a,b], la curva si dice chiusa se p(a) = ¢(b).

Vedremo che si potra sempre ottenere la condizione ¢ # 0 nella definizione di curva
regolare: qui e stata posta per una semplice questione di comodita. La definizione di curva
semplice puo sembrare complicata, ma serve semplicemente per ammettere anche curve
chiuse semplici, quali la circonferenza, in cui gli unici due punti di non iniettivita della
curva sono gli estremi.

Definizione 5.2 (Curve equivalenti) Due curve ¢ : I — RY e : J — RV si dicono
equivalenti se esiste una funzione o : I — J di classe C1(I) iniettiva e suriettiva tale che
o/(t) A0 per ognit €I e

o(t) = YP(alt)), vt e l.

La mappa o viene anche chiamata cambiamento di parametro o riparametrizzazione ammis-
sitbile.

L’equivalenza di due curve implica I'uguaglianza dei due sostegni, mentre il viceversa non
& vero; ad esempio le due funzioni ¢ : [0,27] — R2, (t) = (cost,sent) e ¢ : [0,37] — R?,
Y(t) = (cost,sent) hanno lo stesso sostegno ma non sono equivalenti. Per poter carat-
terizzare curve equivalenti tramite il sostegno, bisogna restringersi alla classe delle curve
semplici. Abbiamo cioe il seguente risultato.

Proposizione 5.3 Siano ¢ : I — RN e : J — RN due curve regolari e semplici; allora
le due curve sono equivalenti se e solo se hanno lo stegno sostegno, cioé se e solo se

(1) = (J).

Si noti che la condizione o # 0 implica che o’ > 0 oppure o/ < 0; quindi « & sempre
strettamente monotona. Nel caso in cui « sia monotona crescente, avremo che due curve
equivalenti avranno lo stesso verso di percorrenza, mentre nel caso di a decrescente, il loro
verso di percorrenza sara opposto.

Esempio 5.2
1. Una riparametrizzazione per una curva ¢ : [a,b] — RY & data ad esempio da

7tfa

a:[a,b] — [0,1], oz(t)fb_a.

Non sara quindi restrittivo supporre sempre una curva definita sull’intervallo [0, 1],
almeno nel caso in cui [ sia un intervallo chiuso e limitato.

2. L’arco di circonferenza ¢ : [0, 7] — R?
©(t) = (cost,sent)

puo essere equivalentemente riparametrizzata da v : [—1,1] — R?

(1) = (8, VI P2).
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5.1.1 Curve nel piano

La geometria del piano permette di vedere le curve in vari modi. Ad esempio, se viene data
una funzione f : I — R continua reale di variabile reale, allora possiamo definire in modo
canonico due curve parametrizzate ¢, : [ — R?, ¢, : I — R?

pa(t) = (& F(1):  wyly) = (f(8):1)

che verranno dette curve cartesiane rispettivamente rispetto ad x e rispetto ad y definite
dalla funzione f. In tal caso il sostegno delle curve ¢, e ¢, coincidera con il grafico della
funzione f, grafico rispettivamente in x e in y. Le curve date saranno regolari se e solo se
f &di classe C1(I) ed in tal caso, avendosi

e () = (1, 1), ¢, = (1)1

la condizione ¢’ # 0 ¢ automaticamente verificata.

Viceversa, se si vuole vedere una curva parametrizzata ¢ : I — R? come una curva
cartesiana, si dovra richiedere che ¢ sia una curva semplice e che il sostegno di ¢ sia un
grafico, cioe che intersezione del sostegno con rette verticali (nel caso si voglia vederla
come cartesiana rispetto alla x) contenga al pit un punto, mentre l'intersezione con rette
orizzontali (nel caso cartesiano rispetto alla y) contenga al pitt un punto.

Un altro modo per definire una curva nel piano e tramite 1'utilizzo delle coordinate polari;
in tal caso esistono sostanzialmente due approcci, il metodo esplicito e quello parametrico.

Per metodo esplicito si intende il caso in cui nell’utilizzo delle coordinate polari (r, ),
il raggio r sia una funzione esplicita dell’angolo ¥, cioe r = g(1¥), g : [}1,¥2] — [0,4+00). Se
siamo in questo caso, si pud definire una curva parametrizzata ¢ : [J1, 2] — R? ponendo

(5.1) () = (rcosd, rsend) = g(v¥)(cos v, sen v);
derivando, si ottiene
(5.2) ©'(0) = (¢’ (V) cos ¥ — g(I¥) sendd, g'(9) sen ¥ + g(I) cos V).

La curva data sara regolare se e solo se g ¢ di classe C!([91,J2]).
Per metodo parametrico si intende il caso in cui sia r che ¥ sono funzioni di un parametro

tel
r=r(t)
¥ = 9(¢).
In tal caso si ottiene la curva parametrizzata o : I — R?
() = (r(t) cos 9(t), r(t) sen I(¢));
derivando, si ottiene anche che

o' (t) = (r'(t) cos I(t) — r(t)d (t) sen VI (t), ' (t) sen I(t) + r(¢)¥ (t) cos I(t)).

5.2 Lunghezza, ascissa curvilinea e integrali curvilinei

In questa sezione vogliamo dare la definizione di lunghezza di una curva e fornire un metodo
di calcolo, almeno nel caso di curve regolari. La prima osservazione e che, dati due punti
z,y € RV, la distanza tra essi coincide con la lunghezza del segmento che li unisce, cioe

[z, 9]) = llz = yll.
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Analogamente, data una poligonale & di vertici zg,...,zx € RY, possiamo definire la
lunghezza della poligonale ponendo

k
UP) = i —zia.
=1

Infine, data una curva ¢ : [a,b] — RY, definiamo, per ogni k¥ € N, la poligonale £ con
vertici definiti da

z; = (i), ti:aJr%(b*a),Z.:O,...,k.

Definizione 5.4 (Lunghezza di una curva) Data una curva parametrizzata ¢ : [a,b] —
RN, si definisce la sua lunghezza come

(5.3) U, fa, b)) = Tim U,

Nel caso in cui ¢ : I — RY, con I intervallo generico, si procede con un metodo di esaus-
tione, nel senso che si calcola la lunghezza sugli intervalli [a,b] C I e si invade I con tali
intervalli.

Diremo che la curva ¢ ¢é rettificabile in I se ha lunghezza finita, cioe se l(p,I) < 4oo.

Osservazione 5.5 La definizione (5.3) non & in realtd molto rigorosa, in quanto bisogne-
rebbe prima di tutto dimostrare che il limite esiste, fatto non ovvio dalla definizione. E pero
facile rendersi conto che se invece di dividere U'intervallo [a,b] in k parti uguali lo si divide
in 2% parti uguali, allora la monotonia segue. Infatti, se consideriamo la partizione Py, con
vertici )
i

Qk(bfa),i:O,...,Qk,

T; = gﬁ(tz), ti =a+

si ottiene che tra i vertici della partizione f@kﬂ ci sono anche tutti quelli di &%, ma vengono
aggiunti anche i punti intermedi tra ¢; e ;41 per ogni i. La disuguaglianza triangolare

lottasn) = )l < it - o (5 [+ o (B25E) - e

Ne segue che I(@, 2;) < (¢, Pri1), da cui Desistenza del limite

(. [a,b)) = lim (¢, F).

— 400

In realta, la definizione piu naturale della lunghezza della curva passa attraverso la
nozione di estremo superiore, ponendo

U'(p,I) = sup{l(Z?) : su tutte le partizioni & inscritte nella curva},

in quanto in tal caso non si dovrebbe distinguere tra intervalli chiusi e limitati ed intervalli
generici. Inoltre, sembra intuitivo che dove la curva e rettilinea, non c’e necessita di effettuare
partizioni dell’intervallo di definizione. La continuita di ¢ implica poi che le tre definizioni
qui date coincidono, cioe

U, [a,0]) = (¢, [a,b]) = (¢, [a, ).
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Una proprietd importante della definizione della lunghezza di una curva ¢ : [a, b] — RY
e che se ¢ € (a,b), allora

l(@v [av b]) = l((p, [a’a C]) + l(@v [C, b])
In particolare, la funzione s : [a,b] — I(y, [a,b]) definita da
s(t) = (g, [a, t])

¢ una funzione monotona crescente. Tale funzione prende il nome di ascissa curvilinea,
oppure parametro o lunghezza d’arco. Per il calcolo della lunghezza di una curva abbiamo
il seguente Teorema, nel caso di curve regolari.

Proposizione 5.6 Sia ¢ : I — RY una curva regolare a tratti; allora

W, I) = /1 i’ (t)]|dt.

In particolare, per l’ascissa curvilinea si ha

PO _ e,

mentre la curva v : [0,1(p, I)] — RN definita da

e una riparametrizzazione equivalente di ¢ con

5
ds

-

DiM. Supponiamo per comodita I = [a,b] e ¢ : [a,b] — RY regolare; il caso generale si
ottiene per additivita ed invadendo un intervallo generico I con intervalli chiusi e limitati.
Dimostriamo quindi che la funzione lunghezza d’arco

s(t) = (¢, [a,1])
& derivabile con §'(t) = ||¢’(¢)||. Se consideriamo i punti ¢ e ¢ + h, & facile rendersi conto che
(5-4) It +h) — @) < s(t+h) = s(t) = U, [t + hl),
dato che ¢ e t + h definiscono una particolare partizione dell’intervallo [¢,t 4+ h]. Prendiamo
ora una poligonale generica & individuata da una partizione to, ..., ty di [t, ¢+ h]; grazie al
teorema fondamentale del calcolo integrale, otteniamo
k ti
. 7) =Y Nt~ eltin)ll =S| [ &/ (ryar
i=1 i=1 ||/ ti—1
tr t+h
= [T @ar < [ e @
t

to

k

k ti
<y / o' () dr
i=1Yti-1
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Quindi, passando all’estremo superiore su tutte le partizioni,

t+h
(5.5) st )= s(t) =l e+ W) < [ @(r)ar
t
Combinando (5.4) e (5.5), si ottiene quindi
o(t + h s(t+ h 1 [k
e s ety B TS
t

la continuita di ¢’ implica la prima parte del teorema. Per la seconda parte, quanto sopra
mostra che s : [a,b] — I(p,[a,b]) & una funzione strettamente monotona crescente, quindi
invertibile; definiamo quindi la curva ¥ : [0,1(¢p, [a,b]) — RY ponendo (1) = p(s~1(7)),
cioe ¢(t) = 1(s(t)). Le curve ¥ e ¢ sono equivalenti con riparametrizzazione data proprio
dalla lunghezza d’arco. Infine, dalla derivata della funzione composta, si ottiene

dyp dat d ') _ ¢

E( s) = E%ﬂ)( s(t)) = s'(t) |l @

g

Abbiamo anche la seguente proprieta, che ci dice che la lunghezza di una curva non
dipende dalla parametrizzazione scelta.

Proposizione 5.7 Siano ¢ : I — RN e :J — RN due curve regolari equivalenti; allora
e, 1) = 1, J).
DiM. Supponiamo per comodita 'insieme I = [a,b] ¢ J = [¢,d] e sia a : [a,b] — [¢,d] una

riparametrizzazione ammissibile; supponiamo anche o > 0, da cui si deduce che a(a) =c e
a(b) = d. Allora, tenendo conto che

d@:%<r-w<m o' ()9 (a(1),

si ottiene, mediante il cambio di variabile 7 = «(t

led) /|w nmf/’” '@wLﬂ¢@Mt

in quanto o/ > 0. [l

Osservazione 5.8 Nel caso di curva ¢ : [a,b] — R? piana cartesiana rispetto ad esempio
ad z, p(t) = (¢, f(t)) con f : [a,b] — R di classe C'([a,b]), si ottiene che la formula della
lunghezza si riduce a

(o, ]a,b]) /vl—i—f V2dt

che fornisce quindi la formula della lunghezza del grafico della funzione f
Nel caso invece di curva in coordinate polari esplicite, da (5.1) si ottiene la formula

V2
(e, [91,02]) = : g(9)% + ¢'(9)%d0,

mentre nel caso di curva in coordinate polari parametriche, da (5.2) si ricava

) = /I V' (8)2 4 ()29 (t)2dt.
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5.2.1 Integrali curvilinei

Esistono due tipi di integrali curvilinei, a seconda che si voglia integrare funzioni scalari
oppure funzioni vettoriali. Nel primo caso, daremo una definizione di integrale curvilineo che
sara indipendente dalla parametrizzazione della curva (e la dimostrazione & identica a quella
fatta per linvarianza della lunghezza di una curva per riparametrizzazioni ammissibili),
mentre nel secondo caso avremo un integrale che dipende dall’orientazione della curva e
cambiera segno se la curva viene orientata in senso opposto. Questi comportamenti si
possono interpretare da un punto di vista fisico, essendo il primo tipo di integrale legato ad
applicazioni come il calcolo di masse totali di elementi curvilinei con densita non omogenea,
mentre il secondo tipo di integrale ha applicazioni al lavoro di campi vettoriali lungo curve,
lavoro che ¢ positivo o negativo a seconda che sia il campo ad effettuare lavoro o meno.

Definizione 5.9 Si definisce integrale curvilineo di primo tipo o per funzioni scalari [’in-
tegrale definito per funzioni continue f: A — R con A C RN e curve regolari ¢ : I — RN
con o(I) C A mediante la formula

/fds:/lf(@(t))ﬂwl(t)Hdt.

Si definisce invece integrale curvilineo di secondo tipo o per funzioni vettoriali l’integrale
definito per funzioni continue F : A — RN con A C RN e curve regolari ¢ : I — RN con
o(I) C A mediante la formula

LF«H=ﬁF@@»¢@w

dove con - abbiamo indicato il prodotto scalare in RYN.

Osservazione 5.10 Si nota che l'integrale di secondo tipo puo essere ricondotto ad un
integrale di primo tipo se si considera la funzione

¢ importante osservare che tale funzione cambia segno se si riparametrizza la curva in modo
che cambi 'orientazione.

Per gli integrali curvilinei valgono proprieta analoghe a quelle che valgono per gli integrali
di funzioni reali di variabile reale; elenchiamo qui le principali proprieta, scrivendole solo
per 'integrale di primo tipo, ma notando che valgono anche per quelle di secondo tipo.
Siano f,g: A — R due funzioni continue, a,b € Re ¢ : I — A: allora

/(af+bg)ds:a/fds+b/gds;
@ @ ¢

Lfds

mentre

g/mwgﬁwwww%m



Capitolo 6

Dalla continuita alla
differenziabilita

In questo capitolo, utilizzando quanto sviluppato nel capitolo relativo alle curve, passeremo
ad uno studio piu sistematico delle funzioni di piu variabili, investigando con maggiori
dettagli la continuita per arrivare ad estendere alle funzioni di piu variabili il concetto di
derivabilita.

6.1 Sezioni e insiemi connessi

Investighiamo qui la continuita di una funzione data tramite riduzione dimensionale della
stessa; tale operazione prende il nome di sezione della funzione. Consideriamo qui funzioni
scalari; la continuta di una funzione vettoriale si ottiene sezionando le funzioni scalari che
ne definiscono le componenti.

Data una funzione f : A - R con A C RY e ¢ : I — A una curva, dalla Proposizione
4.14 si ha che la funzione di una variabile f, : I — R, f,(t) = f(¢(t)) & una funzione
continua se f & continua. La funzione f, prende anche il nome di sezione di f lungo la
curva ¢ ed ha la proprieta di ridurre la complessita di f facendola diventare funzione di
una sola variabile. Un caso particolare di sezioni si ottiene fissando un punto zg € A e
considerando la curva ¢ : I — A, ¢(t) = x¢ + te;, dove {eq,...,en} sono gli elementi della
base canonica di RY. In tal caso le sezioni fZo(t) = f(xo + te;) vengono chiamate sezioni
coordinate i—esime di f uscenti da xg.

Abbiamo quindi osservato che se una funzione ¢ continua, allora ogni sua sezione &
continua. Ci si puo chiedere se € vero il viceversa; notiamo anzitutto che per avere cio,
occorre considerare tutte le possibli curve, ma come vedremo anche questo non sara suffciente
a meno che non si richieda la connessione per archi del dominio A (vedere Definizione 6.1).

Esempio 6.1

1. Si consideri la funzione f : R? — R

zy
2 +y2 se (IL‘,y) 7& (050)
flay) =4 "

0 se (z,y) = (0,0).

63
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Si nota che la restrizione di f agli assi coordinati z = 0 e y = 0 € uguale a 0, mentre
la restrizione di f alla curva ¢(t) = tv, con v = (1,m) & data da

m

fo(t) = f(t,mt) = Tom?

e tale limite & non nullo se m # 0. Quindi la funzione non & continua.
2. L’esempio precedente puo essere modificato per mostrare che non bastano neanche le

sezioni lungo qualsiasi direzione; infatti la funzione

2
Yy
Z gz el #l

f(x,y) = .
0 se (z,y) = (0,0).

Verifichiamo la continuita in (0,0); le sezioni coordinate sono nulle, mentre le sezioni
lungo le curve ¢(t) = tv, con v = (1, m), m # %1, producono le funzioni

mt

f‘P (t) = 1— m2
e tale funzione tende a zero per t — 0. Perd, se si considera la curva ¢(t) = (¢,t +t?),
si ottiene la sezione
3+t 1
o)==~ 5 prt=0
da cui la non continuita di f.

Definizione 6.1 (Insieme connesso per archi, convesso e stellato) Un sottoinsieme
A di RN si dice connesso per archi se per ogni x,y € A esiste una curva ¢ : [a,b] — A tale
che p(a) =z e p(b) =y (diremo che p connette x e y). L’insieme si dice convesso se l’arco
in considerazione é un segmento, cioé se per ogni x,y € A, il segmento [x,y] é contenuto in
A. Infine, A si dice stellato in xg € A se per ogni x € A il segmento [xg,x] & contenuto in

A.

Osservazione 6.2 Il concetto di connessione puo anche essere dato senza 1'utilizzo delle
curve; in tal caso si ottiene una nozione topologica di connessione. Un insieme A si dice
connesso se presi due aperti A; ed As con

A:(AﬂAl)U(AﬁAQ), AlﬁAQZQ,

allora o A; = () oppure Ay = (J; ciot A & connesso se non lo si puod partizionare utilizzando
due insiemi aperti. Tuttavia, per insiemi aperti, la connessione e la connessione per archi
coincidono.

Grazie alla precedente definizione possiamo enunciare la seguente proposizione.

Proposizione 6.3 Sia f: A — R con A connesso per archi; allora f é continua in A se e
solo se la restrizione di f lungo ogni curva contenute in A & continua.

Possiamo anche ricavare il Teorema dei valori intermedi per una funzione continua in
domini connessi per archi.



6.2. DERIVABILITA E DIFFERENZIABILITA PER FUNZIONI SCALARI 65

Proposizione 6.4 Sia f : A — R una funzione continua e A un sottoinsieme di R
connesso per archi; allora, per ogni x,y € A, la funzione f assume tutti i valori compresi

tra f(z) ed f(y).

DiM. Fissiamo z,y € A e consideriamo una curva ¢ : [a,b] — A che connette x con y;
basta quindi applicare il teorema dei valori intermedi alla funzione di una variabile f,. [

Osservazione 6.5 La proposizione precedente afferma 'esistenza di un valore intermedio
su ogni curva che connette x con y; in altri termini, se ¢ & un varlore intermedio tra f(x)
e f(y), allora U'insieme di livello E. = {f = ¢} disconnette A, cio¢ A\ {f = ¢} non & piu
connesso per archi.

6.2 Derivabilita e differenziabilita per funzioni scalari

Introduciamo in questa sezione la nozione di derivabilita per funzioni di piu variabili; la
definizione che daremo dovra avere buone proprieta, come ad esempio I'indipendenza dal
sistema di riferimento scelto e il fatto che la derivabilita implichi la continuita. Un primo
tentativo ¢ quello che utilizza le sezioni della funzione f.

Definizione 6.6 Data una funzione f : A — R, ACRYN, ev € RN con ||v| = 1, definiamo
derivata di f mnel punto xo € A in direzione v la sequente quantita, qualora esista finita;

f(xo +tv) — f(xo)

lim ;
t—0 t
in tal caso si pone equivalentemente %(zo), Opf(z0) 0 Dy f(0) la derivata direzionale di f.

In particolare scriveremo g—i(aco), 0if(x0), Da, f(xo) 0 Dif(xo) nel caso di derivate nelle

direzioni coordinate e; e parleremo di derivate parziali i—esime. Si definisce infine vettore
gradiente di f il vettore le cui componenti sono le derivate parziali di f, che viene denotato
usualmente con o/ o7
Vf(xo) =Df(xo) = | =—(x0),... =—— (= .
Fan) = Dian) = (e (e
Osservazione 6.7 Nel caso N = 2 e N = 3 si conviene anche usare le variabili (x,y) e
(x,y, z) rispettivamente, in tal caso si indica equivalentemente %, 0. f, g—i, Oyf e %, 0.f.

La nozione appena introdotta non implica pero in generale la continuita della funzione
f, come & facile convincersi col seguente esempio.

Esempio 6.2 Sia f : R? — R la funzione definita da

1 se0<y<a?
0 altrimenti.

f(w,y)={

Un calcolo diretto mostra che tutte le derivate direzionali esistono e sono uguali a 0, ma la
funzione ¢ chiaramente non continua.

E quindi facile intuire che serve un’altra nozione di derivata, che tra ’altro non dipenda
dal sistema di riferimento scelto (che non necessiti, nella definizione, il dover fissare un
sistema di riferimento).
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Definizione 6.8 (Differenziale) Data una funzione f: A — R, diremo che f ¢ differen-
ziabile nel punto xo € A se esiste un’applicazione lineare L : RN — R tale che

(6.1) iy £@) = f(wo) — Lz — o)

= o — ol

=0.

Il differenziale di f in xo viene anche denotato con df (zo) o con dy,f.

Nella seguente proposizione sono riassunte le principali proprieta delle funzioni differen-
zibili.
Proposizione 6.9 Sia f: A — R, A C RY una funzione differenziabile in xq € A. Allora:

1. f ¢ continua in xq;

2. esistono tutte le derivate direzionali in xy e la deriwata direzionale ha dipendenza
lineare rispetto alla direzione;

8. il differenziale di f coincide con il gradiente di f in xq;
4. il differenziale € unico.

DiM. Per la continuita di f, basta riscrivere la condizione (6.1) in termini di o come
segue;
f(x) = f(zo) + Lz — w0) + o([|lz — wol]),

da cui segue immediatamente che

lim f(z) = f(xo).

T—xT(
Per il punto 2., dimostriamo che la derivata direzionale esiste per ogni v € RY, |jv]| =1 e
vale %(mo) = L(v); infatti, dalla linearita di L si ottiene

lim f(@o +tv) — f(xo) L(v) = lim f(@o +tv) — f(xo) — L(tv)
t—0 t t—0 t

=0,

che era quanto si voleva dimostrare. In particolare, per la derivata parziale i—esima si ottiene
of
axi

e quindi, in quanto l'applicazione lineare L & univocamente determinata dai valori assunti
sugli elementi di una base, L & univocamente determinato dal vettore

f('ro):L(ei)v V’L-Zl,...,N,

of of
L ..., L = .. =V .
(L(e1), -, L(en)) (8z1 (o), -, Don (900)) f (o)
Questo argomento mostra in particolare 'unicita del differenziale. O

Abbiamo quindi che la differenziabilita implica ’eistenza di tutte le derivate direzionali
nel punto in considerazione, ma, come abbiamo visto, I'esistenza di tutte le derivate di-
rezionali nel punto non implica la differenziabilita. Il seguente Teorema fornisce tuttavia il
metodo che usualmente si utilizza per dimostrare la differenziabilita; esso ci garantisce la
differenziabilita se le derivate parziali esistono non solo nel punto in considerazione, ma in
un intorno del punto e sono ivi continue. Diremo quindi che f : A — R & di classe C! in
un intorno del punto zo € A se esiste un r > 0 tale che f € C'(B,(x0)), ciod se esistono le
derivate parziali di f in B, (z¢) ed in tale insieme sono funzioni continue. Diremo infine che
fediclasse Clin A (f € C*(A)) se f & di classe C* nell’intorno di ogni punto di A.
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Teorema 6.10 (Differenziale totale) Sia f : A — R una funzine di classe C' in un
intorno del punto xg € A; allora f ¢é differenziabile in xq.

DiM. Per quanto é stato detto in precedenza, la differenziabilita in xg va verificata con
L = Vf(xg). Per semplicitd di notazione, supponiamo N = 2 ed indichiamo con (zq, 3o)
il punto in cui vogliamo verificare la differenziabilitd e con (z,y) un punto generico. Dire
che f & di classe C! in un intorno di (g, yo) significa che le funzioni % e g—g esitono e sono
continue; possiamo quindi applicare gli sviluppi di Taylor per la funzione y — f(x,y) per
ricavare che

F(ey) = fla,yo) + a—i(z,m(y ~ y0) + oy — 0)

ed analogamente, la continuita di = — x,Yo) per scrivere

g—z(%yo) = g—z(ﬂﬁoayo) +o(1).

0
9
ol

Analogamente, applicando la formula di Taylor approssimata al primo ordine alla funzione
x +— f(x,yo) si ottiene che

£, 0) = F(@0,30) + 92 (20,0) + o — z0).

Questi conti mostrano che

f(x,y) — f(@o,y0) — VF (%o, 90) - (z — w0,y —yo) _ ol —x0) + 0y — yo)'

Iz — zo,y — o)l [(z =20,y —yo)ll

Notiamo che, ad esempio:

o(x — xo) _ o(x — xo) _ |z — o] o(x — xo)
I@ =20,y =90l /(@ =20+ (y—20)® V(@20 +(y—30)° |z =0l
S0(30 - xo),
|z — o]
da cui si deduce la differenziabilita di f in (o, yo)- O

Vediamo ora alcune conseguenze della differenziabilita di una funzione; iniziamo con la
seguente proposizione.

Proposizione 6.11 Sia f : A — R una funzione di classe C*(A) e sia ¢ : I — A una
curva regolare; allora la funzione composta g = fop: I — R é derivabile e vale la sequente
formula di derivazione della funzione composta

g'(t) = Vi(p)) - ¢'(t).

Dim. Come per il teorema del differenziale totale, supponiamo N = 2 e scriviamo

flpr(+h), ot + 1)) =f(@1(t), p2(t)) + %(sﬁl(t% P2 () (pr(t + h) — @1 (t)+

of
+ a_y(‘“(t)’ p2(t)) (w2 (t + h) — p2(t)) + (@1 (t + h) — @1 (t))+
+ o(p2(t + h) — @2(t)).
L’asserto segue quindi dal rapporto incrementale per la funzione g e passando al limite per
h — 0. O
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Teorema 6.12 Sia f : A — R una funzione di classe C*(A) e A insieme connesso per
archi; se Vf(x) =0 per ogni x € A, allora f é costante in A.

DiMm. Basta dimostrare che per ogni z,y € A, f(z) = f(y). Consideriamo quindi un
arco ¢ : [a,b] — A che connette x con y e la funzione g(t) = f(¢(t)); g(t) & derivabile e vale

g'(t) =Vflp)-¢'(t) =0
da cui g costante e quindi f(x) = f(y). .

Ricaviamo ora I’equazione dello spazio tangente al grafico di una funzione differenziabile;
ricordiamo che il grafico di una funzione f : A — R & dato dal luogo di punti

G(f) = {(z, f(x)) :z € A} C Ax R

e quindi in generale il grafico di una funzione & un sottoinsieme di RV*1. Se consideriamo
una sezione coordinata f;(t) = f(zg + te;), lequazione della retta tangente al grafico di f;
nel punto t = 0 e data da

ri(t) = f(xo) +t£i(0) = f(xo) + tggcf.

(z0)-

Lo spazio tangente al grafico di f passante per il punto (zg, f(zg)) sard quindi descritto
dall’equazione
TIN41 =0T+, aeRY beR,;

imponendo la condizione che tutte le rette r; siano contenute in tale spazio, si ottiene
I’equazione

TN+1 = f($0) + Vf(l'o) . ($ — .To).

Nel caso N = 2 si ottiene ’equazione di un piano nello spazio, chiamato piano tangente al
grafico della funzione in (xg, f(xo)). Il versore

(*Vf(xo), 1)
VIV (@o)l?

¢ il versore perpendicolare allo spazio tangente, scelto in modo da avere componente positiva
lungo l'asse verticale zy 1.

Vediamo ora quale relazione esiste tra il gradiente di una funzione e il suo insieme di
livello. Anzitutto, ha senso chiedersi se I'insieme di livello, nel caso N = 2, sia una curva o
meno; questo segue, almeno localmente, se si richiede V f # 0 sull’insieme stesso.

Abbiamo il seguente teorema.

v(wo) =

Teorema 6.13 (Del Dini o della funzione implicita) Sia f: A — R con A C R? una
funzione di classe C*(A) e (zo,v0) € E. = {f = ¢} con ¢ € R; se Vf(xo,y0) # 0, esiste
e > 0 tale che E. N B:(xz9) € una curva cartesiana regolare.

DiM. Notiamo anzitutto che, eventualmente sostituendo f con g = f — ¢, possiamo
supporre senza ledere in generalitd che ¢ = 0. Supponiamo si abbia g—i(xo,yo) > 0; la
continuita di g—i implica D'esistenza di dy > 0 tale che g—i(ac,y) > 0 per ogni (z,y) €
By, (xo,y0) La funzione y — f(xo,y) € strettamente monotona crescente in un intorno di yqg
e nulla per y = yo. Indichiamo con d; > 0, §; < dp/2, un numero positivo in modo tale che
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f (o, -) sia monotona in (yg—d1,yo—+01). Dalla continuita di f e dal fatto che f(xo,yo—01) <
0, f(zo,y0 + 01) > 0, deduciamo esistenza di un 3 > 0, d2 < Jp/2, tale che per per ogni
x € (xg—02, x9+02) valga ancora f(x,y0—0d1) < 0e f(x,yo+01). Per come sono stati scelti i
parametri, abbiamo che per ogni © € (29— 2, 20+ d2) la funzione y — f(x,y) & strettamente
monotona crescente, strettamente negativa per y = yo — 01 e strettamente positiva per
y = yo + 1. Quindi, esiste un unico punto y = h(z) tale che f(x,h(x)) = 0 (si veda Figura
6.1). Abbiamo cosi definito la funzione h : (xo — d2, 20 + d2) — (yo — d1, Y0 + 1), che prende

Figura 6.1: Costruzione della funzione implicita.

il nome di funzione implicita, che parametrizza E. N (xg — 02, o + d2) X (yo — 91, Yo + 01).
Tale funzione ¢ continua e derivabile; dalla relazione 0 = f(x, h(x)), se ne deduce che

d of of /
0= 5o/ (@ h(@) = 5@ h@) + 5 (@ h@)H (2),

cioe la formula

g

Osservazione 6.14 Il Teorema 6.13 resta valido anche per dimensione arbitraria ed & noto
semplicemente come Teorema della funzione implicita. La funzione implicita definisce una
ipersuperficie cartesiana regolare, che nel caso N = 3 ¢ una superficie cartesiana regolare.
La nozione di superficie parametrizzata e superficie cartesiana puo essere data in modo da
mimare la definizione data per le curve, ma il loro studio va oltre gli obiettivi di questo corso.

Si puo inoltre vedere che, nel caso di dimensione N generica, se %(xo) # 0, l'insieme di
livello & localmente attorno ad xg il grafico xy = h(z1,...,2n—1) e per le derivate di h si
ha
of
oh 52 ()
6.2 Tl IN_1) = — 2t , =1,...,xn_
( ) axz( 1 N 1) ﬂ(x) N—-1
oxr N

In particolare, se siamo in un punto zy € F., avremo che localmente F, ¢ dato dal grafico
di h; se scriviamo zo = (2}, zo,n), 7 € RV! come abbiamo visto, il piano tangente al
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grafico di h nel punto z{, & individuato dal versore normale
(- Vh(a).1)
—Vh(z)),
VIHIVAEIP ’

: . V f(z0)
che grazie a (6.2), a meno del segno, coincide con NAIEDIE

Tramite il Teorema della funzione implicita si puo dedurre la seguente relazione tra gli
insiemi di livello e il gradiente.

Proposizione 6.15 Sia f : A — R una funzione di classe C*(A) e sia z9 € E.., c € R con
Vi(zo) #0. Allora V f(xg) & ortogonale ad E. in xg, cioé per ogni curva ¢ : (—¢,e) — E.
con (0) = xo st ha che

V(o) ¢'(0) = 0.

Dim. Grazie al Teorema della funzione implicita, esistono un ¢ > 0 ed una curva
regolare ¢ : (—e,e) — E. con ¢(0) = zy. Siccome tale curva & contenuta in F. si ha che
c= f(e(t)) = g(t) per ogni t € (—¢,¢), quindi ¢'(t) = 0 ed in particolare:

V f(xo) - ¢'(0) = 0,

e quindi, dato che V f(zg) # 0 e ¢ & regolare, ne segue che ¢’(0) e V f(zg) sono ortogonali,
che era quanto volevamo dimostrare. [l

6.3 Differenziabilita per funzioni vettoriali

Estendiamo qui il concetto di differenziabilita alle funzioni vettoriali.

Definizione 6.16 (Differenziabilita per funzioni vettoriali) Data una funzione F :
A= RM con A CRYN exy € A, diremo che F ¢ differenziabile in xq se esiste un’applicazione
lineare L : RN — RM tale che

(6.3) lim F(x) — F(xo) — L(x — x0)

a—o [l = o

=0.

In tal caso chiameremo L differenziale di F in xo e lo denoteremo con dF (xg) o dy,F.

Decomponendo la funzione F nelle sue componenti F'(z) = (Fy(x), ..., Fa(z)), possiamo
riscrivere la (6.3) in modo equivalente richiedendo che

=0 [l — o

=0, Vi=1,...,M,

dove con L; indichiamo la i—esima riga della matrice che rappresenta ’applicazione lineare
L. Quindi, richiedere la differenziabilita di F' equivale a richiedere la differenziabilita delle
sue componenti. Se ne deduce che il differenziale L di F' & dato dalla matrice M x N

V Fi (20) Ft@o) .. Fit(zo)
Vi (z0) Ot () ... DL (gy)

che prende il nome di Matrice Jacobiana. Possiamo enunciare il seguente risultato.
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Proposizione 6.17 Siano F: A — B, A C RN, B C RM™ una funzione differenziabile in
e G : B — R una funzione differenziabile in F(xo); allora la funzione H = GoF : A — RK
e differenziabile in xo e si ha

DH(zo) = JH(x9) = D(G o F)(x¢) = DG(F(x0)) - DF(x0)
dove nell’ultimo passaggio col simbolo - si intende il prodotto matriciale righe per colonne.

Chiudiamo la sezione enunciando la versione vettoriale del Teorema del Dini.

Teorema 6.18 (Teorema della funzione implicita) Sia F : E — RM E c RV x RM
e sia (z0,90) € E un punto tale che F(z0,y0) = 0; se F' & di classe C* in un intorno del
punto (zo,yo) € DyF(z0,y0) (matrice M x M Jacobiana di F ottenuta facendo le derivate
solo rispetto alle ultime M wvariabili), allora esiste un intorno aperto U di xg e V di yy e
una funzione H : U — V di classe CY(U) tale che F(x, H(z)) = 0. Lo Jacobiano di H ¢
dato dalla formula

DH(x) = —DyF(z, H(x))™' - D,F(x, H(z)).

6.3.1 Cambiamenti di coordinate: polari, cilindriche e sferiche

Concludiamo questo capitolo con alcuni richiami sul cambiamento di coordinate, presentan-
do i principali e pitt importanti esempi.

Definizione 6.19 Una funzione F : A — B con A, B C RY si definisce cambio di variabili
o di coordinate se:

1. F ¢ iniettiva;
2. F e suriettiva;

3. detDF(z) # 0 per ogni x € A.

Coordinate polari nel piano Definiamo la funzione F : (0, +0c0) x [0, 27) — R?\ {(0,0)}
tramite F(o,9) = (0cos?, gsendd). Tale funzione consiste nel cambio di variabili

r = pcosv
y = psend.

Avendo scelto g > 0, si nota subito che la funzione F' ¢ iniettiva e suriettiva (ammettendo
il caso ¢ = 0 si avrebbe mancanza di iniettivita). Inoltre,

DF(o,9) = < cos?? —opsent )

sentt  pcos

da cui si deduce che detDF(p,9) = o # 0, e quindi F soddisfa tutti i requisiti di un
cambiamento di variabili.
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Coordinate cilindriche nello spazio Sia F' : (0, +00) x [0,27) x R — R3\ ({(0,0)} x R)
definita tramite F'(o,9,t) = (ocosd, psen,t) che corrisponde al cambio di coordinate

r = pcostv
y = osentd
z =1.

Tale funzione ¢ iniettiva e suriettiva, mentre

cos’? —osent 0
DF(p,9,t) = | send pcosd 0
0 0 1

da cui detDF(p,9,t) = o # 0.

Coordinate sferiche nello spazio Sia F : (0, +o0) x [0,27) x (0, 7) — R3\ ({(0,0)} x R)
definita da F(o,9,¢) = (0cos?sen, psent¥sen p, pcosy) che corrisponde al cambio di

coordinate
T = pcostseny

y = osenvseny
Z = 0cosp.

Tale funzione ¢ iniettiva e suriettiva, mentre

costtseny —psendseny @cosvcosp
DF(o,9,p) = | sentdsenyp pcostseny osendcosp
cos ¢ 0 —osenyp

da cui detDF(p,9,t) = —p*sen ¢ # 0.

Osservazione 6.20 Abbiamo presentato qui gli esempi pitt comuni di cambiamento di co-
ordinate; tutte le funzioni che soddisfano le ipotesi delle Definizione 6.19 possono essere
considerate cambiamento di coordinate. Cosi ad esempio, se A = {(z,y) € R? : 2,y > 0},
la funzione F : A — A F(x,y) = (zy,x/y) definisce un cambio di variabili.



Capitolo 7

Integrali multipli

In questo capitolo ci occupiamo della definizione degli integrali multipli, cioe della teo-
ria dell’integrazione per funzioni di piu variabili. Considereremo solo funzioni scalari, in
quanto l'integrale per funzioni vettoriali sara semplicemente dato dall’integrale delle sue
componenti.

L’integrazione per funzioni di piu variabili presenta maggiori complicazioni dell’inte-
grazione in una variabile; una teoria soddisfacente venne sviluppata solo negli anni ’40 del
secolo scorso da Lebesgue, teoria che passa per una trattazione sistematica della teoria della
misura. Non ci occuperemo qui di tale teoria, ma presenteremo solo l'integrazione secon-
do Riemann, in quanto ci interessera integrare funzioni continue su insiemi con qualche
regolarita.

7.1 Integrale di Riemann
Sia f: A — R, A C RY una funzione continua e consideriamo un parallelepipedo I C A

del tipo I = [a1,b1] X ... X [an,bn]. Consideriamo una partizione &2 di I in parallelipedi
Iil,---7iN e Z, ’ij =0,..., kij del tipo

1 1 N N
Ly = e e o 2Ly )]
con (zg))% —o,...,k; suddivisione dellintervallo [aj,b;], j = 1,...,N; tale parallelipedo ha
misura data da ) ) N N
Tipin] = () =) - () —200).

Chiameremo inoltre diametro della partizione & la quantita
diam(Z) = max{|x§ - 13(],)1 cj=1,...,Nyi=1,...k}.
Definiamo quindi la somma integrale di f relativa a tale partizione come

Z Zf (@ i

Zl— ’LN—l

La continuita di f implica 'esistenza del seguente limite

diarr}%%})ﬁo S 2) = /If(x)dx

73
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che chiameremo integrale di Riemann di f sul parallelepipedo I.

Se abbiamo due parallelepipedi I, J C A con parte interna di I N J vuota (con questo
ammettiamo che i due parallelepipedi siano adiacenti, ma la loro intersezione avviene solo
lungo le superfici laterali), allora l'integrale di f su I U J & definito tramite

e = /1 f(x)dz + /J f(x)da.

Analogamente, se P ¢ un plurirettangolo, cioe P = I, U...U I con I; C A parallelepipedi
con parte interna di I; N I; vuota per ¢ # j, allora l'integrale di f su P & definito tramite

/P Fa)de = zi; /1 ey

La misura del plurirettangolo P ¢ inoltre data da

k

1Pl =" 1l.

=1
Si usano i plurirettangoli per piastrellare generici insiemi £ C A; diamo le seguenti defini-
zioni.

Definizione 7.1 (Insieme misurabile secondo Peano-Jordan) Un insieme compatto

E c RY si dice misurabile secondo Peano-Jordan se esiste una successione di plurirettangoli
(Pr)nen invadente, cioé tali che P, C Ppy1 e E = J,c Pr. Si pone in tal caso

1 E|= lim |P,].
(7.1) |E| =, lim |Ph]

Un insieme generico E C RN si dice infine misurabile secondo Peano-Jordan se esiste una
successione di insiemi compatti misurabili (Ep)pen invadenti, cioé Ep C FEpi1 tali che
E= UheN FEy; in tal caso si pone

2 E|= lim |Eyl.
(7:2) B =, lim |E|

Osservazione 7.2 Si pud dimostrare che la definizione di misura data da (7.1) e (7.2)
non dipende dall’insieme invadente. Non tutti gli insiemi compatti sono misurabili secondo
Peano-Jordan, ma si puo vedere che condizione necessaria e sufficiente ¢ che la misura di
OF sia nulla. Una tale condizione ¢ ad esempio soddisfatta se OF ¢ regolare, o regolare a
tratti.

Definizione 7.3 (Integrale di Riemann su insiemi misurabili) Sia f : A — R una
funzione continua; se E C A é un insieme compatto Peano—Jordan misurabile, allora si
definisce l'integrale di Riemann di f su E come

[t = [ s

dove (Pp)nen € una successione di plurirettangoli invadenti E. Se E C A é un generico
insieme Peano—Jordan misurabile, diremo che f é integrabile in senso generalizzato su E se
esiste M > 0 tale che per ogni successione (Ep)pen invadente E vale

/ f(@)|dx < M;
Ep
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in tal caso si pone

/Ef(:c)dx = hEIJIrlOO . f(x)dx.

Osservazione 7.4 Sipuo dimostrare che le definizioni date non dipendono dalle particolari
successioni invadenti considerate; inoltre, si puo estendere in maniera ovvia le definizioni
date alle funzioni continue a tratti su A.

Notiamo infine che se f(z) = 1, allora l'integrale di f su E determina la misura di E

/Ef(x)dm:/Edm:|E|;

nel caso N = 2, invece di misura di F si parla solitamente di area di F e la si denota con
A(FE) o Area(FE), mentre per N = 3 si parla solitamente di volume di E, denotato con V(E)
o Vol(E).

L’integrale di Riemann gode delle consuete proprieta dell’integrale di una variabile, e
piu precisamente:

1. se f,g: A — R sono continue, F & misurabile e f e g sono integrabili su F, allora, per
ogni a,b € R, af + bg & integrabile su E e vale

[ tert@) +byeNde =a [ fdo b [ glopis
E E E
2. se f,g: A — R sono continue, F ¢ misurabile, f e g integrabilisu F e f < g su E,

allora
/E f(a)dz < /E g(w)da;

3. se f: A— R e continua, E & misurabile e f integrabile su F, allora

/E F(x)dz

4. se f: A — R & continua, Fy, Fs sono misurabili e f integrabile su E; U Es, allora f &
integrabile su F e su Fsy separatamente e vale

< / |F(@)ldz < |E| sup | £ (2)];
E x€eR

/ f(z)dz + / f(z)dx = f(z)dx + f(z)dz.
E1UE; E1NE; By Es

In particolare, se E1 N Es ha parte interna vuota, allora

/ fle)de = [ f(x)de+ [ f(z)d.
FE1UE> E; Eo

7.2 Insiemi normali e calcolo degli integrali multipli

Nella sezione precedente abbiamo dato la definizione di integrale multiplo mentre nella
presente sezione ci occupiamo del calcolo degli integrali multipli. Presentiamo qui metodi per
il calcolo di integrali doppi e tripli che corrispondono ai casi N = 2 ed N = 3 rispettivamente;
tali metodi potranno estendersi ad integrali multipli generici mediante un processo induttivo.
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7.2.1 Integrali doppi

Diamo la seguente definizione.

Definizione 7.5 (Insiemi normali) Un insieme compatto E C R? si dice normale rispet-
to all’asse x se e del tipo

(7.3) E={(z,y):z € [a,b],a(x) <y < [B(x)}

con a, 3 : [a,b] — R funzioni continue con a(x) < B(x) per ogni x € [a,b]. Si definisce in
modo analogo un insieme normale rispetto all’asse y, mentre diremo genericamente che E
e un insieme normale se é normale rispetto ad uno dei due assi.

Per insiemi normali abbiamo il seguente metodo di calcolo degli integrali doppi, di cui
non daremo la dimostrazione.

Teorema 7.6 Sia E C R? un insieme normale rispetto all’asse x come in (7.3); se f :
E — R é continua ed E ¢ misurabile, allora

(7.4) [ repdody = [ b ( / f()) f<x,y>dy> dr.

Osservazione 7.7 La formula (7.4) la scriveremo anche, per comodita, nei seguenti modi

B(=)
/fzydxdy*/dx/ zydy*// fx,y)dydz.
a(x)

Nel caso di f =1, 'area di E diventa

Area(E) = /E dady — / ’ /a Z)) dyda — / " (8(@) — ala)) de

che e l'area della regione del piano compresa tra i due grafici di « e S.

Una formula analoga vale anche nel caso di insieme normale rispetto all’asse y; puo
accadere che un insieme sia normale rispetto ad entrambi gli assi, ma anche che non sia
normale rispetto a nessuno dei due assi. Nel primo caso si hanno due modi per calcolare
Iintegrale e la scelta puo dipendere semplicemente dalla facilita dei calcoli. Nel secondo
caso, generalmente decompone l'insieme in insiemi normali su cui si sa fare i conti, oppure
effettua un cambio di coordinate, come vedremo nella Sezione 7.3.

7.2.2 Integrali tripli

Diamo le seguenti definizioni.

Definizione 7.8 (Insiemi normali ed insiemi stratificati) Un insieme compatto E C
R3 si dice normale rispetto al piano xy se & del tipo

(75) E:{(x,y,z): ($,y) 6D,¢(m,y) §Z§¢($ay)}

con D insieme normale di R?, ¢,v) : D — R funzioni continue con ¢(z,y) < (z,y) per
ogni (x,y) € D. Si definisce in modo analogo un insieme normale rispetto ai piano yz e xz,
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mentre diremo genericamente che E ¢ un insieme normale se é normale rispetto ad uno dei
due assi.

Diremo infine che un insieme compatto E C R® eé stratificato in direzione z se ¢é del
tipo

(7.6) E={(z,y,2): 2z € [a,}], (x,y) € D.}

con D, insieme normale del piano. Definizioni analoghe si hanno per insieme stratificato in
direzione x ed y, mentre diremo genericamente che E ¢é stratificato se lo & rispetto ad una
delle tre direzioni x, y o z.

Per insiemi normali e stratificati abbiamo i seguenti metodi di calcolo degli integrali
tripli, di cui non daremo la dimostrazione.

Teorema 7.9 Sia E C R? un insieme normale rispetto al piano xy come in (7.5); se
f:E — R ¢ continua ed E & misurabile, allora

(z,y)

¥(2,y)
(7.7) / flx,y, 2)dzdydz :/ </ f(z,y,z)dz) dzxdy, (integrazione per “fili”);
E D ]

se invece E ¢ stratificato in direzione z come in (7.6), allora

b
(7.8) / f(z,y, 2z)dxdydz :/ (/ f(x,y,z)dzdy) dz (integrazione per “strati”).
E a D.

Osservazione 7.10 La formula di integrazione per fili (7.7) la scriveremo anche, per co-
modita, nei seguenti modi

w(ny) w(ﬂmy)
/f T,Y, 2 dxdydzf/ dzdy/ (x,y, 2 dZ*// (z,y, z)dzdzdy,

mentre per I'integrazione per strati (7.8) la scriveremo anche

/f:ry, dxdydzf/dz/ flz,y, 2 dzdy*// f(z,y, 2)dxdy dz.

Nel caso di f =1, se F & normale, il volume di E diventa

Y(z,y)
Vol(E)/Edzdydz/D/qﬁ dzdyd:z::/D(w(z,y)—d)(:c,y))dxdy

(z,y)

che ¢ il volume della regione dello spazio compresa tra i due grafici di ¢ e ¥; se E & stratificato,
allora il suo volume diventa

Vol(E) = /b Area(D,)dz.

Si osservi infine che se E & normale rispetto al piano zy con ¢ = 0, allora il suo volume
diventa

Vol(E / U(x,y)dzdy,

che descrive quindi l'integrale doppio di una funzione come il volume del suo sottografico.
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7.3 Cambiamenti di coordinate negli integrali multipli

Abbiamo gia dato nella Sezione 6.3.1 la definizione di cambiamento di coordinate; vediamo
qui come si comportano gli integrali multipli quando si cambiano variabili. Tale formu-
la generalizza alle piu variabili I'integrazione per sostituzione vista negli integrali di una
variabile.

Nella formula di cambiamento di coordinate abbiamo bisogno della nozione di regolarita
per un insieme; diremo che E C RY & regolare se unione finita di insiemi normali di classe
C', cioe le funzioni che compaiono nella definizione di insieme normale sono di classe C*.

Teorema 7.11 (Cambiamento di variabili negli integrali multipli) Siano E ed E’
sottoinsiemi compatti regolari di RN e sia F : E — E' un cambiamento di variabili secondo
la definizione 6.19. Se f : E — R é continua, allora

| t@enP@lde = [ 1w

DiM. Per semplicita di notazione, supponiamo N = 2; supponiamo in piu che F sia un
rettangolo [a, b] X [¢, d], il caso generale seguendo da un procedimento di esaustione tramite

plurirettangoli. Definiamo la funzione f : B/ — R, f(u,v) = f(F~(u,v)) in modo si
abbia f(z,y) = f(F(z,y)). Consideriamo quindi una somma integrale individuato dalla
partizione &2 determinata dalle suddivisionia < zp < ... <zp < b, c<yo < ... <y <d.
Il rettangolo I;; = [xi—1, x;] X [yj—1,y;] viene mandato tramite F' nell'insieme F'(I;;) la cui

area ¢ data da
Area(F(Ii;)) = Area(Di;) + o((#; — xi—1)(y; — yj-1))
con D;; quadrilatero di vertici F(z;—1,yj-1), F(xs,yj-1), F(zi,y;) e F(x;,y;—1). Ricordia-

F

_—

F(E)

E - H-A

I F(

Figura 7.1: Deformazione di E tramite F'.

mo la formula che fornisce I'area di un triangolo 7" di vertici A = (x4,y4), B = (zB,y5) €
C = (zc,yc):
1 TA T TC
Area(T) = B det | ya vyB Yc
1 1 1
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Da tale formula e tramile ’apporssimazione di Taylor al primo ordine, si ricava che

1 Fi(zi—1,yj-1) Fi(zi,yj—1) Fi(zi,yg)
Area(D;;) =3 det [ Fo(wi—1,yj—1) Folxi,yi—1) Falxi,y,) +
1 1 1

Fi(zi—1,yj-1) Fi(zi-1,y5)  Fi(ze,yg)
+ |det | Fa(wiz1,yi-1) Folwiz1,yj) Falzs,yg)
1 1 1

=|detDF (z;,y;)| + o(x; — xi—i) + o(y; — yj—1)-

Si ottiene quindi che

f(F(@i,y;))Areal(F (1i;)) =f (i, y;)|[det DF (z;, y;) (i — zi-1)(y; — yj-1)+
+o((xi — xi—i)(yj — yj—1))-

Sommando su i e j e passando al limite a zero del diametro della partizione, il Teorema
segue. [

Come abbiamo gia detto nella Sezione 6.3.1, i cambiamenti di variabili che si incontrano
pitt comunemente sono le coordinate polari nel piano e quelle cilindriche e sferiche nello
spazio.

Esempio 7.1 Supponiamo di voler calcolare

/ rdzxdy
E

con E = {(z,y) : 2% + y?> — 22 < 0}. Passando alle coordinate polari, considerando cioe la
funzione

F(o0,9) = (ocos ¥, psend),

avremo che B’ = F~1(E) sard dato dall'insieme (basta sostituire  ed y con gcos e gsen
nella definizione di E)

E' ={(0,9): —m/2 <9 <7/2,0 < p < 2cosd}.

Tenendo presente che DF (g, ) = p, si ricava

/2 2 cos ¥
/ xdzxdy :/ o cosVododl) = / d19/ 0? cos Vdp
E 4 —m/2 0

8 71'/2
== / cos* 9d9 = 7.
3 —7/2

7.4 Applicazioni

Diamo ora in questa sezione alcuni esempi di applicazioni della teoria dell’integrazione. In
particolare vediamo come calcolare il volume dei solidi di rotazione e come si definiscono e
calcolano i baricentri e i momenti d’inerzia.
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7.4.1 Solidi di rotazione

Un solido di rotazione si ottiene ad esempio partendo da una funzione non negativa f :
[a,b] — R, f > 0, ruotando il sottografico rispetto all’asse x. Il solido di rotazione con
generatrice f ¢ quindi definito da

E={(zy,2):x € [a,b],y> +2° < f*(a)}.
Il volume di tale solido e dato da
b
Vol(E) = 7r/ f(z)dx (Formula di Pappo).
Tale formula si puo ricavare sia notando che E & stratificato in direzione z, sia utilizzando le

coordinate cilindriche. Nel primo caso la stratificazione ¢ data dagli insiemi £, = B #(a)(0),
e quindi

b b b
Vol(E) :/ dxdydz :/ dx/ dydz :/ Area(E,)dx = 7T/ f2(z)dx.
E a E,. a a

Nel secondo caso si pongono

r=1
y = osent
z = pcosv

con t € [a,b], ¥ € [0,27] e o € [0, f(t)]; quindi

b 27 f(z) b
Vol(E) = /Edmdydz = /E’ ododVdt :/ d?f/O dﬁ/o odo = 7T/ f2(z)dz.

7.4.2 Baricentri e momenti d’inerzia

Data una funzione f : E — R, si definisce il suo baricentro come il punto T determinato da

_*; xf(x)dx
szf(x)dx/E f(@)d,

cioe il punto di coordinate

_ 1

L’interpretazione fisica si ha quando si pensa che E sia un corpo non omogeneo con dis-
tribuzione del peso descritta da f (che va in questo caso pensata come densita della massa

di F). Allora
/ f(z)dx
E

rappresenta la massa totale del corpo F e il punto trovato T e il baricentro di E. Nel caso
particolare di corpo omogeneo con densita di massa f(z) = ¢, si ottiene

),
T=— [ xdx,
E| J
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che per N = 2 definisce il punto

_ 1 1
(@) = <Area(E) /Exdxdy, Area(E) /Eydxdy,) ’

mentre per N = 3 il punto

1 1 1
T.7.%) = dadydz, —— | ydadydz, ——— | zdadydz, ) .
(@.7.2) <V01(E) /Ez T Nol(B) /Ey T Nol(B) /EZ Ty Z)

Definiamo infine momento di inerzia di f relativo ad una retta r la quantita

IT:/Edist(z,r)Qf(z)dz,

con dist(x,r) distanza del punto x dalla retta r. In particolare, se  sono gli assi cartesiani,
cioe dalle rette r(t) = te;, si definiscono i momenti di inerzia

2
I; :/ x; f(x)dx.
E
I momenti di inerzia, se E € un corpo di densita di massa f, rappresentano 'inerzia che ha
FE nella rotazione attorno all’asse r. La definizione di momento d’inerzia si puo anche dare

per insiemi F di dimensione piltl bassa; in particolare, se E ¢ una superficie (una lamina) o
una curva (un’asticella), si definiscono i momenti di inerizia rispetto alla retta r come

ITE:/dist(ac,r)QdE(x), If:/ dist(x, r)*ds(z),
E E

dove con d¥. e ds si intendono rispettivamente ’elemento di superficie e di linea.
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Capitolo 8

Estremi e punti stazionari

In questo ultimo capitolo ci occupiamo di problemi di massimo e minimo per funzioni di
pil variabili; in particolare, vedremo come determinare tali punti, detti anche estremi (as-
soluti e locali), mediante l'individuazione dei punti stazionari della funzione, sia liberi che
vincolati. Chiuderemo infine il capitolo con un problema leggermente diverso; quello della
classificazione dei punti stazionari liberi mediante 1'uso delle forme quadratiche.

8.1 Massimi e minimi

Richiamiamo anzitutto alcune definizioni; data una funzione f : E — R, E C RY arbitrario
ed f arbitraria, diremo che xp € E ¢ un punto di minimo assoluto (rispettivamente punto
di massimo assoluto) su E, o semplicemente minimo (risp. massimo) su E, se f(xo) < f(x)
(risp. f(xo) > f(x)) per ogni x € E. Tale punto verra inoltre detto minimo stretto (risp.
massimo stretto) su E se f(xg) < f(z) (risp. f(xo) > f(x)) per ogni z € E. Diremo
poi che 2o € E & punto di minimo locale (risp. massimo locale) su E se esiste r > 0 tale
che f(zo) < f(x) (risp. f(xo) > f(x)) per ogni x € E N By(x0); la definizione di minimo
locale e massimo locale stretto ¢ data in modo ovvio. Un punto di massimo o minimo
(assoluto o locale) viene anche detto estremo (assoluto o locale). Infine, il valore f(z) si
dira rispettivamente valore minimo o valore massimo. Si dira poi che f ammette minimo su
E (risp. ammette massimo) se esiste almeno un punto di minimo (risp. massimo) assoluto
su I,

L’esitenza di minimi e massimi assoluti ¢ garantita dalla continuita di f combinata con
la compattezza di F; abbiamo cioe il seguente.

Teorema 8.1 (Teorema di Weierstrass) Sia f : E — R una funzione continua con
E c RY insieme compatto; la funzione f ammette allora minimo e massimo su E.

La dimostrazione di tale Teorema si basa sul seguente.

Lemma 8.2 Sia E C RN un insieme compatto e sia (Zh)hen una successione contenuta in
E; esiste allora una sottosuccessione estratta convergente ad un elemento di E.

DiM. Dato che E ¢ compatto, cioe chiuso e limitato, possiamo inscatolare FE in un
cubo Qg = [—L, L]V di lato 2L; fissiamo anzitutto hg = 0 e costruiamo la sottosuccessione

83
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convergente. Dividiamo Qg in 2"V cubi chiusi di lato L ottenuti dimezzando i lati di Qo,
2N
Qo= J Qi
i=1
Definiamo quindi i sottoinsiemi di N tramite

IL={heN:x, cQi};

chiaramente almeno uno tra questi insiemi deve contenere infiniti elementi. Defiamo quindi
@7 un cubo tra i Qf per cui #I} = 400 (numero degli elementi di I} infinito); poniamo
quindi

hi =min{h > 0: 2, € Q1}.

A questo punto si procede in modo induttivo; cioe, una volta definito @y cubo di lato L /2%,
lo si suddivide in 2V cubetti di lato L/2*+1 ottenuti dimezzando i suoi lati

2N
Qr=J @

=1

e si definiscono
I ={heN:x;, € QL}.

Prenderemo quindi Q11 come uno tra i cubetti Q% per cui #I; = +oo e si definisce
hi41 = min{h > hptxp € Qk+1}-

La successione (xp, )ren sara quindi di Cauchy, cioé convergente ad un elemento Z che
apparterra ad E in quanto E & chiuso. [l

DiM. [del Teorema di Weierstrass 8.1] Dimostreremo esistenza di un punto di minimo;
poniamo
= inf
a =inf f,

cioe « ¢ il piu grande dei minoranti dell’insieme
A={f(z):z € E}.

Si pone aw = —o0 se non esistono minoranti. Si considera quindi una successione (xp)pen di
elementi di E tali che la successione f(z),) converga ad «. La costruzione di tale succession
si effettua nel seguente modo; se o = —o0, cioé non esistono minoranti, allora per ogni
h € N deve esistere un elemento xp, € F tale che f(z) < —h. Altrimenti, se « > —oo, per
definizione di maggiore tra i minoranti, per ogni h € N, a + % non & pitt un minorante per
A, cioe esiste zj, € E tale che f(xp) < a+ % La successione (zp)pen € contenuta in E,
quindi ammette una sottosuccessione convergente ad un elemento xg € F; la continuita di
f implica che
f(zo) = lim f(zp,) =a.
k—-+oo

Questo mostra contemporaneamente che o > —oo e che zp € un punto di minimo. |
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Osservazione 8.3 L’esistenza di massimi e minimi necessita solo della nozione di conti-
nuita, assieme alla compattezza del dominio; non compare quindi da nessuna parte, fino
ad ora, la derivata della funzione data. Come vedremo ora, il calcolo differenziale aiuta a
trovare i punti di massimo e minimo tramite 'individuazione dei punti stazionari; si trover-
anno perod quei punti di estremo dove la funzione (o la sua restrizione all’eventuale vincolo)
e derivabile, mentre se manca la derivabilita, bisognera comportarsi diversamente.

8.2 Punti stazionari

Vediamo qui come il calcolo differenziale aiuta nel problema dell’individuazione dei punti di
estremo assoluto. Ricordiamo la seguente definizione.

Definizione 8.4 (Punto stazionario) Data una funzione f : E — R con E C RV,
diremo che xg & un punto stazionario per f se f & differenziabile in xg e Vf(xg) = 0.

Si noti che nella definizione di punto stazionario si richiede la differenziabilita di f e
non la sola esistenza delle derivate direzionali; questo rende il concetto di punto stazionario
indipendente dal sistema di riferimento. Infatti, se F' : E — E‘ & un cambio di variabili,
allora se xy & un punto stazionario per f, il punto F(zp) sarad punto stazionario per la
funzione f : E' — R, f = f o F in quanto, dalla differenziabilitd della funzione composta,
Proposizione 6.17, segue che

Vf(F(x0)) = DF (o) - V f(20),

cioe Vf(F(x0)) = 0 se e solo se Vf(x¢) = 0 dato che det DF (o) # 0. Il seguente esempio
mostra la necessita della condizione di differenziabilita.
Esempio 8.1 La funzione f : R? — R? definita da

(E2y

flz,y) = Tty
0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

e continua ed ammette tutte le derivate direzionali nell’origine; esse valgono, se poniamo

v = (cos ¥, sen})
of

0 (0,0) = cos® ¥ sen ¥.
v

In particolare, se ne deduce che Vf(0,0) = 0, ma se ad esempio si ruotano gli assi di un
angolo di 7/4, cioe se si considera il cambio di coordinate

F(z,y) = (xcostv + ysend, —z sen ) + y cos )

con ¥ = /4, si nota che, ponendo f=foF,

V£(0,0) = (?g)

Tra punti stazionari ed estremi sussiste la seguente relazione.
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Proposizione 8.5 Sia data una funzione f : E — R ed xg € E un punto di estremo locale;
se f e differenziabile in xg e xog € un punto interno ad E, allora xo & un punto stazionario

per f.

DiM. Se zp € E ¢ un punto interno, esiste r > 0 tale che B,(x¢) C E. Quindi, per
ogni direzione v € RY, |lv|]| = 1, il segmento zg + tv, t € (—r,r) & contenuto in E. La
differenziabilita di f in xo implica la derivabilita della sezione f2° per ¢t = 0; inoltre, dato
che zp & un punto di estremo locale, il punto ¢ = 0 & un punto di estremo locale per la
sezione fr°; per quanto visto con le funzioni di una variabile, si deve quindi avere che la
derivata di tale funzione deve annullarsi per ¢ = 0, cioe

o )
0=2%0) = Way).

Questo deve valere per ogni direzione v, quindi V f(zg) = 0. O

8.3 Punti stazionari vincolati

Altro problema si presenta se il punto di estremo locale si trova sul bordo di F; in tal caso
si parla di estremo vincolato. Andiamo ora a descrivere due metodi per 'individuazione
di estremi vincolati: parametrizzazione del vincolo e moltiplicatori di Lagrange. Il primo
metodo ¢ solitamente il piu consigliato, in quanto ha il pregio di abbassare la complessita
del problema; il problema maggiore consiste nel trovare una parametrizzazione del vincolo,
cosa non sempre ovvia. Il secondo metodo & piu pesante come calcolo, ma ha il pregio di
potersi applicare anche quando non ¢ facile la parametrizzazione del vincolo.

Nei metodi che andiamo a descrivere compare una dimensione k generica del vincolo;
questo & dovuto al fatto che il bordo di un insieme si puo generalmente decomporre in insiemi
di varie dimensioni. Si pensi ad esempio ad un cubo, in cui il bordo & composto dalle faccie
laterali (superfici di dimensione due), dagli spigoli (linee di dimensione uno) e dai vertici
(elementi di dimensione zero, in quanto punti). In quanto segue, indicheremo generalmente
con la lettera S intendendo una parte del bordo F di F.

8.3.1 Parametrizzazione del vincolo

Supponiamo quindi di avere un insieme S C RY™ ed un punto zo € S; diremo che S &
localmente una varieta parametrizzata di dimensione k in un intorno di zg se esiste r > 0
ed una funzione g : D — RY, di classe C', D aperto di R¥, 0 € D, 9(0) = xq e tale che
g(D) = SN B.(xp). Abbiamo quindi il seguente.

Proposizione 8.6 Sia f : S — R una funzione, xy € S un punto di estremo locale su S, con
S localmente, intorno ad xo, varieta parametrizzata da g : D — RY; se f ¢ differenziabile
in xg, allora xo & un punto stazionario per f = fog, cioé Vf(0) =0.

DiM. Dato che D & aperto e 0 € D, esiste r > 0 tale che B,.(0) C D; fissiamo quindi

una direzione v € R*, [jv|| = 1 e il segmento tv, t € (—r,7); la funzione di una variabile
fu(t) = f(g(tv)) ha un estremo in ¢ = 0 ed ¢ ivi derivabile, quindi
of
0= f/(0) = =(0);
710 = 2 o:

per larbitrarieta della direzione v, la dimostrazione segue. [l
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8.3.2 Moltiplicatori di Lagrange

Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange si applica quando il vincolo viene visto localmente
attorno ad un estremo o come luogo di zeri di una funzione vettoriale F' : RN — RN=F
cioe se esiste r > 0 tale che

(8.1) S0 By (wo) = {F = 0} N By(x0).

In tal caso si introducono i moltiplicatori di Lagrange A\ = (A1,...,Ax_x) € RV "% ¢ la
funzione ausiliaria

(8.2) O(x,\) = f(z) — A F(x).
Si ha il seguente risultato.

Proposizione 8.7 Sia f : S — R, g € S un punto di estremo locale, S localmente zero,
secondo la (8.1) con F : RN — RN~k di classe C' e con DF(xg) di rango N — k; se f ¢
differenziabile in xqg, allora xg € punto stazionario, come variabile sia di x che di A della
funzione ausiliaria ® definita in (8.2).

Dim La dimostrazione segue essenzialmente dal Teorema della funzione implicita 6.18;
dato che DF(xo) ha rango N — k, possiamo supporre (al massimo si riordinano le variabili)
che RN = RF xRN 24 = (o, 20) e D.F(z0) sia invertibile. Otteniamo quindi una funzione
H : U — V da un intorno di yo ad un intorno di zo di classe C*(U) con la proprieta che
possiamo parametrizzare S N B,.(zg) con la funzione g : U — RY, g(y) = (y, H(y)); S &
cioe dato localmente dall’intersezione di N — k superfici che sono i grafici delle funzioni H;,
1=1,...,N — k. Abbiamo quindi che se x( € un estremo, yy ¢ un punto stazionario per la
funzione f(y) = f(9(y)) = f(y, H(y)); per la differenziabilita della funzione composta se ne
deduce che

(8.3) 0=V f(yo) = Vf(xo) - Dglyo) = V(xo) - ( D;Eyo) )

con I matrice identita su R¥. La condizione (8.3) significa che V f(z0) si trova nel nucleo
dell’applicazione lineare v — v - Dg(yo), che si traduce nella condizione che V f(x¢) sia or-
togonale ai grafici di ogni funzione H;. Per quanto visto nell’Osservazione 6.14, 'ortogonale
al grafico di H; ¢ generato dal vettore VF;(zg); dire quindi che V f(x) sia ortogonale ai
grafici H; equivale a richiedere che V f(z¢) sia combinazione lineare dei vettori VF;(x),
cioe che esistano i moltiplicatori di Lagrange A = (A1,..., An—k) tali che

N—k
i=1

cioe, per tali A\, la funzione ausiliaria ®(z, A) ha derivate nulle in z( rispetto alle variabili z.
Le derivate di ® rispetto a A danno semplicemente la condizione che F(zg) = 0. O

8.4 Calcolo di massimi e minimi assoluti su compatti

In questa sezione ricapitoliamo il metodo per l'individuazione dei massimi e minimi assoluti
sugli insiemi compatti.
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Sia quindi f : E — R una funzione continua con £ C RY insieme compatto: si studia
anzitutto la differenziabilita di f e gli eventuali punti di non differenziabilita vanno con-
siderati separatemente. I punti di non differenziabilita sono possibili candidati massimo o
minimo, e si mettono nella lista dei canditati. Si passa poi a studiare la parte interna di E
e si cercano i punti stazionari di f che sono interni ad F, e si mettono anche tali punti nella
lista dei candidati. Si passa infine allo studio del bordo di F; qui serve un pé di regolarita
di OF, nel senso che deve essere possibile decomporre OF in sottoinsiemi che siano superfici
localmente parametrizzate di dimensione che vanno da 1 ad N — 1; su tali insiemi si ap-
plicano i metodi di parametrizzazione o dei moltiplicatori di Lagrange e gli eventuali punti
stazionari vincolati si mettono nella lista dei candidati. Infine, si vanno a vedere i punti del
bordo che non siano localmente superfici parametrizzate, e si inseriscono questi punti nella
lista dei candidati. Si conclude quindi valutando f in tutti i punti della lista dei candidati
e il massimo sara individuato dal valore massimo, il minimo dal valore minimo.

In particolare abbiamo i casi con N =2 ed N = 3:

1. nel piano, la parte interna di E & costituita dall’insieme dei punti che hanno due
gradi di liberta, mentre i punti di bordo possono essere costituiti da archi di curva
regolare (elementi uno—dimensionali) a cui si aggiungono i possibili spigoli (elementi
di dimensione zero);

2. nello spazio la parte interna di F e costituita dall’insieme dei punti che hanno tre
gradi di liberta, mentre i punti di bordo possono essere costituiti dalle superfici laterali
(elementi due—dimensionali), dagli spigoli che sono archi di curva regolare (elementi
uno—dimensionali) a cui si aggiungono i possibili vertici (elementi di dimensione zero).

8.5 Classificazione dei punti stazionari

Concludiamo il capitolo con il problema della classificazione dei punti stazionari. Tale
problema ¢ differente dal problema della determinazione dei massimi e minimi assoluti e
classificare significa descrivere un punto stazionario xy per una funzione f : E — R come
uno dei seguenti possibili casi:

1. punto di minimo locale o minimo locale stretto su F;
2. punto di massimo locale o massimo locale stretto su F;

3. punto di sella in E, cioé un punto zg per il quale per ogni r > 0 la funzione f
ammette su B,(xp) valori sia maggiori che minori di f(zg), cioé per ogni r > 0,
esistono x1,xe € B(x9) N E tali che

f(x1) < fwo) < f(x2).

8.5.1 Derivate seconde e matrice Hessiana

La classificazione dei punti stazionari passa, come per le funzioni di una variabile, attraverso
I’'uso delle derivate seconde della funzione f. Per una funzione di NV variabili abbiamo visto
che ci sono N derivate parziali; di ognuna di queste possiamo fare la derivata, ottenendo
quindi N? funzioni che sono le derivate seconde di f.
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Definizione 8.8 (Funzioni classe C?) Sia f : E — R e 29 € E C RN punto interno;
diremo che f ¢ localmente di classe C? intorno ad xy se esiste r > 0 tale che esistono e
sono continue su By.(xqg) tutte le possibili derivate seconde della funzione f

0*f
axi axj ’

i,j=1,...,N.

Diremo poi che, se E ¢ aperto, f & di classe C? se f ¢ localmente di classe C? intorno ad
ogni punto di E. Si definisce infine matrice Hessiana della funzione f in xo la matrice

T (20)
Ox;0z; ’ i,j:l,...,N.

H f(x0) = (

Osservazione 8.9 La condizione su f di essere di classe C? intorno ad un punto zo implica

in particolare che per ogni ¢ = 1,..., N, la funzione AF & differenziabile in To; cioe, la
k2

ox
funzione vettoriale F' = V f & differenziabile in zy con
DF(zo) = DV f(20) = H f (o).
Le derivate seconde in realtd non sono N2, ma N(N + 1)/2 in quanto vale il seguente.

Teorema 8.10 (Teorema di Schwarz) Sia f : E — R una funzione di classe localmente
C? intorno ad un punto xo € E; allora la matrice Hessiana di f & simmetrica, cioé

0%f 0% f .
0z;0x; (o) = Oz ;0x; (o), Vi,j=1,...,N.

Il Teorema di Schwarz 8.10 implica in particolare che la simmetria della matrice Hessiana
di f definisce una forma quadratica su RYV.

8.5.2 Forme quadratiche

Ricordiamo che una forma quadratica A : RV x RY — R, che & definita da una matrice
simmetrica, si dice semi—definita positiva (risp. definita positiva) se

(8.4) Av-v >0 (risp. Av-v > 0), Vo € RY,
mentre si dice semi—definita negativa (risp. definita negativa) se
(8.5) Av-v <0 (risp. Av-v <0), Vv € RY
ed infine indefinita se esistono vy, vy € RY tali che
(8.6) Avy - v1 <0, Avg - v9 > 0.
Sulla classificazione delle forme quadratiche si ricorda il seguente risultato.

Proposizione 8.11 Sia A : RN x RY — R una forma quadratica. Allora:

1. A ¢ semi—definita positiva (risp. definita positiva) se e solo se gli autovalori di A sono
tutti positivi (risp. strettamente positivi);
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2. A ¢ semi—definita negativa (risp. definita negativa) se e solo se gli autovalori di A
sono tutti negativi (risp. strettamente negativi);

3. A éindefinita se e solo esiste un autovalore strettamente positivo ed uno strettamente
negativo.

DiM. La dimostrazione si basa sul fatto che una matrice simmetrica ammette una base
ortonormale v1,...,vx di autovettori con autovalori Aq,..., Ay rispettivamente; quindi un
generico elemento v € RY lo possiamo scrivere come combinazione

N
v = g CiVi = C1v1 + ...+ C1UN.
=1

Se ne deduce che

N
(8.7) Av-v = Zc?)\i.

i=1
Quindi la condizione necessaria segue prendendo nelle (8.4), (8.5) e (8.6) come v i vettori
v1,...,UN, mentre la condizione sufficiente segue dalle condizioni sugli autovalori tramite la
(8.7). [l

La determinazione degli autovalori & solitamente un problema facile nel caso N = 2 (si
tratta di trovare le radici di un polinomio di secondo grado), un po pitt complicato ma ancora
trattabile per N = 3 (radici di un polinomio di terzo grado), mentre generalmente diventa
un problema difficile per N > 3. Sicuramente piu facile, in ogni dimensione, ¢ il calcolo di
un determinante; vediamo ora come il segno degli autovalori & legato ai determinanti di A e
di matrici ottenute da A. Chiaramente non puo bastare il solo determinante di A, essendo
questo il prodotto di tutti gli autovalori; abbiamo bisogno di introdurre i determinanti dei
minori principali di A. Si definisce minore principale di A di ordine k, k = 1,..., N, la
matrice quadrata k x k, denotata con A% ottenuta selezionando le prime k righe e k
colonne della matrice A. Abbiamo il seguente utile risultato.

Teorema 8.12 (Teorema di Sylvester) Data una matrice simmetrica A € RN*N | qure-
mo che A & semi—definita positiva (risp. definita positiva) se e solo se

(8.8) detA® >0 (risp. detA® > 0), Vk=1,...,N.

A sara semi-definita negativa (risp. definita negativa) se e solo se —A é semi—definita
positiva (risp. definita positiva) e, quindi, se e solo se

(8.9) (=1)kdetA® >0 (risp. (=1)*detA® >0),  Vk=1,...,N.

Possiamo specializzare il discorso fatto ai casi N =2 ed N = 3.

Forme quadratiche nel piano

Supponiamo quindi di avere A € R?*? data da

con a2 = as;. I minori principali sono dati da AV = a1y e A® = A, quindi il Teorema di

Sylvester va applicato guardando i segni di a11 e di aj1a22 — a%Q per avere che:



8.5. CLASSIFICAZIONE DEI PUNTI STAZIONARI 91
1. A ¢ semi-definita positiva (risp. definita positiva) se e solo se a1 > 0 e aj1a22—a3e > 0
(I“iSp. a1 > 0e ajrag — 032 > 0),

2. A & semi-definita negativa (risp. definita negativa) se e solo se aj; < 0 e a11a22 — a3y >
0 (risp. a1 < 0 e ajjaz — a3y > 0);

3. A ¢ indefinita negli altri casi.
Un altro metodo consiste nel notare che se A1 e Ay sono i due autovalori di A, allora
detA = A\ o, trA = A1 + Aog;
quindi

1. A & semi—definita positiva (risp. definita positiva) se e solo se detA > 0 e trA > 0
(risp. detA > 0 e trA > 0);

2. A & semi—definita negativa (risp. definita negativa) se e solo se detA > 0 e trA < 0
(risp. detA > 0 e trA < 0);

3. A ¢ indefinita se detA < 0.

Forme quadratiche nello spazio

Supponiamo quindi di avere A € R3*3 data da

ailr a2 ais
A= az1 Aa22 a3
az1 asz ass

con a1 = ao1, A13 = A31 € Gs3 = a32. 1 minori principali sono dati da

AL — ai, A@ — < a1l a2 > 7 AB) — 4.

az1 a2

In questo caso avremo da controllare i segni dei tre numeri di = ai1, d2 = detA® e
ds = det A per avere che:

1. A & semi—definita positiva (risp. definita positiva) se e solo se d; > 0 (risp. d; > 0),
1 =1,2,3;

2. A & semi—definita negativa (risp. definita negativa) se e solose dy <0,dy > 0ed3 <0
(I‘iSp. di <0,d2>0eds < 0),

3. A ¢ indefinita negli altri casi.

La classificazione tramite determinante e traccia in questo caso puo essere solo parziale, in
quanto non basteranno i segni di due numeri per determinare univocamente i segni dei tre
autovalori A1, A e A3. Si nota pero che, in quanto

detA = A A2 )3, trA = A1 4+ Ao + A3,

se detA < 0, allora ci deve essere almeno un autovalore negativo e gli altri due di segno
concorde; quindi se trA > 0, i restanti due autovalori sono positivi, altrimenti nulla si puo



92 CAPITOLO 8. ESTREMI E PUNTI STAZIONARI

concludere. Se invece detA > 0, analogamente, un autovalore ¢ sicuramente positivo e gli
altri due di segno concorde; quindi se trA < 0 i restanti due sono negativi, mentre nulla si
puo concludere altrimenti. Infine, nel caso detA = 0, almeno un autovalore ¢ nullo; se la
traccia & nulla, o i due autovalori restanti sono nulli (nel qual caso la matrice A deve avere
tutti gli a;; uguali a zero), oppure sono uguali in modulo ma di segno opposto, cioe A &
indefinita. Se la traccia e strettamente positiva o strettamente negativa, si puo conludere solo
che la matrice € non nulla con almeno un autovalore strettamente positivo o strettamente
negativo, ma sul terzo autovalore non si puo dire nulla.

8.5.3 Classificazione dei punti stazionari

Mettiamo ora in relazione queste proprieta con le proprieta di massimo locale, minimo
locale e sella di una funzione localmente di classe C2. A tal fine, per una funzione di classe
localmente C? in un intorno di xy utilizziamo la formula di Taylor del secondo ordine data
da:

(8.10)  f(x) = f(zo) + Vf(zo) - (z — 20) + %Hf(zo)(z —x9) - (& — 20) + o(|J& — xo?).
Abbiamo il seguente risultato.

Proposizione 8.13 Sia f : E — R una funzione localmente di classe C? in un intorno del
punto xg con xg punto stazionario di f. Valgono allora le sequenti implicazioni:

al) se xg & un punto di minimo locale, allora H f(xy) & semi—definita positiva;
a2) se xg & un punto di massimo locale, allora H f(xo) é semi—definita negativa.
Per il viceversa, si hanno le sequenti condizioni sufficienti:

bl) se Hf(xo) & definita positiva, allora xo é un punto di minimo locale stretto;
b2) se Hf(xg) ¢ definita negativa, allora xo é un punto di massimo locale stretto;

b3) se Hf(xg) ¢ indefinita, allora xo ¢ un punto di sella.

DiM. La formula di Taylor (8.10) in un punto stazionario diventa

f(@) = f(wo) = %Hf(wo)(z —x0) - (x = 20) + o[z — @o|*).

Se si fissa una direzione v € RY, ||v|| = 1, se ne deduce che

Flawo+t0) = (o) = S H(@o)v v+ o(t);

se xp punto di minimo, ne segue che

flzo + tv) — f(xo)

0<
- 2¢2

= Hf(zo)v - v+ ot?)

e quindi il fatto che H f(x() sia semi—definita positiva. In modo analgo si ragiona nel caso
di massimo locale.
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Per le condizioni b1)-b3), se H f(xo) ¢ definita positiva, la funzione g : 9B1(0) — R,
g(v) = H f(xp)v - v & continua e definita su un insieme compatto, quindi ammette minimo
m che deve essere strettamente positivo. Quindi

— 2 )( T — 2o ):f(w)—f(wo)+0(|w—$o||2)_

T
[l = o [l = o [l = o2 [l = o2

0<m§Hf(m0)(

o(|lz—wol|*)
lz—=o|l?

|z — zo|| < r

Siccome — 0 per ||z — zo|| — 0, se ne deduce Desistenza di r > 0 per il quale se

@) = flao) _m
2 )

>
[l = o[>

cioe¢ f(xz) > f(xo) in By(z¢). In modo analogo si ragiona nel caso di matrice Hessiana
definita negativa. Nel caso di matrice Hessiana indefinita, basta considerare i segmenti
xo 4 tvr e ko 4 tve con vy e vy dati dalla (8.6) per dedurne che sul primo esistono punti con
valori di f minori di f(x), mentre sul secondo esistono punti con valori di f maggiori di

f(zo). O
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Capitolo 9

Domande

9.1

Sviluppi di Taylor: domande

. Dare la definizione del simbolo o (o piccolo) ed enunciare alcune delle sue principali

proprieta, fornendo gli esempi che si ritengono opportuni.

. Dare la definizione di infinitesimo; tramite esempi, fornire inoltre il concetto di ordine

di infinitesimo tramite i monomi z¢, x € R.

. Dare la definizione e le principali proprieta del polinomio di Mac Laurin e del polinomio

di Taylor; dare alcuni esempi.

. Dimostrare che, data una funzione f, vale Uidentita o(f)—o(f) = o(f) e che in generale

o(f) —o(f) # 0 (fornire almeno un controesempio).

. Definizione di resto di Peano e resto di Lagrange; dare alcuni esempi.

. Dare la definizione di linearizzazione di una funzione e fornire alcuni esempi significa-

tivi.

Discutere il concetto di approssimazione e fornire metodi per la stima dell’errore nelle
approssimaszioni.

. Mostrare come si puo utlizzare la formula di Taylor del secondo ordine per la classifi-

cazione dei punti stazionari di una funzione.

9.2 Numeri complessi: domande

1.

Dare la definizione algebrica dei numeri complessi; descrivere inoltre I’operazione di
coniugio e modulo di un numero complesso.

. Equivalenza tra forma algebrica e polare di un numero complesso; definizioni e regole

per passare da una all’altra.

. Definizione di piano di Gauss e rappresentazione cartesiana di un numero complesso;

interpretazione geometrica di somma e prodotto tra numeri complessi.

95
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10.
11.
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Definizione e principali proprieta di coniugio e modulo di un numero complesso.
Principio di uguaglianza tra numeri complessi in forma algebrica ed in forma polare.
Formula di De Moivre e definizione dell’esponenziale immaginario.

Definizione di argomento e modulo di un numero complesso; esempi con numeri reali
positivi, negativi, ¢ e —i.

Definizione di radice n—esime di un numero complesso e loro distribuzione nel piano
di Gauss.

Enunciato del Teorema Fondamentale dell’algebra nelle sue due forme equivalenti; in
che senso le due forme sono equivalenti?

Calcolo delle radici di un polinomio complesso in campo complesso.

Polinomi complessi a coefficienti reali; proprieta delle radici.

9.3 Equazioni differenziali: domande

1.

10.

11.
12.

Dare la definizione di equazione differenziale di ordine n in forma implicita ed esplicita
e dire cosa si intende per soluzione; fornire alcuni esempi significativi.

. Equazioni differenziali del primo ordine; definizione ed esempi di equazioni a variabili

separabili.

Definizione di Problema di Cauchy ed enunciato di almeno un risultato di esistenza e
unicita.

Equazioni differenziali lineari del primo ordine; struttura dell’insieme delle soluzioni e
formula risolutiva.

Metodo della variazione delle costanti; definizione ed alcune applicazioni.

Equazione di Bernoulli; definizione e metodo di risoluzione, con discussione riguardo
all’esistenza delle soluzioni.

Equazioni differenziali del secondo ordine; struttura dell’insieme delle soluzioni.

Definizione di polinomio caratteristico ed applicazione alla risoluzione delle equazioni
differenziali lineari.

Descrizione dei possibili elementi della base dell’insieme delle soluzioni delle equazioni
differenziali lineari omogenee a coefficienti costanti.

Descrizione di almeno un metodo per la costruzione della soluzione particolare di una
equazione differenziale lineare a coefficienti costanti.

Descrizione del metodo di somiglianza per le equazioni differenziali.

Equazione dell’oscillatore armonico con termine forzante; fenomeno dei battimenti e
della risonanza.
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9.4

1.

RY, topologia, limiti e funzioni continue: domande

Dare la definizione di distanza in RV e descriverne le sue principali proprieta.

. Dare la definizione di intorno sferico, descrivendone le principali proprieta.

. Dare la definizione di insieme aperto ed insieme chiuso; dare la loro caratterizzazione

per successioni.

Dare la definizione di parte interna di un insieme e dire quando un insieme e aperto.

. Dare la definizione di frontiera di un insieme e definire la chiusura di un insieme.

. Dare la definizione di successione in RY: dire quando una successione & convergente e
b

descrivere le proprieta dei limiti per le successioni.

Dare le definizioni di limite per una funzione e di funzione continua.

. Proprieta dei limiti per funzioni; somma, prodotto e composizione.

. Funzioni continue e insiemi aperti; dire come costruire insiemi aperti e chiusi usando

le funzioni continue.

9.5 Curve ed integrali di linea: domande

10.

11.

. Dare la definizione di curva e di lunghezza di una curva.

. Dare la definizione di curva regolare semplice e fornire la formula per il calcolo della

lunghezza di una curva regolare.

. Dare la definizione di curva regolare chiusa; portare come esempi la circonferenza e

Pellisse.

Dare la definizione di sostegno di una curva, di curve regolari equivalenti e dimostrare
che la lunghezza di curve equivalenti e la stessa.

. Dare la definizione di curva regolare ¢ e descrivere la relazione tra ¢’ e il sostegno

della curva.

. Dare la definizione di lunghezza di una curva regolare e di ascissa curvilinea.

Dare la definizione di curva regolare cartesiana e fornire la formula per il calcolo della
sua lunghezza.

. Dare la definizione di curva regolare in coordinate polari e fornire la formula per il

calcolo della sua lunghezza.

. Dare la definizione di integrale curvilineo di prima specie (per funzioni scalari) e

dimostrare che tale integrale e indipendente dalla parametrizzazione della curva.

Dare la definizione di integrale curvilineo di seconda specie (per funzioni vettoriali) e
descrivere la relazione con gli integrali curvilinei di prima specie (per funzioni scalari).

Dare l'interpretazione fisica dell’integrale curvilineo di seconda specie e la definizione
di campo conservativo.
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9.6 Calcolo Differenziale in piu variabili: domande

1.
2.

Dare la definizione di derivata direzionale e di derivata parziale.

Dare la definizione di differenziale e descrivere le sue relazioni con le derivate direzion-
ali.

Dopo aver dato la definizione di differenziale di una funzione f in un punto zg, discutere
I'unicita del differenziale e la relazione con la continuita di f in xg.

Discutere la relazione tra derivate parziali e differenziale; Teorema del differenziale
totale.

Dare la definizione di differenziabilita per funzioni vettoriali e dare la definizione di
matrice Jacobiana.

Dare la definizione di piano tangente al grafico di una funzione differenziabile.
Differenziale della funzione composta; dare alcuni esempi significativi.

Dire cosa si intende per cambio di variabile e dare almeno un esempio di cambio di
variabile.

9.7 Integrali multipli: domande

1.
2.

Dare la definizione di integrale doppio e descrivere le sue principali proprieta.

Dare la definizione di insieme normale nel piano e descrivere i metodi di integrazione
doppia su insiemi normali.

Dare la definizione di misura di un insieme e descrivere il metodo di calcolo di area di
un insieme normale nel piano.

Dare la definizione di insieme normale nello spazio e descrivere il metodo di inte-
grazione per integrali tripli denominato “integrazione per fili”.

Descrivere il metodo di integrazione per integrali tripli denominata “integrazione per
strati”.

Dare la formula di cambio di variabili negli integrali multipli; descrivere in particolare
come passare all’integrazione in coordinate polari nel piano.

Dare la formula di cambio di variabili negli integrali multipli; descrivere in particolare
come passare all’integrazione in coordinate cilindriche nello spazio.

Dare la formula di cambio di variabili negli integrali multipli; descrivere in particolare
come passare all’integrazione in coordinate polari nello spazio.

Dare la definizione di insiemi invadenti e dare la definizione di funzione assolutamente
integrabile in senso generalizzato; fornire un esempio.



