Esercizi 111 settimana

20 ottobre 2011

. Si studino le proprieta di continuita, derivabilita e differenziabilita della funzione;

f(z,y) = Vay +Iny.

Si scrivano quindi le equazioni piano tangente e della retta normale al grafico della
funzione nel punto (2, 1).

. Date le funzioni f : R® - R e g : R? — R, si definisca G(z,y) = (z,y, g(z,y)); si
determini il gradiente della funzione h = f o G utilizzando la formula per la derivata
della funzione composta e si deduca, nel caso in cui df/9z # 0, la seguente formula
per la funzione implicita, cio¢ sotto la condizione che f(z,y, g(z,y)) = 0;

1 af af
\% xz, =—%3 5 |\ a3-\ry, Zz, y o L Y, Zz, ) .
o(09) = g (G ot g o).

. Si considerino le coordinate sferiche nello spazio determinate dalla funzione

G :[0,400) x [0,27] x [0, 7] — R?,
G(0,9,p) =(0cos¥ senyp, o send seny, g cos p),
cioe
T = pcost seny

y = o send seny
Z = 0Cosy.

Si scriva la matrice Jacobiana di G e si deduca da essa la formula per le derivate
espresse in coordinate sferiche.

. Si determini il Laplaciano della funzione
f(@y,2) = Va2 +y? + 22

sia utilizzando direttamente la definizione di Af sia sfruttando il fatto che f & radiale
(scrivendo quindi il Laplaciano in coordinate sferiche).

Soluzioni

1. I1 dominio della funzione ¢ determinato dalle condizioni

y>0
xZ_lny,

Yy )
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Figura 1: Dominio della figura data.

Tale dominio & raffigurato in Figura 1. La funzione ¢ di classe C' per z > —%;
in tali punti la funzione & quindi differenziabile. Vediamo se possiamo ricavare la

differenziabilita per i punti di z = 71“71’; sia quindi (xg, yo) tale che xoyo + Inyo =0
e calcoliamo
. Jlwo+h,yo) — f(wo,%0) .. Vaoyo+hyo+Inyo .. Vhyo
lim = lim = lim
h—0t h h—0t h h—0t h

e tale limite non esiste. Quindi non possiamo scrivere il gradiente in (xg,yo), cioe f
non sara differenziabile in tali punti.

Nei punti zy + Iny > 0 abbiamo che

1 1
VI = 57 (445

da cui Vf(2,1) = ﬁ(l,é}); Iequazione del piano tangente ¢ quindi dato da z =
f(2a 1) + Vf(Q, 1) ) (:E - Qay - 1); cioe

T4y — 22v/2 = 1.
La retta normale ¢ invece parametrizzata da r(t) = (2,1, f(2,1)) + t(—=V f(2,1),1),
cioe la retta
t 3t
rt) = (2— ——,1- 2 Va+t]),
g ( V2 22 )

che in forma cartesiana diventa

20V2 + 2 = 52
2V2 4 3z = 5v/2.

2. Iniziamo col notare che

DG(z,y) = 0 1 :



quindi

Vh(xvy) = Vf(:v,y,g(:v,y)) ' DG(ZE,y)
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In particolare, se ne deduce che se g € la funzione implicita, allora

h(z,y) = f(z,y,9(x,y)) =0,

da cui
9g ~ H@yg(y)
a_(za y) =— af
z o (z,y,9(z,y))
o
—(z,y) =— .
Ay L(w,y.9(z,y))
3. La matrice Jacobiana di G ¢ data da
cos¥ seny —p send seny @ cos Y cos p
DG(o,9,p) = send seny  pcos¥ senp o send cos @
cos ¢ 0 —0 seny

Quindi, se g ¢ la rappresentazione di una funzione in coordinate sferiche e h la rap-
presentazione della stessa funzione in coordinate cartesiane, denotando con F = G~}
la mappa inversa delle coordinate sferiche, cioe la trasformazione dalle coordinate car-
tesiane a quelle sferiche, le funzioni h e g sono legate da h(z,y,z) = g o F(x,y, 2).
Otterremo quindi che

Vh(z,y,z) =Vg(F(z,y,2))  DF(z,y, z).

In definitiva si trova che valgono le seguenti formule per le derivate;

9 cos? se 4 L send 9 + 1cosﬂcos 9
~ np— — — 2 % 4 = il
ox 9089 0 senp dY¥ s084,0
E = send sen E + lﬂg + l sent cos 3
oy 79 o seny OV (pagp
2—cos E—lsen 2
dz (pag 0 (p(?ga'
4. Iniziamo col calcolare
1
Vi(x,y z) =

— (X, Y, 2).
/1'2+y2+22( )



Quindi,

0 v 9 y 0 z
Af(x,y,z) =divV f(x,y,z) = — + 2 L9z
(@y2) AV o) = g e T By g R B AT
_ 3 z? + y? + 22
VR TP+ 2 (@242
2

/ZCQ + y2 + 22
Possiamo anche passare alle coordinate sferiche; utilizzando ’esercizio precedente, si
vede che il Laplaciano per una funzione espressa in coordinate sferiche e dato da

1 0% 2 dg
Ag(o,9, ) =——2 (0,9 22900
9(0,7,¢) 92692(9’ ,<P)+Qag(9, ;) +
1 9% 1 0%g
— =2 (0,9 =700, 0).
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+
Se la funzione & radiale, cioe se g(o, 9, ¢) = h(p), la precedente espressione si riduce a

Aho) = éwg) + zh'@.

Nel nostro caso h(p) = ¢ e quindi h'(9) =1 e h”(p) = 0, da cui ritroviamo ancora che

Ah(o) = 2-



