Campi di vettori, forme
differenziali e integrali curvilinei di
seconda specie

ULTIMO AGGIORNAMENTO: 3 FEBBRAIO 2018

Una funzione F' di n variabili reali e a valori in R" & detta campo
di vettori. Nel seguito considereremo F': A — R" con A aperto di R".

1. INTEGRALI CURVILINEI DI SECONDA SPECIE

Definizione 1.1. Dato un campo F' : A — R™ continuo, A aperto di
R", e data 7y : [a,b] — A curva regolare o regolare a tratti si definisce
integrale di F' lungo la curva la quantita

0 / Fla)di = / (F (1)), (1)),

La quantita appena definita si scrive anche /[F1 () dzy+. .. Fp(x) daxy],

¥
come il termine a destra altro non & che

L
/ > RO dt

L’integrale appena definito rappresenta, da un punto di vista fisico, il
lavoro compiuto dal campo F' lungo il cammino . E detto integrale
curvilineo di seconda specie.

Forme differenziali - Matematicamente, date a1, ...a, funzioni continue definite in A aperto
di R™ e a valori reali, si definisce forma differenziale I’espressione

w=ai(z)dr1+ ...+ an(z)dzy .
Precisamente una forma differenziale w ¢ un’applicazione
w:A— LRYR)

come lo ¢ il differenziale di una funzione (differenziabile) f: A — R.
La forma differenziale w = dx; ¢ costante, cioe

w(z) = w(y) per ogni z,y € A
e agisce come segue: dati z, € A (arbitrario, visto che w & costante) e v € R"™

w(zo) (v) = dz;(v) :=v;.
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L’applicazione dx; € L(R™;R) & rappresentata dal vettore e; = (0,...,0,1,0,...0) dove 1 sta
nella j-esima posizione e la forma dx; puo essere pensata come il differenziale della funzione

flo) =;.
Si noti come in questo caso df (z,), qualunque sia x,, &€ rappresentato dal vettore e;, il gradiente
di f.
Una forma differenziale w valutata in un punto x € A & un’applicazione lineare da R™ in R, di
conseguenza esistera V,, € R" che la rappresenta nel senso usuale, cioe
w(z)(v) = Vi, v) per ogni v € R™.

Tale vettore altro non & che

Vo = (a1(z),...an(z)).
A questo punto si definisce 'integrale di una forma w su una curva v : [a,b] — A regolare o
regolare a tratti come segue:

b n
/w: / (a1(2) a1 + - .+ an (z) don) = / > ai(y(e)i(e) dt.
~ v a =1

Matematicamente si parla di forme differenziali, fisicamente di campi di vettori.

Osservazione 1.2. - Si osservi che se si considera una curva equiva-
lente a v, ma con orientazione opposta, il valore dell’integrale cambia
segno. Si consideri infatti n : [a,b] — A, n(t) := v(b+ a —t) e si valuti
il lavoro di F' lungo lo stesso cammino percorso al contrario:

b b
/ (F(n(t)). o (£))dt = — / (F(y(b+a—1),7/(b+a— t))dt =

Infatti potremmo scrivere I'integrale (1) nel modo seguente:

b
/ Fa) d = / (F (1)), 7(0) 7 ().

dove, ricordiamo, 7(t) & il versore tangente '(t) /| (t)].
Esempio 1.3. - Calcoliamo
/(y dz + (2% — y*) dy)
vy

dove «y & I'arco di circonferenza z + y? = 4, y > 0, che va dal punto
(—2,0) al punto (2,0), percorsa in senso orario. Una parametrizzazione
di tale curva e

v :[0,7] = R?  ~(t) = (2cos(m—t),2sen (1 —t)) = (—2cost,2sent).



L’integrale diventa

/(y d + (2 — y*) dy) =
v
= / [(2sent)® + (4 cos®t — 4sen’t)2 cost|dt =
0
= / [4 sen’t + 8 cos® t — 8 sen’t cos t} dt =
0

= / [4sen’t + 8cost (1 — sen’t) — 8sen’t cost]dt =
0

:4z+8/ costdt—16/ sen’t cost dt =
2 0 0

1 ™
:42—1655611%0:271

Che succede se valutiamo un integrale lungo uno stesso cammino pa-
rametrizzato pero in due modi diversi?

Proposizione 1.4. Date due curve equivalenti v; : [a,b] — R™, 7 :

[c,d] — R™ risulta
/ F(z)dx :/ F(x)dz
" 72

se vy ey sono orientate allo stesso modo,

/“F(x)dx:—[mF(:v)dx

se Y1 € Yo sono orientate in maniera diversa.

Dimostrazione - Per ipotesi esiste un cambiamento di variabile (un
diffeomorfismo)

a: [a,b] = [c,d]

tale che v;(t) = y2(a(t)). Si ha allora
b
/ F(z)de = / (F(n(t)), (1)) dt =

b
= / (F(r2(a(t)), (b))’ (1) dt.
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Ora, facendo il cambio di variabile s = a(t) questo termine e
d
[ FCaeD s s seal(e) >0
[ FeseDassnds e <o,
d

il che conclude la dimostrazione. O

Si osservi ora la seguente cosa: nel caso particolare in cui, dato un
campo F': A — R", esista una funzione f : A — R, f € C'(A), tale

che of
Fj(x) = 6_%

e possibile valutare in maniera immediata l'integrale di F' lungo un
cammino. Infatti sia v : [a,b] — A curva regolare che unisce i punti

1 =(a) e zo = y(b).

b
[P = [(F6@). )i -

(x) perj=1,...n

- / (VF(1(0), 7' (8)) dt =

@) -/ b {% (f(v(t)))] dt = F(3() — £ (1(a)) =

= [(22) — f(z1).
Quindi nel caso in cui F sia il gradiente di una funzione f, I'integrale

lungo un qualunque cammino regolare che unisce due punti ¢ un valore
che dipende solo dalla valutazione in questi due punti della funzione f.

Definizione 1.5 (campo conservativo). Un campo F': A — R" si dice
conservativo se esiste f: A — R di classe C* tale che F = V[ (cioé
F ¢ un gradiente). In tal caso f si dice primitiva o potenziale.

Forme differenziali - Nel linguaggio delle forme differenziali si parla di forme esatte. Una
forma differenziale w = 37" ; a;dx; definita in A aperto di R™ si dice esatta se esiste una funzione
f: A= R, feCl(A), tale che

_ o

T Bz’

ciot se w & un differenziale. In tal caso si scrive w = df e l'uguaglianza (2) si scrive

/ df = f(v(5)) — F(r(a)).

Y

aj

A questo punto viene naturale porsi la seguente domanda: quand’e
che un campo ¢ un gradiente? Il teorema che segue fornisce delle
caratterizzazioni dei campi che sono gradienti.
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Definizione 1.6 (Insieme connesso per archi). Diremo che un insieme
E C R" e connesso per archi se per ogni coppia di punti x,y € E esiste
una curva continua 7y : [a,b] — E con y(a) = x e y(b) = y.

Teorema 1.7. Sia A un aperto connesso per archi e F': A — R"™ un
campo continuo. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) per ogni coppia di curve v : [a,b] = A, v2 : [¢,d] — A regolari a
tratti ¢ con 1 (a) = 10(¢) = 7, 1 (b) = 1a(d) = §, si ha

/M F(z)dz = /WF(.I) dz;

(b) per ogni curva vy : [a,b] — A regolare a tratti, continua e chiusa

risulta
/ F(z)dx = 0;
Y1

(c) F ¢ conservativo.

Dimostrazione - (a) = (c) - Si scelga un punto z, € A e per ogni altro
punto x € A si consideri un cammino (che esiste per ipotesi)

vila,b] =+ A, conry(a) =z, 7(b)=u=.

A questo punto si consideri la quantita
) f@)i= [ Py
gl

Si osservi che f definisce una funzione dall’insieme A a valori in R:
infatti, per l'ipotesi (a), per ogni x il valore f(x) ¢ indipendente dal
cammino scelto. Ora si fissi un vettore v di modulo 1 e si consideri
0 > 0 tale che

B(;(.%‘) C A.

In tal modo il segmento [z, + hv] & contenuto in A per h € [—4,6] e
la curva

R0 se t € [a,b],
n(t) -—{ z+(t—bhv setebb+1].
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In tal modo la curva n € una curva continua che unisce i punti z, e

x + hv. Allora

Fla+ ho) — f(z) = / Fly) dy - / Fly) dy =

A (F(n(t)), 1/ (1)) dt =

h
(s = h(t — b)) £<F@+wxww

per cui

f(x+ ) — f(x)

h :%/0 (F(z+ sv),v)ds.

/bH(F(x (£ — b)hw), ho) dt

I1 secondo membro dell'uguaglianza ammette limite per h — 0: infatti
poiché F' e continuo e la curva s — x + sv € continua la funzione
g(s) = F(x + sv) ¢ continua e quindi lo ¢ anche la funzione g(s) =
(F(x+ sv),v). Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, detta

G una primitiva di g, si ha che

h—0 h

Di conseguenza poiché si ha
1 rh
lim — [ (F(z+ sv),v)ds = (F(x),v)

h—0 h /o
si deduce che anche il seguente limite esiste

S ) — (@)
h—0 h

ed e uguale al precedente. Poiché, se tale limite esiste, vale

flx+h)— flx)  Of
i h = 90\

lim + / §)ds = lim i(G(h) —G(0) = G'(0) = 9(0)

concludiamo che per ogni x € A e per ogni vettore v di modulo 1 vale

I'uguaglianza

of
(@) = (Fla),0)

da cui f & derivabile (in tutte le direzioni v e in ogni punto z € A) e

F(z) =V f(z).

(c) = (b) - Segue facilmente dal calcolo (2).

(b) = (a) - Si considerino due curve 7 : [a,b] — A, 75 :

[e,d] = A
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regolari a tratti e con v1(a) = ¥2(c), 71(b) = 72(d). Costruiamo una
curva continua e chiusa “percorrendo in senso opposto” il sostegno di
7. Definiamo quindi

Yo(t) =ye(d+ (b —t)(d—c))  tebb+1]
e infine la curva chiusa

[ (@) set€ab],
V()= { Fo(t) sete[bb+1].

Per ipotesi si ha quindi che

/ Flz)dz = 0

e poiché
/F(x)d:z::/ F(a:)d;z:+/ F(:c)d:c:/ F(:c)da:—/ F(z)dz
vy " 72 " V2

si conclude. U

Facciamo ora un’altra considerazione: si supponga che un campo F' :
A — R™ sia conservativo e di classe C'(A). Allora F ammette poten-
ziale f di classe C?(A), per cui

o of .  OF, o of . OF
Ox; Ox; @)= ox; (@), Oz Ox; (@) = 0z (@)

e, per il teorema di Schwarz, si ha

OF; oF; o
(4) o2, () = o, (x) perognii,j=1...n.

Un campo F' che soddisfa la condizione (4) si dice irrotazionale. Ci
si puo chiedere se per caso questa condizione garantisce l’esistenza di
un potenziale, almeno in certe condizioni. La risposta e fornita dal
seguente risultato. Prima abbiamo bisogno di definire una classe di
insiemi.
Forme differenziali - Data una forma differenziale w = Y1 | a;dz; definita in A aperto di R"™
e di classe C1(A), cioé a; € C1(A), una forma che soddisfa

Oa; _ Oa;

) =
8:Jc¢ 8Ij

(z) per ognii,j =1...n,

& detta chiusa.
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Definizione 1.8 (Insieme semplicemente connesso). Un insieme E C
R™ ¢ detto semplicemente connesso se comunque dati una curva con-
tinua, semplice e chiusa 7y : [a,b] — E e un punto x, € E si ha che
estste una mappa

I':a,b] x[0,1] = E, continua,

tale che T'(t,0) = y(t) e'(t,1) = x, per ognit € [a,b] eI'(a,s) = (b, s)
per ogni s € [0, 1].

La definizione appena data sostanzialmente significa richiedere 1’esi-
stenza di una famiglia di curve continue e chiuse, chiamiamole v, al
variare del parametro s dove 75(t) = I'(¢,s), che deformano la curva
iniziale v “retraendola” ad un punto (il punto z,) rimanendo sempre
dentro I'insieme F.

Esempio 1.9. - L’insieme A = R?\ {(0,0)} non & semplicemente
CONNesso.

L’insieme B = R?\ {(0,0,0)} ¢ semplicemente connesso.

L’insieme C' = R?\ {(z,v,2) € R*|z = y = 0} non & semplicemente
CONNesso.

Teorema 1.10. Si consideri F' : A — R™ campo di classe C*(A)
con A aperto semplicemente connesso. Allora se F' soddisfa (4), F ¢
conservativo.

Forme differenziali - Nel linguaggio delle forme il teorema precedente si enuncia come segue.

Teorema 1.11. Si consideri una forma w di classe C1(A) con A aperto semplicemente connesso.
Se w & chiusa, w € esatta.

Non mostriamo questo risultato, ma esibiamo un esempio significativo.

Esempio 1.12. - 1. Si consideri il campo

Y
F(x,y) = (—x2+y2,x2+y2) : (z,y) € A=R?\ {(0,0)}.
Si verifica facilmente che F' € C'(A) e che

0F, B oF,; B
87(%?;) = a_y(x7y> =

T

y? — 2
(22 + )2

Ciononostante il campo non puo essere conservativo (grazie al Teorema
1.7) poiché

/(Fldx + Fydy) = 2w
y

dove ~(t) = (sent, cost) per t € [0, 27].



2. Si consideri il campo (ricorda qualcosa?)

Y x
F(xvyaz):(_x2+y27x2+y270) ) (x7y7z)607

dove C' ¢ l'insieme dell’Esempio 1.9. Chiaramente F' € C'(A) e

)= 2w = B

—(x = — (1 - < @

ar Y Dy Y (22 + y?)?’

0F, _0Fy B

E@j’y) - ay (ﬂf,y) =0,

0F; _0R B

Ma come nell’esempio precedente 'integrale del campo lungo il cam-
mino y(t) = (sent,cost,0) per t € [0, 27| da 2.

Il teorema (la dimostrazione del teorema) 1.7 fornisce una maniera
costruttiva per trovare un potenziale di un campo, la funzione definita
in (3). Tale funzione dipende pero dal punto x, che si & scelto. Che
succede se si fissa un diverso punto vy, e si considera la primitiva

g(x) = /F(y) dy dove ~ unisce y, a x?
v

La funzione g cosi definita differisce da f definita in (3) per la quantita

dove 7 & un qualunque cammino che unisce z, a y,, quindi g(x) — f(x)
¢ indipendente da x, e quindi costante. Concludiamo quindi che se
esiste un potenziale ne esistono infiniti, che differiscono tra loro per
una costante.

Esempio 1.13. - Si dica se il campo

F(m,y):( 2wy 1 )

(142227 1+ 22

e conservativo. In tal caso se ne trovi una primitiva.
F & definito in tutto R2, & C'. Si verifica facilmente che ¢ anche
irrotazionale, infatti
—(z,y) = —(2,y) = ——=.
or YT gy Y T a2
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Allora esiste un potenziale. Come trovarlo? Se si integra, ad esempio,
F; rispetto alla variabile y si ha che un potenziale f deve soddisfare

1
fay) = -1y +9()
Derivando rispetto alla variabile x si ha
of 2xy ,
%(xvy> T+ a22 +9'(z).

Eguagliando tale espressione a Fj si ha che ¢'(z) = 0 da cui tutti i
potenziali sono

—1+x2+c, c € R.

Esempio 1.14. - Si dica se il campo
F(l‘,y,Z) = (2y + 1,21’ - 1722)
¢ conservativo. In tal caso se ne trovi una primitiva.

Si verifica facilmente che F' ¢ C*, definito in un aperto semplicemente
connesso (R?) e irrotazionale. Cerchiamo un potenziale f. Tale f
soddisfara

of

=L — 2 +1
aw(x,y,Z) y+1,
of

2L —or—1
ay (xﬂ y? Z) x )
of

2L — 22
aZ(ﬂs,y,Z) z

Integrando Fj rispetto a z si ha

flzy,2) =22+ g(z,y),

da cui
_of Oy
2y+1—%<1’,y72)—%($,y),
of dg
20— 1= —(z,9y,2) = =—(x,9).
ay( Y, 2) y( Y)

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ottiene che
9(x,y) = 2zy + 2 + h(y).
Derivando quest’ultima e utilizzando le informazioni precedenti si ha
che h deve soddisfare
dg

2r — 1= a—y(x,y) =2z + W (y)
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da cui infine h(y) = —y + ¢, ¢ € R. Andando a ritroso si trova infine
tutti i potenziali sono dati da

flz,y,2)=2>+2zy+2 —y+c, c € R.

Un altro modo di trovare un potenziale ¢ quello fornito, come gia os-
servato, da (3). Si tratta di scegliere un punto e di collegarlo ad un
altro generico punto con un cammino a scelta. In questo caso fissiamo
per semplicita (0,0,0) e lo colleghiamo ad un generico punto (x,y, z)
con il segmento che li unisce, cioé con il cammino

v(t) = t(z,y, 2), te|0,1].

Un potenziale allora sara dato da

f(l',y,Z) - /[Fldx + dey+ ngZ] =
v

- / (F(1)), (1))t =

1

= / [(2ty + 1)z + 2tz — 1)y + 2t2%]dt =
0

=2ry 4+ —y+ 22,

Esercizio 1.15. - Dato il campo

Yy x
F(ZE,y): <_l’2+y2’$2+y2) )

si dica se esiste un dominio A nel quale F : A — R? risulti conservativo.
In tal caso si dica se esiste un dominio massimale nel quale e possibile
definire F' in modo che risulti conservativo.

Il fatto che F non sia conservativo nel suo dominio massimale R? \
{(0,0)} (si veda I’esempio 1.12.1) non significa che non esista un sotto-
dominio di R*\{(0,0)} nel quale F ammetta potenziale. Se ad esempio,
si considera A = R?\ S, dove S ¢ una semiretta uscente dall’origine,
si ha che F ¢ irrotazionale, C'(A) e A & semplicemente connesso. Di
conseguenza un potenziale deve esserci. Integrando, ad esempio, la se-
conda componente di F' rispetto a y e ragionando come nell’Esempio
1.13 si ottengono tutti i potenziali

f(x7y):arctgg+c, ceR
x

definite pero per x # 0. Se scegliamo per semplicita la semiretta S =
{(xz,y) € R*|y = 0,z > 0} una funzione che sia C*(A) e che sia un
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potenziale in tutto A e data da

(

au"ctgg sex >0, y>0,
x

T

5 ser =0, y>0,

flz,y) = arctgg—i-w sex <0,

x

3

§7r ser =0, y<0,

arctgg—i—%r sex >0, y<O0.
x

\

il cui grafico € mostrato parzialmente in figura (limitatamente a (x,y) €

B1((0,0)) \ 9).

200 |

Analogamente si puo togliere una qualunque altra semiretta uscente
dall’origine o piu in generale una qualunque curva che sia semplice e
che parta dall’origine e vada all’infinito.

Esercizio 1.16. - Dato il campo

z y

si dica se esiste un dominio A nel quale F': A — R? risulti conservati-
vo.

Dopodiché si calcoli 'integrale di F' lungo un qualunque arco di circon-
ferenza centrata nell’origine.

Infine si calcoli I'integrale di F' lungo 1'ellisse di equazione 3x? — xy +
10y? = 1.

Il fatto che il dominio massimale nel quale F ¢ definito, cioe R? \
{(0,0)}, non sia semplicemente connesso non significa che il campo
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non sia conservativo. Integrando infatti si ottiene che

1
flx,y) =5 log(z* + y°) + ¢

al variare di ¢ € R sono tutte le primitive di F'.

Il lavoro compiuto lungo un qualunque arco di circonferenza e nullo
perché il campo in ogni punto e ortogonale a qualunque circonferenza
centrata nell’origine.

Infine, poiché il campo e conservativo, I'integrale lungo ’ellisse risulta
ZEro.

Esercizio 1.17. - Dato il campo

20 +vy T
F(l‘7y) - ((.T2 +xy)2/37 (ZL‘Q +$y)2/3 + 2y)

dire se esiste un dominio nel quale F' e conservativo.

F ¢ definito in R? meno le due rette By = {(z,y) € R?*|z = 0} e
Ry = {(x,y) € R?|z = —y}, per cui il dominio ¢ fatto da quat-
tro componenti connesse, quindi non ¢ connesso, ognuna delle quali
e semplicemente connessa. Poiché il dominio € sconnesso in ognuna
delle componenti connesse vi potra essere un potenziale differente dai
potenziali nelle altre componenti, chiaramente differente solo per una
costante. Integrando si ottiene che una generica primitiva ¢ data da

flz,y) =32 +2y)® +4y*+¢, ceR.

v

10 -5 5 10

per cui un generico potenziale sara dato da

fla,y) =3+ 29) 2+ y* + ca (z,y) € A
flxy) =3+ 29)* +y* + e (r,y) € B
flz,y) :3(x2+xy)1/3+y2+cc (x,y) e C
fl,y) =32 +2y)2 + 42 +cp (z,y) € D
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dove A, B, C, D sono le quattro componenti connesse del dominio di F’
e ¢4, Cg, Cc, Ccp generiche costanti.



