Curve

Iniziamo lo studio delle funzioni di piu variabili, in generale funzioni di
k variabili e a valori in R", cioe

f:AcCcRF SR,

con il caso piu semplice, cioe con le curve. Tale studio ci permettera
di sviluppare strumenti e concetti utili per un approccio sistematico al
caso generale. Il caso delle curve ¢ quello in cui & = 1.

1. CURVE E CURVE REGOLARI

Si consideri un intervallo I di R. Chiameremo curva una funzione
v:I—R"
Si osservi che cio e equivalente a considerare n funzioni vy, ...,7v, : [ —
R e a descrivere il punto v(¢) in R™ come (71(t), ..., 7. (t)).

Definizione 1.1 (sostegno di una curva). Si chiama sostegno di una
curva v : I — R l'immagine di I tramite .

Si supponga di avere v : I — R™ e che il suo sostegno (1) sia I' C R™.
Qualche volta si usa impropriamente il termine curva indicando l'insie-
me ' di R"™ e non la curva come ’abbiamo definita, cioe la funzione -,
ma questo sara chiaro dal contesto. In questi casi si sottointende che
andra trovata una parametrizzazione per I', cioe un intervallo I C R e
una funzione v definita in [ il cui sostegno sara I'.

Se con il termine curva possiamo confondere la parametrizzazione e
il sostegno, la stessa confusione non deve essere fatta tra sostegno di
una curva, che ¢ un sottoinsieme di R", e grafico di una curva, che
invece ¢ un sottoinsieme di R"*'. Vediamo ora alcuni esempi che ci
aluteranno a capire meglio.

Esempi 1.2. - 1. Dati due punti z,y € R?, cio¢ © = (z1,22), y =
(y1,v2) con z;,y; € R, i = 1,2, la funzione r : [0, 1] — R? definita da

r(t) = x—l—t(y—x)
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ha come sostegno il segmento che unisce il punto z al punto y.
Il segmento sostegno di r viene spesso denotato con la scrittura [z, y].

Se si considera la funzione 7 : R — R? definita
7(t) =z +tly — z)
si ha che il sostegno di 7 € una retta, in particolare la retta passante

per i punti x e y.

Altro modo di definire la stessa retta e assegnare un punto per il quale
si vuole far passare la retta ed un vettore. Ad esempio, fissati z punto
di R" e v vettore di R" si puo definire una retta come segue

r=z+tv, teR.

Scegliendo z = x e il vettore v := y — x la funzione 7 altro non e che la
retta 7 definita precedentemente.

Ci sono molti (infiniti) modi di parametrizzare una curva; in particolare
anche un segmento. Ad esempio se scegliamo z = (—1,—1) ey = (1,1)
le tre curve

r[0,1] = R?, r(t) = (=1, -1) +¢((1,1) = (=1,-1)) = (2t — 1,2t — 1),
ry: [—1,1] = R?, ro(t) = (t,t),
r3:[—1,1] = R?, ra(t) = (%, %),

parametrizzano lo stesso segmento, il segmento che unisce i punti (—1, —1)
e (1,1) e che con la nostra notazione indichiamo con [(—1,—1), (1,1)].

2. Sifissi r > 0. La curva

o1: [0,27] — R?
t —  (rcost,rsent)

ha come sostegno una circonferenza di raggio r centrata nell’origine. Si

verifichi che (01(t))* + (02(t))* = 2.

3. Sifissi r > 0. La curva

oy: [0,7] — R?
t —  (rcos2t,rsen 2t)

ha come sostegno una circonferenza di raggio r centrata nell’origine. Si
verifichi che (o1 (¢))? + (02(t))? = r2.



4. Sifissi r > 0. La curva

og: [0,6m] — R?
t —  (rcost,rsent)

ha come sostegno la stessa circonferenza dell’esempio 2.

5. Si fissino a,b > 0. La curva (il cui sostegno ¢ in Figura 2.a per
a=4,b=2)

oy [0,27] — R?
t — (acost,bsent)
2
ha come sostegno l'ellisse data dal luogo di zeri — + o 1.
a

6. Si fissino a,b > 0. La curva (il cui sostegno ¢ in Figura 2.b per
a=1,b=1)

o5: 10,21] —> R?
t —  (acosht,bsenht)
2 g2
ha come sostegno l'iperbole data dal luogo di zeri — — e 1,z > 0.
a

Figura 1 - Sostegno di o1, 03 € 03 (con r = 1)
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Figura 1
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Figura 1 - Sostegno di oy, 09 € 03 (con r = 1)
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Osservazione 1.3. - Si osservi come curve che hanno lo stesso soste-
gno, come ad esempio una circonferenza come quella evidenziata nella
figura di sopra nel caso di gy, 05 e g3, possono essere definite in domini
diversi (come nel caso di ;1 e 03 0 anche ry e 13) e avere grafici diversi,
come nel caso di o1 e 3. Si vedano a tal proposito le due figure suc-
cessive.

Figura 3 - Elica cilindrica - Immagine di oy e di oy (con r = 1)
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Poligonale - Giacché stiamo facendo degli esempi introduciamo an-
che una curva che richiameremo spesso in seguito: dati k& punti (or-
dinati) o, x1,..., 2 in R™ chiamiamo poligonale I'unione (ordinata)
dei segmenti [z;_1,2;], i = 1,... k e la denoteremo con P(xg,x1,...xx).
Ad esempio, dati i punti nel piano zo = (2,—4),z; = (3,—3),29 =
(4, 1),1’3 = (2,4),1’4 = (1,0),275 = (67 —2)71'6 = (7, 3),.T7 = (5,0), la
poligonale che unisce, nell’ordine, xg, z1, ... 27 € la curva il cui sostegno
e nella figura che segue.

Figura 5 - Esempio di poligonale

Un modo, ma ce ne sono diversi, per descrivere parametricamente una
b )
poligonale che unisce k punti, ¢ il seguente:

Zo -+ t(l’l — IL‘()) te [O, ]_] s
$1+(t—1)(l’2—l’1) t€[1,2],
v:[0,k] = R™,  A(t) = Ty + (t — 2)(x3 — 12) te (23],

Tp—1+ (t—k’+ 1)(«77k —l’k_l) te [k’— 1,]{7]

EX - Trovare un’altra parametrizzazione per la poligonale.

Curve cartesiane - Altri esempi di curve, gia note, sono tutti i grafici
di funzioni di una variabile reale e a valori in R che possono essere vi-
sti come una curva (e viceversa: una curva cartesiana puo essere vista
come un grafico).

Data una funzione f : I — R dove [ ¢ un intervallo di R si puo con-
siderare la curva y(t) := (¢, f(t)) con ¢t € I. Una curva cosi definita &
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a volte detta curva cartesiana per sottolineare che e un grafico, cioe il
sostegno di v coincide con il grafico di f.

Si osservi che queste curve sono curve in R?, cioe nel piano.

Un esempio e riportato nelle figure che seguono, dove dapprima abbia-
mo il grafico della funzione f : [0,27] — R definita da f(z) = senx
che puo anche pensato come il sostegno della curva (t) := (¢, sen (t))
con t € [0, 27], poi abbiamo il grafico di v, che sara un sottoinsieme di
R3 e non di R?!

Ovviamente anche la curva n : I — R? definita da n(t) = (f(t),t) &
una curva cartesiana.

Figura 6
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Figura 6
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Figura 7

Avremo spesso a che fare con curve continue o regolari, almeno a trat-
ti. Andiamo quindi a definire questi concetti per funzioni a valori
vettoriali. Cominciamo dalla nozione di limite.

Definizione 1.4 (limite). Dati I intervallo diR, t, € I,1 = (Iy,...1,) €
R" evy: I — R", diremo che
lim ~(t) =1

t—to
tel

se
lim |y(t)—1] =0.

t—to
tel

Nella definizione di limite scrivendo anche ¢t € I quando scriviamo
lim;_,;, per sottolineare che ¢t deve appartenere all’insieme di definizione
di 7. Se per esempio I fosse [a,b) e t, fosse a tale limite si ridurrebbe
a limy_,,+ ().

D’ora in poi, per semplicita, scriveremo soltando lim; ,;, sottointen-
dendo pero che t € I 5 t,,.

Osservazione 1.5. - Siosservi che |y(t)—1|? = (71 (¢)—11)*+. .. (. (t)—
I,)%. Di conseguenza

lim [y(t)=I|=0 seesolose  lim~;(t)=1 perognii=1,...n.
t—to t—to
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Osservazione 1.6. - Tutte le proprieta che valgono per i limiti di
funzioni di una variabile e a valori scalari vale anche per le funzioni di
una variabile e a valori vettoriali (unicita del limite, limite della somma
di due funzioni, ...).

Come conseguenza della Definizione 1.4 abbiamo la definizione di con-
tinuita in un punto ¢, per una curva definita in I > t,,.

Definizione 1.7 (continuita). Diremo che una curva v : I — R é
continua in t, € I, I intervallo di R non necessariamente aperto, se

Lim y(t) = (t).
Definizione 1.8 (derivata). Dati~y : I — R"™, I intervallo (non neces-

sariamente aperto) di R, et, € I, diremo che v & derivabile nel punto
t, se esiste come vettore di R™ il limite

t) — v(t,
A ()
t—to t—1,
tel

che denoteremo con ~'(t,). Diremo che é derivabile in I se lo é in
ogni punto di I. Diremo che ¢ C*(I) se é derivabile e la sua derivata
¢ continua in I. Diremo che ¢ C*(I) se ¢ derivabile k wvolte e la sua
derivata k-esima € continua in 1.

Un commento alla definizione: che esista il limite suddetto significa,
come abbiamo gia visto, che esistano i seguenti n limiti:

i(t) — 7ilto
(D)~ ult)
t—to t_to
tel

1=1,...n.

Che tale limite sia un vettore di R" significa che ognuno di questi limiti
e [; numero reale (cioe il limite di sopra esiste ed ¢ finito).
Inoltre nel caso in cui I fosse 'intervallo chiuso [a, b] e t, fosse a, v &
derivabile in a se esiste semplicemente la derivata destra.

Un po’ di nomenclatura - Diremo che una curva v: [ — R" ¢
regolare se v € C'(I) con |y (t)| # 0 per ogni t € I;

regolare a tratti se possiamo decomporre [ in sottointervalli di-
sgiunti I; con ¢ = 1, ...,k in modo tale che 7 sia regolare in I; per ogni

1=1,...,k;
cioe, se ad esempio I = [a, b, se esistono ty, ...t € (a,b) cont; < --- <



11

tr, tale che v ¢ regolare in |a, t1], [t,b], [titiz1]) coni=1,...k—1e
|7/ ()] = 0 (al pit) per t € {t1,...1};

C' a tratti se, supposto che I = [a, b], esistono t,...t; € (a,b) con
tp < -+ < ty, tale che v & CY([a,t1]), CY([tx,0]), C*([ts,tix1]) con
i=1,...k—1e~(t) non esiste al piu per t € {t,...t};

semplice se t; # ty implica y(t1) # 7v(t2), con almeno uno dei due
punti t; o to interno ad I (cioe puo capitare che y(t;) = 7(t2) solo se
t1 e ty sono gli estremi dell’intervallo 1);

altrimenti: se v : [a,b] — R™ ristretta all'intervallo (a,b) risulta iniet-
tiva;

chiusa se I = [a,b] e se y(a) = v(b).

Osservazione 1.9. - Facciamo notare la differenza tra curva regolare
a tratti e C' a tratti: una curva regolare a tratti & comunque C* e
in alcuni punti ha (o potrebbe avere) il modulo della derivata uguale
a zero; una curva C! a tratti ha (o potrebbe avere) in alcuni punti
derivata discontinua.

L’esempio in Figura 5 ¢ una C' a tratti, non semplice.

L’esempio 1.2.2 & invece una curva semplice. Infatti anche se v(0) =
v(27), 0 e 27 non sono punti interni all’intervallo di definizione. Tale
curva invece risulta chiusa.

In generale una curva semplice o ¢ iniettiva oppure, se non lo ¢, ¢ chiusa.

La curva r3 nell’Esempio 1.2.1 non e regolare, perché entrambe le
componenti di r4(t) = (3t% 3t?) si annullano per ¢ = 0. Poco ma-
le: & regolare a tratti. Tale curva, che come sostegno ha il segmento
[(—1,—1),(1,1)], puo essere parametrizzata in altro modo in maniera
da renderla regolare (ad esempio, le curve r; e r5 nello stesso esempio).

Un altro esempio ¢ dato dalla curva g : R — R? defnita da og(t) =

(t(t—1),t(t—1)(2t—1)) il cui sostegno (o meglio, una parte del sostegno,
visto che ¢ illimitato) ¢ mostrato in Figura 8. Si osservi che

og(t) = (2t — 1,6t* — 6t + 1)
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per cui si ha |og(t)| # 0 per ogni t. Infatti

1
2t—1=0 pertzé,

6t2—6t+1=0 pert=

di conseguenza le due componenti di o non si annullano mai contem-
poraneamente. Tale curva e regolare, non chiusa, non semplice.

Se si restringe il dominio di og a [0,1] e si considera o7 : [0,1] — R?,

o7(t) = (t(t—1),t(t—1)(2t—1)), si ottiene una curva chiusa e semplice.
Si veda il sostegno di o7 in Figura 9.

Figura 8 - Sostegno di g
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Figura 9 - Sostegno di o7

0,11 .

5-1072 | o

—5.1072 | a

0,1} |

| | | | | |
-0,25 -0,2 -0,15 -0,1-5.10"20

Questi primi esempi fanno capire come curve diverse parametrizzino
uno stesso insieme o viceversa come uno stesso insieme possa essere
parametrizzato in pit modi diversi. Introduciamo di conseguenza la
seguente definizione.

Definizione 1.10 (Curve equivalenti). Due curve v : I — R" e 7 :
J — R" si dicono equivalenti se esiste una funzione o : J — I di classe
CH(I) tale che o/(t) # 0 per ognit € J e

F(t) = v(alt)), per ogni t € 1.

La mappa o viene anche chiamata cambiamento di parametro o di
variabile o riparametrizzazione ammassibile.

Commento - 1l fatto che o/(t) # 0 per ogni t € J (¢’ & continual)
implica che o/(t) > 0 per ogni ¢t € J oppure che che /() < 0 per ogni
t € J. In particolare a € una biiezione tra J e I.

Si supponga di avere due curve equivalenti: se il cambio di variabi-
le ¢ tale che o/(t) > 0 per ogni t diremo che le due curve hanno la
stessa orientazione, nel caso in cui invece o/(t) < 0 per ogni ¢ diremo
che hanno orientazione opposta. Possiamo cosi mettere una relazione
d’equivalenza sull’insieme delle curva dicendo che due curve sono equi-
valenti se esiste un cambiamento di variabile ammissibile.

All’interno della stessa classe possiamo distinguere due sottoclassi, par-
lando cosi di curve orientate.

Da qui 'ambiguita del termine curva di cui si e parlato all’inizio del
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paragrafo. Mettendo in relazione tutte le curve che sono equivalenti tra
loro si mettono di fatto in relazione tutte le curve che hanno lo stesso
sostegno.

Vediamo un esempio: ognuna delle due curve oy e oy degli esempi 2.
e 3. ¢ una riparametrizzazione dell’altra. Per esempio, considerando
prima oy possiamo riparametrizzarla e ottenere o; considerando

t
a:[0,27] = [0,7], «at)= 3
e cosl ottenere o1(t) = oa(af(t)), t € [0,2w]. Viceversa potremmo

considerare

p:[0,7] = [0,2x],  B(t) =2t
e riparametrizzare o ottenendo o5(t) = o1(5(t)), t € [0, 7]. Si osservi
che B = a~! e viceversa.
Le curve o7 e 09 hanno la stessa orientazione e facilmente si puo veri-
ficare che o e ' sono positive.

Se si considerasse il cambio di variabile
d:[0,27] — [0,27],  O(t) =2m —t

si ha che la curva

5 2 ~ gy 2ef

a1 : 10,27 - R”, a1(t) = o1(d(t))
ha lo stesso sostegno di oy, € semplice e chiusa come lo ¢ oy, ma ha
orientazione opposta. Si osservi che §'(t) = —1. Spesso quando si ha a
che fare con curve nel piano, cio¢ curve a valori in R2, si disinguono le
due orientazioni in oraria e antioraria.

EX - Trovare due cambiamenti di variabile (diversi da quelli pro-
posti di seguito), uno con derivata prima positiva ed uno con derivata
prima negativa, tra i due intervalli [a,b] e [c, d].

La funzione

(be — ad + t(d — ¢))
b—a b—a

e un cambio di variabile con derivata positiva. Per trovarne uno con
derivata negativa ¢ sufficiente invertire i ruoli di ¢ e d. Si ottiene quindi

Bifadl > lod,  —((b-td+ (t—ap) = L)

Questi sono due funzioni lineari (o affini), ma ovviamente una qualun-
que funzione di classe C'!, strettamente crescente da [a,b] a [c, d] e con

a:la,b] — [c,d],

((b—t)e+ (t — a)d) =
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derivata mai nulla e un possibile cambio di variabile tra i due intervalli.

Coordinate polari - Ricordiamo le coordiante polari, che dovrebbe-
ro essere gid note. Sono coordinate per descrivere punti in R%. Dato
p € [0,400) e ¥ € [0,27) possiamo descrivere, alternativamente al-
la coordinate cartesiane, un punto P nel piano con la coppia (p,d). 1l
punto si individua intersecando una semiretta con una circonferenza, la
semiretta e quella uscente dall’origine che si ottiene ruotando in senso
antiorario la semiretta delle ascisse positive di un angolo ; la circon-
ferenza e quella dei punti che distano p dall’origine, come mostrato in
Figura 10.

Figura 10

Y

0,5 |

Y

0.5 15 2

Figura 1 - Sostegno di oy, 09 € 03 (con r = 1)
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—05 |
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Per passare dalla rappresentazione
(x,y) e sufficiente considerare

z(p, V) = peos,

Per il viceversa ricordiamo che

polare (p,v) a quella cartesiana

y(p, V) = psend.

(arctg% sex >0, y=0,

g sex =0, y>0,

pla,y) = Va2 +y2,  I(x,y) = arctgf—i-ﬂ sex <0, y=>0,
gﬂ ser=20, y<0,

\arctg%+27r sex <0, y<0

L’espressione di 9 si trova osservando che il punto

T )
VEE 2 /2% +
ha modulo 1, per cui sta sulla circonferenza di raggio 1. Esistera quindi
un angolo ¥ € [0, 27) tale che
T Y

S — .

A questo punto si conclude osservando che

cost =

send y

tgd = =2,
& costd =z

Forma polare - Un modo alternativo per descrivere una curva nel
piano (e solo nel piano!) ¢é la forma polare. Si usano le coordinate
polari p € [0,400) e ¥ € [0,27) descrivendo uno dei due parametri
in funzione dell’altro, tipicamente p in funzione di ¥, cioe ¢ data una
funzione f : [U1,92] — [0,+00) e la curva ¢ descritta implicitamente

da
(1) p=f)

E possibile passare dalla rappresentazione in forma parametrica alla
forma polare e viceversa usando i cambi di variabile ricordati sopra.

con ¥ € [0y, 0,].
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Esempio 1.11. - Consideriamo le curve espresse in forma polare da
(2) p=2acost+h.

Per h = 2a abbiamo la curva chiamata cardioide (si veda la Figura 11);
la cuspide e nell’origine e corrisponde a ¥ = 7. Per h > 2a la curva in
Figura 11.b, per h < 2a la curva in Figura 11.c.

Supponiamo di volerla scrivere in maniera esplicita rispetto ad un para-
metro: poiché z(p, ) = pcos? e y(p, ) = psend) e poiché conosciamo
anche p in termini di ¥ si avra che x e y dipendono di fatto solo da ¢
come segue

z(¥9) = f(9)cos? e y(¥) = f(V)send.
Quindi la curva parametrizzata (rispetto al parametro v/) sara
(3) x(¥) =2acos®? +hcos?,  y(¥)=2acosVsend + hsend.

Per cui y(¥) = (x(9),y(¥)) con ¥ € |0,27] descrive la stessa curva
indicata in (2).

Provando a ritroso si ha che 2%(9) + y*(¥) = (2a cos ¥ 4 2a)? (abbiamo
scelto h = 2a), per cui

p(9) = 2acos?V + 2a.

EX - Si scriva in forma polare la curva y(t) = (t*cost, t*sent) con
t € [0, +00), disegnata parzialmente in Figura 12.

Figura 11.a - Cardioide Figura 11.b Figura 11.c

2/y/\ ]
<[ |
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Figura 12
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2. CURVE COME LUOGHI DI ZERI DI FUNZIONI DI PIU VARIABILI

Inseriamo in questo capitolo una piccola parentesi anticipando 1'u-
so di funzioni di piu variabili, che sara forse piu chiaro quando ne
parleremo, ma che puo essere utile ad una migliore comprensione del-
I’argomento che stiamo trattando.

Le curve possono essere espresse non solo in maniera parametrica, e
quindi esplicita, ma anche implicitamente come intersezione di super-
fici o ipersuperfici.
L’esempio piu semplice puo essere il seguente: una curva nel piano
espressa come luogo di zeri di una funzione f : R? — R. Si osservi
che il grafico di f & un sottoinsieme di R3, se f & regolare tale grafico
¢ una superficie (che sara definita precisamente pit avanti). Indicando
con z,7, z nell’ordine le tre variabili di R3, con z,y le due variabili da
cui dipende f e che metteremo abitualmente nel piano orizzontale e z
la variabile nell’asse verticale, si osservi come considerare il luogo degli
zeri di f

flz,y) =0
e equivalente a considerare I'intersezione tra le due superfici

{ = f (‘T ) y)
z=0

Ad esempio la circonferenza in Figura 1 puo essere vista come il luogo
degli zeri della funzione f(z,y) = 2* + y* — 1 il cui grafico ¢ mostrato
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in Figura 13. Si noti che cio ¢ equivalente a considerare la funzione

f(z,y) = 2% + y* ed intersecarne il grafico con il piano z = 1

{ ‘= f(w,y)

Figura 13 - Paraboloide

S

Pit in generale possiamo intersecare f (z,y) = 2% + % con un piano
inclinato: si ottiene (si puo ottenere) un’ellisse (cosa si ottiene se il
piano & verticale?). Un piano che & grafico di una funzione da p : R? —
R, p(x,y) = ax+by+d & espresso come z = ax+by+d, a,b,d € R. Pin
in generale puo essere visto come luogo di zeri di una funzione di tre
variabili a valori in R, cio¢ ¢ : R® = R, q(z,y, 2) = ar+by+cz+d = 0,
a,b,c,d € R. In questo caso contempliamo piu casi, perché i piani
verticali, ottenuti considerando ¢ = 0, non possono essere visti come
grafici di una funzione come p.

Verifichiamo che il paraboloide ha come intersezione con un piano z =
azr+by+d un’ellisse se d ¢ abbastanza grande. Considerando il sistema

z=a+y?
z=ar+by+d
si ottiene

(m_g)2+ b 2_d+a2+62_4d+a2+b2
2 vy=5) = i A

che rappresenta una circonferenza di raggio 7, dove r? & (4d+a*+b%) /4,
a2+b2 . N . . . , .
sed > —%>. Tale circonferenza ¢ la proiezione sul piano zy dell’ellisse
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che cerchiamo. Ora possiamo parametrizzare l'ellisse che cerchiamo
come segue: le prime due componenti saranno quelle che descrivono la
circonferenza appena ottenuta. La curva sara quindi

b
7(75)2(g+rcost,§+rsent,...) : t € |0,2n].

La terza componente, quella lungo I’asse z, puo essere espressa usando
I'espressione z2 +y* oppure az+by+d dal momento che debbono essere
uguali affinché i punti che v descrive vogliamo stiano sull’ellisse, per
cui l'ellisse sara parmetrizzata da

a b a 2 b 2
y(t) = §+Tcost,§+rsent,<§+Tcost> + §+rsent ,  tefo,2n].

3. INTEGRALE DI UNA FUNZIONE A VALORI VETTORIALI

Data una curva v : [a,b] — R™ poniamo per definizione

/aby(t) dt = (/abyl(t) dt,/ab72(t) dt,.../ab%(t)dt>

dove ; : [a,b] — R ¢ la i-esima componente di . Per tale integrale
valgono molte delle proprieta che valgono per l'integrale di funzioni
scalari (ad esempio la linearia). Fra le altre vediamo due in modo
particolare: la prima si mostra facilmente usando I’analogo teorema per
funzioni scalari, la seconda € un po’ piu delicata, ma la dimostrazione
si rifa sempre ad un calcolo per funzioni scalari.

Teorema 3.1 (Teorema fondamentale del calcolo integrale). Se v :
[a,b] = R"™ ¢ una curva di classe C' vale

b
/ ¥ (£) dt = () — 1(a).

Lemma 3.2. Se~ : [a,b] — R™ é integrabile (cioé lo € per componenti)

allora
b b
[ roal< [ o).
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4. LUNGHEZZA DI UNA CURVA

Data una curva v : [a, b] — R" si dice suddivisione di [a, b] un insieme
finito di punti 7 = {to, t1, to, ...t} tale che

a:t0<t1<t2---<tk_1<tk:b.

Ad una suddivisione possiamo far corrispondere una poligonale P(~y(to), (1), - -

inscritta alla curva v e di vertici i punti v(¢;), @ = 0,1...k come
rappresentato in Figura 14. Definiamo lo lunghezza della poligonale
P(y(to),v(t1),...7v(tx)), e la denoteremo con I(y,T ), come segue:

U7 T) = 3 hiley) =)

Ricordando che [x,y] denota il segmento che unisce z e y la somma
di sopra altro non ¢ che la somma delle lunghezze di tutti i segmenti

Date due suddivisioni 7 e S diremo che S ¢ piu fine di T se

SOT.
Si prova facilmente (EX) che S ¢ piu fine di T si ha

1y, T) <I(v,S).

Figura 14

—0,2 | .

| |
-0,6 —-04 -0,2 0 0,2

()
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Definizione 4.1 (lunghezza di una curva). Si definisce lunghezza di
una curva vy : [a,b] — R™ la quantita

(4) 1(v; [a, b]) & sup {{(v,T) |T suddivisione di [a,b]}

cioé l'estremo superiore al variare di tutte le suddivisioni di [a,b] delle
lunghezze delle poligonali inscritte alla curva . Nel caso in cui tale
quantita ¢ finita diremo che la curva é rettificabile. Se chiaro dal con-
testo qualche volta scriveremo semplicemente I(y) anziché l(v; |a, b]).

Attenzione! Nemmeno una curva continua e definita su di un intervallo
compatto ha necessariamente lunghezza finita. Infatti {(v;[a,b]) puo
essere +00, quindi non tutte le curve sono rettificabili (continueremo a
denotare con [(v; [a, b]) la lunghezza anche nel caso questa sia 400).
A conferma di cio si consideri la curva in Figura 15 definita da

v:10,1] = R*, ~(t) = (t,tcos (%)) :
Prendendo la particolare suddivisione decrescente
7;71 = {to = 1,t1,t2, .. tm}

con 1 >t >ty >--- > 1, et; scelto in modo tale che

coS ) =1 se j dispari |, coS ) =1 se j pari ,
t t

1
cioe t; = Pt si verifica facilmente che
J

. 1 : :
U0, Tm) = 3 17() = 9(t0)] = D | cos(( + D) = = cos(jm)
j=1 j=1
| 1 1 — 1
= — + = = -
jzl J+1 oy ‘ ]Zl J
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Figura 15

0,2 .

—0,47 ! ! ! ! | ——
02 0 02 04 06 08

per cui passando all’estremo superiore su tutte le suddivisioni si ha
1
(7) 2107, Tm) 2 Z;
j=1

e poiché cio vale per ogni m € N possiamo passare al limite e ottenere

m

1
I(v) > 1 - = .
0> lin 32t
7j=1
Proposizione 4.2. Dativ: I — R" ea,b,c € I cona <b < c si ha
che

(v; [a, c]) = U(7;[a,b]) + 1(v; [b, c]) -
Senza dimostrazione -

Proposizione 4.3. Siano v: I — R", I, J due intervalli e o : J — 1

un cambio di parametro ammissibile (cioé di classe C' e o/(t) # 0 per
ogni t € J). Allora l(v;I) =1l(yoa; J).

Dimostrazione - B sufficiente osservare che data una suddivisione
{to, t1, ...t} di I Vinsieme {a (o), a1 (t1),...a " (tx)} & una suddi-
visione di J. O

Il seguente teorema e un risultato interessante perché fornisce una tec-
nica, perlomeno in molti casi, per calcolare esplicitamente 'estremo
superiore (4).
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Teorema 4.4. Sia 7y : [a,b] — R" una curva C*. Allora

tsletl) = [ (o) at.

Osservazione 4.5. - In realta ¢ sufficiente che la curva sia C! a tratti.
Sia ad esempio v : [a,b] — R™ C'([a,c]) e C'([c,b]) con ¢ € (a,b).
Allora usando la Proposizione 4.2 ci si puo limitare a calcolare [(7; [a, c])
e l(7; [c, b]) e sommare queste due quantita. Poiché negli intervalli [a, c|
e [c,b] vy risulta C! usando il teorema appena enunciato si ottiene che

c b
tslet) = [ [y @lde+ [ b a.

A tal proposito si veda anche ’Esercizio 5.3.

Dimostrazione del Teorema 4.4 - Come si fa spesso mostriamo che
valgono due disuguaglianze opposte da cui avremo 'uguaglianza. Co-
minciamo con il mostrare che I(~; [a, b]) f |7 )‘ dt. Data una poli-
gonale P inscritta a 7 associata ad una sudd1v1810ne T ={to, t1,.. .t}
di [a, b] si ha che (usando il Teorema 3.1 e il Lemma 3.2

t; t;
/ ﬂmﬁ</lﬂmﬁ
ti_1 ti_1

J J

v(t5) —(tj-1)| =

Sommando su tutti gli indici 5 si ha

=§?wm— () 21/ = [ o) a

e passando all’estremo superiore su tutte le poligonali si ottiene

1(; [a,b])</ Y/ (t)] dt .

Per mostrare la disuguaglianza opposta si fissi € > 0 arbitrariamente.
Poiché ogni componente di 7" & uniformemente continua in [a, b] (teo-
rema di Heine-Cantor) si puo trovare § = d(¢) tale che se |t — s| < ¢
stha /(t) = 7/(s)] < e. Scegliendo quindi una suddivisione T =
{to,t1,...tx} tale che |t; —t;_1] < 0 per ogni j € {1,2,...,k} in
particolare si ha

(5) V' (t) —~'(tj-1)] <e  perognije{l,2,...,k}.

Di conseguenza integrando si ottiene

(6) /tj |7’(t)|dt</j ([ (tj=0)|+e) dt = (| (t-0) | +e) (8 —tj1)

- tj-1
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Stimiamo ora la quantita [y/(t;-1)|(¢; — ¢;_1): usando 5 si ottiene

7' (8- 0)| (85 = t51) = /tj v (tj—1) dt| =

j—

tj
/ 7' (t) dt
ti_1

J

/t )+ (Vo — A 0) dt] <

j—

N

+ €(tj — tj—l) .

Usando questa stima in (6) e sommando (6) su j si ottiene

/\fy )| dt < /1 Y () dt

B Z v (&) = v(tj-1)[ +2e(b—a) =

Jj=1

=1(v,T)+2e(b—a) <Il(y;[a,b]) +2e(b—a).

Poiché la quantita 2¢ (b — a) ¢ arbitraria per larbitrarieta di € si con-

clude che [ |+/(t)| dt < 1(v; [a,b)). O

+2e(b—a)=

- IIMw

Esercizio 4.6. - Calcoliamo la lunghezza della curva v : [0,a] — R?,
v(t) = (t,t*/2). Poiché la curva ¢ C! ¢ sufficiente calcolare fol |7/ (t)] dt.
Si osservi che v € una curva cartesiana, cioe y(t) = (¢, f(t)) con f
funzione di una variabile reale e a valori reali. Calcolando il modulo
della derivata si ha

V(@) = V1+ (1)

che ¢ 'espressione generale per |y/(¢)| nel caso di curve cartesiane. Nel
nostro caso f(t) = t*/2 e si ha

V(0] = VIFE.

L’integrale, usando il cambio di variabile ¢ = senhz (ricordiamo che
cosh? 2 — senh 2z = 1), diventa

- / VIt dt =
0
1/log(a+\/1+a2)

log(a++v/1+a?)
/ cosh? z dx =

0

4 Jo

(a—i—m) ——(a—i-m) %log(a—km).

(e* +e 2 +2)dr =
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EX - Calcolare la lunghezza della curva cartesiana t +— (1, /%) con
t €[0,a?.

5. PARAMETRO D’ARCO O ASCISSA CURVILINEA

Abbiamo gia notato che alcune curve possono avere modulo della de-
rivata nullo in qualche punto e che possono esistere parametrizzazioni
diverse di uno stesso insieme, alcune regolari e altre che magari lo sono
solo a tratti (si veda I’'Esempio 1.2.1 nel primo paragrafo, funzioni r, e

T3).

Ora vedremo come esiste una maniera standard di parametrizzare una
data una curva v : [a,b] — R™ in modo tale che il modulo della derivata
sia sempre uguale ad 1.

Data ~ regolare a tratti definiamo la quantita

s = [ @)do, s lab) - 0.1 b)),

Questa quantita esprime la lunghezza dell’arco di curva tra a e t e non
e altro che I(v;[a,t]). Si osservi che la funzione s ha come immagine
I'intervallo [0, I(; [a, b])] ed & strattamente crescente, per cui & una fun-
zione invertibile. Chiamando ¢ la sua inversa ed esprimendo t rispetto
ad s si ha una funzione
t: [0,l(v:la,b)] — la,b]
s = t(s)

che ¢ un cambio di variabile. Ora le due curve
v la,b] - R"

7 :[0,1(7; [a,b])] — R™  definita da §(s) := vy o t(s) = y(t(s))

sono equivalenti. La particolarita del parametro s, detto parametro
d’arco oppure ascissa curvilinea, € che s coincide esattamente con lo
spazio percorso dall’ideale punto mobile che segue la curva. Questa
fa si che la derivata della curva cosi parametrizzata abbia sempre lun-
ghezza 1.

Attenzione! Questo significa che, da un punto di vista figurativo, la
curva e tracciata a velocita costante. Ma solo nel modulo! Perché (sia-
mo in R") la velocita potrebbe cambiare direzione e quindi subire delle
variazioni (come pure ’accelerazione).
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Ad esempio, la curva o con r = 1 dell’Esempio 1.2.2 nel primo para-
grafo ha chiaramente modulo della derivata uguale ad 1, ma la direzione
della derivata cambia.

Esempio 5.1. - Vediamo ora qualche esempio nel quale riparametriz-
ziamo secondo ’ascissa curvilinea. Consideriamo la curvars : [—1,1] —
R? dell’esempio 1. nel primo paragrafo, definita da r3(t) = (¢3,¢%). La
lunghezza di 73 & 2v/2. Poiché r4(c) = (302,302)

¢
s(t) :/ 3V20%do = V215 +1.
-1

Invertendo tale espressione si ha

(s) = (S\;;)I/g . se[0,2v2].

Valutando r3 composta con la mappa ¢ si ha

Fals) = ra(t(s)) = (£(s)%, t(s)°) = (%%) |

Tale nuova curva (che di fatto ¢ la stessa riparametrizzata) ha derivata
drs 1 1
— ) =(—,—4=] -
ds V2 V2

Esercizio 5.2. - Vediamo un altro esempio. Consideriamo la curva

v:[0,T] = R?,  ~(t) = (rcost,rsent,at)

con 7, > 0. Tale curva ha sostegno simile a quello indicato in Figura
4. Valutando il modulo di 7' si ottiene |7/(¢)| = vr? + a2 per cui

t
s(t) :/ vri4+atdo =tvr? 4 o?
0

per la lungheza della curva ¢ TVr2 + a? e

5
t(s) = ———, 5 € [O,T\/r2+a2} .

La nuova curva diventa

Y(s) == (t(s)) = <r cos L,rsen i ,Q i ) :
Vr?+a? VrZ+a? V24 a?

Valutando |/(s)| si ottiene 1.
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Esercizio 5.3. - Calcolare la lunghezza della curva
v :[0,27] — R2, Y(t) = (cost,sen’ t) .

Le singole componenti di v sono sicuramente C!, ma questo non ga-
rantisce che la curva sia regolare (potrebbe annullarsi il modulo della
derivata in qualche punto). Infatti si ha che

v'(t) = (3cos’tsent, 3sen’t cost)

e che v/(t) = (0,0) per t = 0,7/2,m,37/2. Nonostante il sostegno (si
veda I'immagine in Figura 16) possa far immaginare che la curva sia
C' a tratti, essa & C', ma regolare a tratti (a tal proposito si veda
I'Osservazione 1.9). Infatti entrambe le componenti di v sono C*.
Per calcolarne la lunghezza possiamo anche limitarci a calcolare so-
lamente la lunghezza di uno dei quattro rami e poi moltiplicare per
4.
w/2

=6.
0

sen® t

w/2 w/2
4/ 98en2t0082tdt:12/ sentcostdt =12
0 0

Volendo parametrizzare questa curva col parametro d’arco si otterra
una curva che sard C' solamente a tratti, perché avendo derivata di
modulo costante 1 nei quattro punti (1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1) non
potra avere derivate continue. Valutiamo il parametro d’arco

t
3
s(t) :/ 3cososenodo = iseHQt.
0

Limitandoci a t € (0,7/2), cosicché sent > 0 e arcsen ¢ la sua inversa,

si ha
2
t(s) :arcsenwgs, s €10,3/2].
Per s € [0,3/2] si ha

2 2
F(s) = (t(s)) = <COS3 arcsen 1 / 35 sen” arcsen 1 / 3 3) :

Usando cosa = v/1 — sen? a se cosa > 0 si ha che

Y(s) = ((1 - és) 3/2, (gs) 3/2> con s € [0,3/2]

parametrizza il primo ramo (quello colorato in rosso) della curva con
I’ascissa curvilinea.
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EX - Verificare che il modulo della derivata di ¥ e 1.

EX - Scrivere la parametrizzazione di v con I’ascissa curvilinea anche
negli altri tre rami della curva.

EX - Scrivere la curva come luogo di zeri di una funzione di due va-
riabili.

Figura 16

0,5 .

—0,5| .

Figura 16

1, -

0,8
0,6 |

0,4

0,2] |

0 [ -
| | | |

| | | |
-02 0 02 04 06 08 1 12

EX - Calcolare la lunghezza delle seguenti curve e parametrizzarle
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con l'ascissa curvilinea:
1 - (parte della spirale logaritmica) v : [0,27] — R?, v(t) = (e cost, e’ sen t);
2 - (arco di cicloide) 7y : [0,27] — R2, ~(t) = (a(t — sen t),a(l —
cost));
3-7:[a,b] = R3 ~(t) = (cosht,senht, t);
4 - (arco di parabola) y = 2% con z € [0,1] e z —y*/2—5 = 0 con
y e [_27 Q]a
5-y=logz con z € [3/4,4/3].

6. INTEGRALI CURVILINEI

Date una funzione f : A C R" — R ed una curva v : [a,b] — A dove
A e un aperto di R" possiamo considerare la funzione composta

fovy:la,b] = R

che e una funzione di una variabile reale e a valori in R. Se f ¢ una
funzione continua e y una curva regolare e semplice si definisce integrale
curvilineo (di prima specie) o integrale di linea (sempre di prima specie)
e si denota per semplicita con il simbolo

/fds
[ e la= [ 16w o).

Abbiamo gia visto un caso semplice di integrale curvilineo quando ab-
biamo definito la lunghezza di una curva. Infatti se f = 1 poiché v e

regolare si ha che
/ fds=1(v).
”

Teorema 6.1. / f ds é indipendente dalla parametrizzazione di ~y.
ol

I'integrale

Dimostrazione - B immediata. E sufficiente considerqre un cambio di
parametro « e valutare, se v ¢ definita in [a, b] e 7 in [a, b], i due integrali

fab foy(t) |7/ (t)] dt e f; foy(t)|7(t)] dt per accorgersi che sono uguali. [J
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Osservazione 6.2. - In particolare riotteniamo che la lunghezza, per
curve regolari, ¢ indipendente dalla parametrizzazione. Basta conside-
rare nel teorema precedente f = 1.

Osservazione 6.3. - Si osservi inoltre che, per il teorema preceden-
te, possiamo scegliere come parametro 1’ascissa curvilinea. In tal caso il

1)
modulo della derivata e sempre 1 e I'integrale si riduce a / f (7(3)) ds
0

con s ascissa curvilinea.

Esempio 6.4. - Calcolare l'integrale di linea / fds dove f(z,y) =
o

e y rappresenta la curva y = 2%/2, con x € [0, a.

Per cercare di capire meglio cosa si sta facendo si osservi la Figura 17:
I'integrale di linea proposto ci dara come risultato ’area sottesa dalla
funzione f(x,y) = x ristretta al sostegno, che giace sul piano zy, della
curva . Sulla destra in Figura 17 e indicata col tratteggio tale area,
sulla sinistra il sostegno della curva v (a = 1).

La curva puo essere parametrizzata da v(t) = (t,t*/2), t € [0,a] (&
una curva cartesiana) per cui |y (¢)] = |(1,t)] = v 1+ t2. 1l calcolo di
riduce quindi

¢ 1
/fds = / 1+ edi= o [(1+a®)%?—1] .
o 0
Figura 17.b
Figura 17.a
L1y
0,8 |
0,6 |
0,4+
0,2 +
| x
0,5 1

Esempio 6.5. - Sia data la circonferenza parametrizzata dalla curva
v :10,27] — R? 7(t) = (cost,sen t) e la funzione f : R* — R definita
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da f(z,y) = x (! Attenzione! la funzione f ¢ definita in R?) il cui
grafico e riportato in Figura 18.a.
Supponamo di valor calcolare
/ fds
i

che rappresenta ’area tratteggiata in Figura 18.b. Si ha che |7/(¢)| =
1 (quindi la parametrizzazione e gia rappresentata tramite l’ascissa
curvilinea, verificarlo per EX) e f(y(t)) = cos*t. Per cui si ha

2
/fds:/ cos’tdt = .
o 0

Figura 18.b

Figura 18.a

EX - Calcolare sulla circonferenza dell’esempio precedente l'integra-
le curvilineo delle seguenti funzioni definite da R? a R:

flx,y) = 22=2y, f(x,y) = ey, f(z,y) =, f(x,y) = 2% per k € N.

Esercizio 6.6. - Supponiamo di avere un filo in R? di densita variabile
p, cioe p & una funzione di tre variabili che al punto (z,y, z) associa
la densita (che potrebbe non essere omogenea) del filo. Per semplicita
possiamo definire p : R* — R dicendo che p(z,y,z) = 0 se il punto
(x,y, z) non appartiene al filo. Parametrizzando il filo con una curva
7 : la, b] — R? possiamo esprimere la massa del filo come

m::/pds.
gl
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Si osservi che se la massa del filo ¢ costante (sul filo), cioe se il filo
€ omogeneo, questo integrale curvilineo altro non e che la lunghezza
della curva =, cioe del filo, moltiplicato per p che sara la costante che
descrive la densita di massa.

Se volessivo calcolare il baricentro di una curva basterebbe valutare

i tre integrali
1 1 1
_/fldSu _/f2ds7 _/f3d87
m J, m J, m J,

fl(mayaz):xa f2($7y72):y7 fg(-fC,y,Z):Z.

dove

Se per caso la curva rappresentasse un filo nello spazio di densita
p(x,y, z) bisognerebbe valutare i tre integrali

1 1 1
_/flpd37 —/f2pd8, —/f3Pd3-
m Y m Y m v

Se la curva (o il filo) sta in R? ci si limita alle due componenti. Ad
esempio (verificarlo!), la circonferenza dell’esempio precedente ha bari-
centro in (0,0).

Altro esempio meno immediato: valutiamo il baricentro della cardioide,
indicata in Figura 11.a e parametrizzata da

v(t) = (2a(cos’t+cost), 2a(cost sent+sent)), ¢ € [0,2n] (a parametro positivo).
Si verifica facilmente che il modulo della sua derivata e dato da
|7 (t)] = 2a + 2acost.

Cominciamo con il valutarne la lunghezza (supponendo abbia densita
costante 1 questa rappresenta anche la massa). Si ha

2m 2m
I(y) = / |7/ ()] dt = / (2a + 2a cost) dt = 4ar .
0 0

Valutiamo le due coordinate del baricentro: denotando con fi, fo le
funzioni fi(z,y) =z e fo(x,y) =y si ha

/f1 ds = - fi(y@) Y (t)] dt = /27T [2a(cost + cost)](2a + 2acost) dt =
v 0 0
27

2
= / 4a*(cos’t + 2 cos*t + cost) dt = 8a® / cos’t dt = 8a’r .
0 0
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Valutiamo ora

27 2m
/f2 ds = / [y ()] dt = / [2a(costsent + sent)](2a + 2acost) dt =
gl 0 0
2

= / 4a*(2 costsent + cos’tsent +sent) dt = 0.
0

Per cui la seconda coordinata ¢ zero (data la simmetria della curva ce
lo aspettavamo). La prima coordinata ¢ data da

1 1
—/flds:—8a27r:2a.
m J, dam

Si osservi che tale quantita e strettamente positiva e, ovviamente, mi-
nore di 4a che ¢ la coordinata del punto che corrisponde a ¢ = 0 nella
parametrizzazione, cioe (4a,0).
Concludiamo osservando che se 7y € una curva chiusa nel piano il bari-
centro deve essere necessariamente un punto dell’insieme limitato che
ha il sostegno di v come bordo.

7. NORMALE PRINCIPALE E CURVATURA

Pensiamo ad una curva come alla descrizione del moto di un punto
materiale nel piano o nello spazio. Il parametro ¢ puo essere pensato
come il tempo, per cui allistante ¢ il punto occupa la posizione ().
Definiamo ora alcune quantita che da un punto intuitivo possono essere
meglio comprese con questa immagine in mente.

Si consideri una curva vy : [a,b] — R"™ di classe C?, regolare. Per
quanto riguarda le definizioni che daremo utilizzando solo la derivata
prima di « la regolaritd C? & sovrabbondante, ma per definire la cur-
vatura sara utile avere piu regolarita.

Dato t, € [a, b] il vettore

7' (t,) & detto vettore tangente alla curva in ¢, .

Il vettore 7/(t,) rappresenta anche il vettore velocita, se vogliamo pen-
sare la curva ~ come la traiettoria di un punto ideale che si muove in
R™. Si osservi che ~/(t) ¢ un vettore: il suo modulo rappresenta 'in-
tensita della velocita.

La retta tangente al punto ¢, & data da

r(t) = (o) +7' ()t —t,), teR,
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ma riparametrizzando ¢t — t, in maniera lineare, cio¢ chiamando s =
t —t, + a con « costante arbitraria, ognuna delle seguenti rette

pa(8) =v(to) + 7 (to)(s + @), seR

parametrizza la retta tangente a ~, semplicemente rappresentano delle
traslazioni rispetto a r. Per esempio anche la retta

po(s) =(to) +57(t), s €R,

parametrizza la stessa retta. EX - Convincersene!

Figura 19
Yy
20 +
15 1
10 +
5 |
‘ X
2 4 6
_5 1

Se la curva e regolare definiamo

/

(t) = (t)

' ()]

dove wversore significa vettore di norma o modulo 1. Nel caso in cui

la curva e parametrizzata con l'ascissa curvilinea si ha che il versore

tangente coincide con il vettore tangente. Si noti che allora la velocita
puo essere scritta come

'(t)

(7) 7'(t) =1 ()] ol Y @O 7() -

In quest’espressione la velocita viene scomposta in due parti, una sca-
lare, |¥'(t)|, che rappresenta l'intensita della velocita, Ualtra vettoriale,
7(t), che fornisce direzione e verso della velocita.

il versore tangente,

Osservazione 7.1. - Si osservi che vale il seguente fatto: se |y(t)| = c,
c costante, allora (y(t),~'(t)) = 0 per ogni t ((£,n) denota il prodotto
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scalare dei due vettori £, € R"), cioe il vettore y(t) ¢ ortogonale al
vettore /().

Per dimostrarlo basta fare la derivata: se |y(t)| = c allora anche |y(t)|?
e costante e quindi la sua derivata e nulla:

n

0= S0P = 53 () =23 wOnl6) = 2650,/ (0).

=1

Eil caso, ad esempio, della circonferenza parametrizzata da (cost, sen t).
Verificarlo!

La derivata della velocita ¢ detta accelerazione ed ¢ il vettore " (t). Si
consideri per esempio la circonferenza dell’osservazione precedente. Si
osservi come l'orientazione della curva sia quella antioraria, per cui il
vettore velocita in un determinato punto seguira quell’orientazione. Il
vettore accelerazione, la variazione della velocita, in questo esempio, e
un vettore che punta all’interno!

Possiamo ripetere quanto definito prima per la tangente e, se |7 (t)| #
0, definire un vettore

7
t
o(t) = vﬂ( )
[y (@)
Si osservi che se deriviamo il vettore 7 si ottiene (deriviamo componente
per componente):

d d v(t) A ONWOP =000
(8) d—Tj(t) AT NE

t ¢y (1)l ' (8]
Facciamo ora questa ipotesi: che v sia parametrizzata con ’ascissa
curvilinea. Solo con questa ipotesi le cose si semplificano e vale quanto

che ¢ un vettore di norma 1.
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stiamo per dire. Al solito denotiamo con s ’ascissa curvilinea. Si ha
che |7/(s)| = 1. Quindi, ragionando come nell’Osservazione 7.1, si ha

Ll =0 = (/s).7(s) =0

cioe 7”(s) e ortogonale a «/(s), che a sua volta & tangente alla curva.
Allora la formula (8) si semplifica come segue in virtu del fatto che
T=7" 17| =1eche (v,7") =0:

d d

Sri(s) = Zls) = 7(s)

notevolmente piu semplice di (8). Quindi 7/(s) = ~"(s) e in virtu di
questo fatto e del fatto che 4”(s) & normale alla curva e al vettore
tangente (perché stiamo usando 1'ascissa curvilineall!!) il vettore v pre-
cedentemente definito ¢ normale (od ortogonale) alla curva e al vettore
tangente e coincide, se se |7(s)| # 0, con

7'(s
u(s) = /( )
|7/(s)]
In questo caso (cioe se la curva & parametrizzata con I’ascissa curvili-
nea) analogamente a quanto fatto per la velocita in (7) si ha

= W ) 2 s

La quantita |7'(s)| & chiamata curvatura ed ¢ denotata solitamente con
k(s). Riassumendo si ha

ed ¢ il versore normale.

dove

v |7/ ()| intensita della velocita o velocita scalare

k

(
(

7(t) versore tangente alla curva nel punto ~(t),
(

f

s) = |7'(s)| curvatura (solo se si usa il parametro d’arco),

v(s) versore normale alla curva nel punto ().

Esercizio 7.2. - Vediamo un esempio che ci aiutera a capire il signifi-
cato geometrico della curvatura. Si consideri la curva

v(t) = (rcost,rsent), te[0,2n].
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Parametrizziamo questa curva col parametro d’arco. Valutiamo quindi

t
/ rdo=rt.
0

Chiamando s(t) questa quantita ed invertendola si ottiene

t(s):%s.

Quindi la curva ~ e gia parametrizzata con il parametro d’arco solo se
r = 1, altrimenti va riparametrizzata. Consideriamo quindi

A(s) == (t(s)) = (r cos f, 7 sen §) . se€0,2nr].
r r
I1 vettore velocita e dato allora da
. s s
(s) = (— sen —, cos —)
r r

il cui modulo & 1, per cui 7(s) coincide con 7/(s) e v(s) = 1. Veniamo
alla derivata seconda:

1 1
7' (s) = <——cos f, — = sen f)

r r T r

il cui modulo e %, per cui

7(s) =

S |-

S S
— Cos —, —sen —
r r

e quindi
1 s s
k(s) = —, = (— - = —) .
(s) . v(s) cos —, —sen

,
Quindi minore ¢ il raggio della circonferenza, maggiore e la curvatura.

La curvatura fornisce quindi una misura scalare di quanto “la nostra
curva si sta curvando”.

Il raggio di curvatura ¢ definito come una funzione del parametro ed e
definito (prendendo spunto dall’esempio precedente) come

Chiaramente nel caso della circonferenza dell’esercizio precedente il
raggio di curvatura ¢ costante e coincide con r.

Osservazione 7.3. - Si faccia attenzione a non essere fuorviati dagli
esempi in dimensione 2. I vettori 7(s) e v(s) formano una base (varia-
bile nel tempo, se s rappresenta il tempo) per R?. Se abbiamo a che
fare con curve in dimensione piu alta esistono infiniti vettori normali
alla curva. La normale v(s) & una di queste direzioni ed & quella lungo
la quale avviene la variazione della velocita.
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8. CURVATURA - CASO GENERALE

Non sempre ¢ agevole calcolare il parametro d’arco e quindi ripara-
metrizzare la curva per lunghezza d’arco. Di conseguenza definire, o
calcolare, la curvatura come visto nel paragarfo precedente potrebbe
essere complicato. Vediamo come si puo fare senza riparametrizzare la
curva.

Sia 7 : [a,b] — R™ di classe C?, regolare. Useremo 1’accento ~per de-
notare le quantita che useremo valutate rispetto al parametro d’arco.
Dalla definizione di parametro d’arco, s( f |7/ (0)|do, si ha

d
S50 =) =Y O] =v().
Inoltre, scrivendo 7(s) = 7(t(s)) equivalente a 7(s(t)) = 7(t) e usando
I'uguaglianza appena ottenuta, si ha
d d d d d
/ _ % ~ _ Y- “ _ (%= _
) = 570 = HE60) = £ 76550 = (79 o0 = 7(6) 00
e poiché k(s) & |7(s)| si ottiene

7' ()] = v(t) k(s) -

Esprimendo la curvatura come funzione di ¢, cioe k(t) = k(s(t)), dalla
precedente uguaglianza troviamo che

(10) k() = |Z((tt)) 3

In maniera piu complicata possiamo scrivere la curvatura usando (8)
anche in questo modo

@) = (1), 7" ()7 (1)
[y (6)* '
Questa quantita puo essere anche scritta, valutando che
Y ()" ()~ (v (75),7”(75»7’(10‘2 = Y OF Y OF = @), )1 (O,

nel modo seguente

k(t) =

VIR ()P — (y(t),7"(t))?
Y () ’

(11) k(1) =
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ma forse I'espressione piu semplice da ricordare & quella in (10), dove
v(t) = Y ()] e 7(t) = A (t)/|7/(t)]. Il raggio di curvatura rimane
definito come

p(t) == m

Casi particolari - Supponiamo di essere in R? e chiamiamo per sem-

plicta (z(t),y(t)) le due componenti di v. Valutando (11) si ottiene
che

K(t) = [’ (0)y" () —y' ()" ()] _ |/ (0)y"(t) — y' ()" (2)]
@) (0P +wm3)°
In R? si puo facilmente verificare che (11) pud essere riscritto come
segue:

vy - Y0 x @1
()]
dove a x b denota il prodotto vettoriale tra i due vettori a = (ay, as, as)
e b = (b1,be,bs) che puo essere ricordato valutando il determinante
della matrice

i j k
axb= ay Qa2 ag | = (agbg — agbz, agbl — &1b3, ale — (Ile)
by by b3

dove i, j, k rappresentano rispettivamente i tre vettori (1,0, 0), (0, 1,0),
0,0, 1).
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Da quanto visto nel capitolo precedente, considerare una funzione
r : I — con I C R equivale a considerare n funzioni r : I — R,

1=1,...,n,

r(t) = (ri(t),. .., ra(t)).
La nozione di limite e di continuita su r si traduce nelle analoghe nozioni
per le funzioni r;, che sono quindi le usuali nozioni di limite e continuita
per funzioni reali di variabile reale. Diremo quindi che r € continua in
un punto ty € I se sono continue in ty tutte le funzioni ;.

Una curva in ¢ data da una funzione continua r : [ — con [ in-
tervallo di R, limitato o meno (non necessariamente aperto o chiuso).
La richiesta della continuita nella definizione di curva serve per sot-
tolineare che la variare di ¢ € I, il punto r(¢) si muove nello spazio
con continuita, descrivendo cioe una traiettoria continua. Si definisce
il supporto o sostegno di r l'insieme

r(I)={r(t): t€ I} C R":

il sostegno di una curva non va confuso con il grafico della curva, il
quale e un sottoinsieme del prodotto cartesiano I x.

Retta e Segmento.: Dati due punti z e y in , la retta passante
per essi € parametrizzata da r : R —

r(t) = o +t(y — ).

Se si usa la stessa parametrizzazione ma definita in [0, 1], si
ottiene il segmento, che denoteremo con [x,y], congiungente
xr e y; tale segmento ¢ un segmento orientato che parte da x
(tempo t = 0) e termina in y (tempo t = 1). Se denotiamo con
v =1y — x, troviamo che

r(t) = x + tv;

se si utilizza questa notazione si sta sottolineando che il seg-
mento (semiretta o retta) individuato da r passa per il punto z
e viene percorso in direzione v.

Unione di due segmenti.: Dati tre punti distinti xq, x9, 23 €,
possiamo definire la curva unione di [z1,z5] e [zg, 23] in vari
modi; ad esempio possiamo definire 7 : [0, 2] —,

T‘(t) _ 1 +t($2—l’1) t e [O, ]_]
zo+ (t—1)(z3 —x9) t€]L,2].
Analogamente potremmo considerare 7 : [0, 1] — data da

_ xy1 + 2t(xg — 11 tel0,1/2
T(t) :{ Ty + (21(5_ 1)(1‘3—562) tg%l/Q,/lL
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come vedremo in seguito, queste due definizioni sono equivalenti
tra loro, nel senso che specificheremo.

Poligonale. : Data una collezione ordinata di punti zqg, x4, ..., xg
di punti, si definisce poligonale P di vertici xy, ..., x; 'unione
dei segmenti [z;_1,2;], 7 = 1,..., k parametrizzata quindi dalla
curva r : [0,1] —

1 1 .
T(t)zxil—i—(kt—lk )(xi_xi1>7 Zk §t§ .

Circonferenza nel piano.: Nel piano, la circonferenza di rag-
gio R > 0 centrata nell’origine puo essere parametrizzata dalla
funzione r : [0, 27r] — R?

r(t) = (Rcost, Rsent).

NS

Ellisse nel piano.: L’ellisse del piano z—z + z—z = 1 puo essere

parametrizzata dalla funzione r : [0, 27| — R?
r(t) = (acost,bsent).
Si fissi ora un punto tg € I e si consideri, per t; € I, la quantita
r(ty) —r(to) _ (7”1(751) — r1(to) ra(ty) — Tn(to))
tir —to ti—to 7 ti—to .
Avremo quindi che il limite

lim r(t) —r(to)
t1—=to t1 — 1o

= 1'(to)

esiste se e solo se esistono i limiti
’f’i(tl) — Ti(to)

lim
t1—to t1 — 1o
per ogni ¢ = 1,...,n, cioe se e solo se le componenti della curva sono

funzioni derivabili. Diremo quindi che la curva e derivabile in ¢y se
le sue componenti lo sono, mentre diremo che r € C(I) se le sue
componenti sono derivabili con derivata continua in 1.

Per quanto abbiamo visto, I’equazione

r(t) — r(to)

t — to
rappresenta la retta passante per r(ty) e r(t1), cioe la retta secante il
sostegno di r in tali punti. Se passiamo al limite per t; — tg, tale retta

tende alla tangente al supporto di r nel punto r(ty), che sara quindi
individuata dalla parametrizzazione

r(t) = r(to) + tr'(to).

T, (£) = r(to) +t
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I1 vettore r/(ty) rappresenta la velocita della curva in ty e, nel caso
' (ty) # 0, il vettore unitario

A ' (to)

T (to) =

' 17 (to)
rappresenta il versore tangente alla curva in 7(ty). Useremo anche la
nozione di velocita scalare per indicare la quantita v(t) = ||r'(¢)| e

velocita vettoriale per (t) = /().
Data una curva r : [ —, diremo che:

(1) r & regolare se r € C'(I) con r'(t) # 0 per ogni t € I;

(2) r e regolare a tratti se possiamo decomporre [ in sottointervalli
disgiunti I; con ¢ = 1,...,k in modo tale che r sia regolare in
I; perognit=1,... k;

(3) la curva si dice semplice se t; # to implica r(ty) # r(t2), con
almeno uno dei due punti ¢; o 5 interno ad I;

(4) se I = [a,b], il punto r(a) si dice primo estremo o punto iniziale
della curva, mentre r(b) si dice secondo estremo o punto finale
della curva;

(5) se I = [a,b], la curva si dice chiusa se r(a) = r(b).

Vedremo che si potra sempre ottenere la condizione r # 0 nella defi-
nizione di curva regolare: qui e stata posta per una semplice questione
di comodita. La definizione di curva semplice puo sembrare complica-
ta, ma serve semplicemente per ammettere anche curve chiuse semplici,
quali la circonferenza, in cui gli unici due punti di non iniettivita della
curva sono gli estremi.

[Curve equivalenti] Due curve r : [ — e i : J — si dicono equivalenti
se esiste una funzione «a : I — J di classe C''([) iniettiva e suriettiva
tale che o/(t) # 0 per ognit € I e

r(t) = #(a(t)), Vel

La mappa « viene anche chiamata cambiamento di parametro o ripa-
rametrizzazione ammissibile.

L’equivalenza di due curve implica 'uguaglianza dei due sostegni,
mentre il viceversa non & vero; ad esempio le due funzioni r : [0, 27| —
R? r(t) = (cost,sent) e 7 : [0,37] — R? 7(t) = (cost,sent) hanno
lo stesso sostegno ma non sono equivalenti. Per poter caratterizzare
curve equivalenti tramite il sostegno, bisogna restringersi alla classe
delle curve semplici. Abbiamo cioe il seguente risultato.

Proposizione 8.1. Siano r : [ — e 7 : J — due curve regolari e
semplici; allora le due curve sono equivalenti se e solo se hanno lo
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stegno sostegno, cioe se e solo se
r(I)=7(J).

Dimostrazione -  Si costruisce la riparametrizzazione come segue;
supponiamo che I = [a,b] e J = [¢,d] e supponiamo che le curve non
siano chiuse (altrimenti si ragiona su intervalli del tipo [a +¢,b — €]).
Per t € I, abbiamo che r(t) € r(I) = 7(J). Esiste quindi s € J tale
che 7(s) = r(t). Tale s & unico e definiamo quindi s := «(t). La mappa
a : [a,b] — [c,d] cosi definitia ¢ iniettiva e suriettiva. Si dimostra anche
che o & continua e derivabile con continuita, anche se la dimostrazione
non & immediata.

Si noti che la condizione o # 0 implica che o/ > 0 oppure o <
0; quindi « e sempre strettamente monotona. Nel caso in cui « sia
monotona crescente, avremo che due curve equivalenti avranno lo stesso
verso di percorrenza, mentre nel caso di o decrescente, il loro verso di
percorrenza sara opposto.

(1) Una riparametrizzazione per una curva r : [a,b] — ¢ data ad
esempio da

o Ja,b] = [0,1], a(t):Z:Z.

Non sara quindi restrittivo supporre sempre una curva definita
sull’intervallo [0, 1], almeno nel caso in cui I sia un intervallo
chiuso e limitato.

(2) L’arco di circonferenza r : [0, 7] — R?

r(t) = (cost,sent)

puo essere equivalentemente riparametrizzata da 7 : [—1,1] —
R2
r(t) = (t, V1 —12).

In questo caso cercare una riparametrizzazione significa cercare
una funzione « : [—1,1] — [0, 7] tale che r(«a(t)) = ¥(t), cioe

(cosa(t),sena(t)) = (t, V1 — t?).

Troviamo quindi che «(t) = arccost; tale riparametrizzione ¢
derivabile per t € (—1,1) e &/(t) = —1/+/1 —t2, cio¢ cambia
I'orientamento della curva.
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8.1. Curve nel piano. La geometria del piano permette di vedere le
curve in vari modi. Ad esempio, se viene data una funzione f : I —
R continua reale di variabile reale, allora possiamo definire in modo
canonico due curve parametrizzate r, : I — R? r,: [ — R?

ro(t) = (&, f(@),  ry(y) = (f(t), 1),
dette curve cartesiane rispettivamente rispetto ad x e rispetto ad y
definite dalla funzione f. In tal caso il sostegno delle curve r, e 7,
coincide con il grafico della funzione f, grafico rispettivamente in x e
in y. Le curve date sono regolari se e solo se f ¢ di classe C'(I) ed in
tal caso, avendosi

re(t) = (L f(1),  ryly) =(f(1).1)
la condizione 1’ # 0 ¢ automaticamente verificata.

Viceversa, se si vuole vedere una curva parametrizzata r : I — R?
come una curva cartesiana, si dovra richiedere che r sia una curva
semplice e che il sostegno di r sia un grafico, cioe che l'intersezione del
sostegno con rette verticali (nel caso di curva cartesiana rispetto alla
x) contenga al pitt un punto, mentre l'intersezione con rette orizzontali
(nel caso cartesiano rispetto alla y) contenga al pitt un punto.

Un altro modo per definire una curva nel piano e tramite 1'utiliz-
zo delle coordinate polari; in tal caso esistono sostanzialmente due
approcci, il metodo esplicito e quello parametrico.

Per metodo esplicito si intende il caso in cui nell’utilizzo delle coor-
dinate polari (r,1), il raggio r sia una funzione esplicita dell’angolo 9,
cioe r = g(9), g : [U1,92] — [0,400). In questo caso, si puo definire
una curva parametrizzata r : [J;,19,] — R? ponendo

(12) r(¥) = (rcosd, rsendd) = g()(cos ¥, sen ¥);
derivando, si ottiene
(13) r'(9) = (¢'(9) cos ¥ — g(P)send, ¢'(¥)sen v + g(19) cos 9).

La curva data sara regolare se e solo se g ¢ di classe C1 ([0, 95]).
Per metodo parametrico si intende il caso in cui sia r che ¥ sono
funzioni di un parametro t €

{ r=r(t)
9 =9(t).
In tal caso si ottiene la curva parametrizzata r : I — R?
r(t) = (r(t) cosI(t), r(t)send(t));
derivando, si ottiene anche che
r'(t) = (r'(t) cos O(t)—r(t)d (t)sen (L), ' (¢t)sen I (¢)+r(t)Y (t) cos I(t)).



46

9. LUNGHEZZA, ASCISSA CURVILINEA E INTEGRALI CURVILINEI

In questa sezione diamo la definizione di lunghezza di una curva e
forniamo un metodo di calcolo, almeno nel caso di curve regolari. La
prima osservazione ¢ che, dati due punti z,y €, la distanza tra essi
coincide con la lunghezza del segmento che li unisce, cioe

[z, y]) = llz =yl
Analogamente, data una poligonale P di vertici zy, . ..,z €, possiamo
definire la lunghezza della poligonale ponendo

k
(P) =) llwi — i
=1

Infine, data una curva r : [a,b] —, una poligonale inscritta in r € una
scelta crescente di istanti a < tg < ... < t; < b che individuano la
poligonale P di vertici definiti da

.lei:T(ti), ZZO,,]{

[Lunghezza di una curva| Data r : [a,b] — curva parametrizzata, si
definisce lunghezza di r la quantita

(14) l(r,[a,b]) = sup{l(P) : P poligonale inscritta in r}.

Nel caso in cui sia r : I —, con [ intervallo generico, si procede con
un metodo di esaustione, nel senso che si calcola la lunghezza sugli
intervalli [a,b] C I e si invade I con tali intervalli.

Diremo che la curva r e rettificabile in I se ha lunghezza finita, cioe
se l(r,I) < +o0.

Una proprieta importante della definizione della lunghezza di una
curva r : [a,b] — & che se ¢ € (a,b), allora

l(r, [a,b]) = U(r, |a, ]) 4 I(r, [c,b]).
In particolare, la funzione s : [a,b] — I(r, [a, b]) definita da

s(t) = I(r, [a,])

e una funzione monotona crescente. Tale funzione prende il nome di
ascissa curvilinea, oppure parametro o lunghezza d’arco. Per il calcolo
della lunghezza di una curva abbiamo la Proposizione 9.2, valida nel
caso di curve regolari. Prima di enunciare e dimostrare tale proposizio-
ne, introduciamo e dimostriamo alcune proprieta dell’integrazione per
curve. Se r : [a,b] — & una curva, possiamo definire il suo integrale
ragionando componente per componente;

/abr(t)dt = (/abrl(t)dt, - /ab rn(t)dt) _
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Per tale integrale vale la seguente proprieta, che enunciamo come Lem-
ma.

Lemma 9.1. Sia r: [a,b] — R una curva; allora

/abr(t)dt < /ab||r(t)|]dt.

Dimostrazione - La continuita della funzione r implica che il suo
integrale puo essere ottenuto come limite delle somme di Riemann

k—1
D ety (b — 1),
j=1
con a <ty < ... <t < b suddivisione dellintervallo [a,b]. Per la
disuguaglianza triangolare della norma, si ottiene che
k—1
Zr(t )t — <ZH (41— t5)-
j=1

Passando al limite sulle somme di Rlemann con

j:{?%_l(tj“ —tj) =0,

il lemma risulta dimostrato.

Notiamo infine, che ragionando componente per componente, nel
caso in cui 7 : [a,b] — sia una curva regolare, vale ancora il Teorema
fondamentale del calcolo integrale, cioe

/ r'(t)dt = r(b) — r(a).

Proposizione 9.2. Sia r : I — una curva regolare a tratti; allora

I(r, 1) :/I||r’(t)||dt.

In particolare, per l’ascissa curvilinea si ha
astt) .,
= t

@),

mentre la curva 7 : [0,1(r,I)] — definita da

7(s) = 7(s(t)) = r(t)
e una riparametrizzazione equivalente di r con
dr(s)
ds
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DiMm. Supponiamo per comodita I = [a,b] e r : [a,b] — regolare;
il caso generale si ottiene per additivita ed invadendo un intervallo
generico [ con intervalli chiusi e limitati. Dimostriamo quindi che la
funzione lunghezza d’arco

s(t) = U(r, [a, t])
e derivabile con §'(t) = ||7/(t)]|. Se consideriamo i puntitet+h, h > 0,
e facile rendersi conto che

(15) lr(t+h) =r@®)ll < st +h) = s(t) = 1(r, [t, ¢ + h]),

dato che t e t 4+ h definiscono una particolare partizione dell’intervallo
[t,t + h]. Sia ora P una poligonale generica individuata da una parti-
zione to, ..., 1t di [t,t + hl; grazie al teorema fondamentale del calcolo

integrale, ottemamo
t;
/ r'(T)dr
ti—1

3

k

ZH ) —r(ti) =)

=1

tk t+h
- / o'l < [ I olar
to t

Passando all’estremo superiore su tutte le partizioni:

t+h
(16) s(t+h) —s(t) =1U(r[t,t+ h]) < / v (7)]|d.
¢
Combinando (15) e (16), si ottiene infine:

r(t+ h) —r(t) s(t+h)—s(t) 1 /t+h ,
< < - dr;
| < TR < [ )
Passando al limite A — 07, dal fatto che r ¢ derivabile con continuita

si ottiene che () 0
. Ss(t+h)—s(t ,
3 tim D ).

Il caso h < 0 si tratta in modo equivalente, e quindi la prima parte del
teorema e dimostrata. Per la seconda parte, quanto detto sopra mostra
che s : [a,b] — [0,I(r,[a,b])] & una funzione strettamente monotona
crescente, quindi invertibile. Definiamo la curva 7 : [0,(r,[a,b])] —
ponendo 7(7) = r(s7Y(7)), cioe r(t) = 7(s(t)). Le curve 7 e r so-
no equivalenti con riparametrizzazione data proprio dalla lunghezza
d’arco. Infine, dalla derivata della funzione composta, si ottiene

r'(t) = gf(S(t)) = s/ ()7 (s(1)) = [[7' ()17 (s)-

k t
<> [ Wl
i=1 Y ti-1




49

Abbiamo anche la seguente proprieta, che ci assicura che la lunghezza
di una curva non dipende dalla parametrizzazione scelta.

Proposizione 9.3. Siano r : I — e 7 : J — due curve regolari
equivalenti; allora

I(r, 1) = I(F, J).

Dim. Supponiamo per comodita U'insieme I = [a,b] e J = [¢,d] e
sia « : [a,b] — [¢, d] una riparametrizzazione ammissibile; supponiamo
anche o/ > 0, da cui si deduce che a(a) = ce a(b) = d. Allora, tenendo

conto che p p
(1) = Zr(t) = Si0() = o/ (07 (1),

si ottiene, mediante il cambio di variabile 7 = a(t),

IOl
ted)= [ ol = (Ol = [ o

in quanto o’ > 0. U

Osservazione 9.4. Nel caso di curva r : [a,b] — R? piana cartesiana
rispetto ad esempio ad x, r(t) = (¢, f(t)) con f : [a,b] — R di classe
C([a, b)), la formula della lunghezza si riduce a

b
l(r,[a,b]) = / V14 f(t)%dt
che fornisce la formula della lunghezza del grafico della funzione f.

Nel caso di curva in coordinate polari esplicite, grazie alla (12) la
formula diventa:

l( [191,192 AV +g d19

mentre nel caso di curva in coordmate polari parametriche, da (13) si

1) = /1 SO+ )P0 (6t

10. CURVATURA E TERNA DI FRENET

Supponiamo di avere una curva regolare r : [a,b] —; per definire la
curvatura di r abbiamo bisogno di prendere le derivate seconde di r e
quindi supporremo r € C?(1,). Se consideriamo la riparametrizzazione
7 di r per lunghezza d’arco, abbiamo visto che [|7/(s)||*> = 1, e quindi

d ~ ~/ o ~1
0=—=((s) - 7(s)) = 2'(s) - 7(s),
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cioe il vettore 7’(s) € ortogonale a 7(s). La quantita
ki(s) = [I7"(s)]l

viene detta curvatura scalare di 7; se kz(s) # 0, possiamo quindi definire

il versore »
fia(s) = 7;”_(8)
|7 (s)]]

che viene chiamato normale principale alla curva. In questo modo
possiamo scrivere che

~/, A

7(s) = ki(s)n#(s).
Siccome non sempre e agevole calcolare il parametro d’arco e quindi
riparametrizzare la curva per lunghezza d’arco, vediamo come si puo

definire la curvatura utilizzando direttamente la parametrizzazione r.
Denoteremo con

(17) N, (t) := nz(s(t)), ke (t) := kz(s(t)).
Dal fatto che 7,(t) = 7#(s(t)) = 7(s(t)) e da (17), derivando si ottiene
che

7(t) = s (O)F" (s(8)) = [l @)l ke ()70 () = v(E)er (E) 2 (2).
Quindi, siccome 7'(t) = v(t)7-(t), otteniamo la seguente decomposizio-
ne per 'accelerazione vettoriale

a(t) :==r"(t) = v'(t)7.(t) + v*(t)k,(t) 7. (1)

°(t)

or(t)
dove abbiamo denotato con a(t) = v/(t) l'accelerazione scalare e con
o-(t) = 1/k.(t) il raggio di curvatura della curva. Si chiama cerchio
osculatore il cerchio di raggio o,(t) centrato in r(t) + o,(t)n,.(t) e con-
venuto nel piano generato da 7,.(t) e n,.(t). Se moltiplichiamo (18)
scalarmente per 7,(t) otteniamo che

a(t) = r"(t) - 7(1),
che in realta non ¢ una formula tanto interessante in quanto a(t) puo
essere calcolata derivando direttamente v(t). Conoscendo la velocita

scalare e 7,.(t), si possono ricavare la curvatura e la normale principale
mediante

(18) =a(t)7,(t) + Ay (t),

k.(t)n.(t) = r"(t) — a(t)7(¢).
Nel caso in cui la curva sia in R3, si puo anche moltiplicare la (18)
vettorialmente per 7,.(¢) in modo da ottenere

7.(t) x 7" (t) = V() k()70 (1) X 0 (2).
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Il vettore b,.(t) = 7,-(t) X n,.(t), chiamato binormale alla curva r, ha nor-
ma 1, ¢ ortogonale sia a 7,.(t) che a n,.(¢) e quindi il sistema {7,(¢), n.(), b.(¢)}
definisce una base destrorsa di R?; tale sistema viene chiamato terna
di Frenet. Se ne deduce che la curvatura di r puo essere calcolata come
N O 0]

I ()1




