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@ Dy: dominio interno al cilj 242 . -
by al cilindro x* + y —2x =0, tra il piano z = 0 ¢ 1g 5
@ Ds: dominio del I ottante al di sotto della superficie 7 = 1 — 2 — y2

14128
@ =0,
[ 1575° 2

Calcolare i seguenti integrali tripli:

‘ By X%+ y° +z2 dx dy dg; ®f/f])2(x2+y2)dxdydz;f'

@ Dy:interno della su : oo .
-1 perficie sferica di equazione x2 + y2 4 ,2
@ Ds: interno della superfici ica di : ISty =0
piano z = 0. perficie sferica di equazione x* + y2 -+ 22 = 4, al di sopra

26 Calcolare la massa e Je coordinate del bariceniro dei séguenti solidi:

Q@ parallelepipedo {0 < x <
fS(x, oy ped +{y -;: =1L0=<y <20 = z < 3}, avente densita di
@ mt_ergo della superficie sferica di equazione x? + y? + ;2 — 4, a] di sopra dei
z = U, sapendo che la densiti nel punto P & uguale alla distanz!a di P dlzll‘origﬂl

19 10
DM =18,xp = — yg = —© ,. .. :
[ B 36,3’3—9,ZB—Z,®M=8F,XB=J?B=O,ZB:

urve e superfici

1 Esercizi svolti e richiami di teoria
1.1 Curve

sercizio 4.1 — Rappresentazione parametrica

vere una rappresentazione parametrica delle seguenti curve:

£ : segmento del piano xy, da A(3, —1)a B(—1,9);
£ : segmento del piano xy, da B(—1,9)a A(3, —1);
Arxt 4 y2 —4x — 2y — 4 = 0, percorsa in senso orario a partire da (5, 1),
: (1F)Jc)2+(a:y)2 = (ab)?, cona > 0, b > 0, percorsa in senso antiorario a partire

da (0, b);
s ramo con x > 0 dell'iperbole x* — y* = 1, percorso nel verso delle y crescenti,

: segmento da A(1,2,5)a B(3, 1,0).

£ir@)y =[x0)i+ [y0li+ [z  tela bl

rende il nome di rappresentazione parametrica di £, in essa il vettore r(t) che
lall’ origine indica il punto P(x(z), y(t), z(#)) della curva, corrispondente al va-
fore ¢ del parametro & scritto a partire dalle sue componenti x(¢), y(f) e z{(¢):

#(t)
£

P(x{t), y(t), 2(t))
y(t)

/
.
s

E
i
|
b
|
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@ Aeil segmento che uni :
¢ smento sce A3, ~1) e B(--1,9 , quindi "V
~4i + 104, 1 suoi punti appartengono alia retta )+ Quindi, deto v

ox 3 —4
t: =
HEEYy
e corrispondono aj valorj i i =04 .
By in e valori di z compresi tra r = ¢ (il punto A) ez =1¢
20r(t) =3 — 4r]i [-1 4 10¢3j, tef0,1].

2y @
;ri tlti stessla curva del punto precedente, cambia il verso di perc
150 oue ggge Ia sua ra%Jresentazmne parametrica possiamo ragionare
al punto @ , ma possiamo .
. anche usare 1a sepuente 1,
generale: se una curva ha Ia rappresentazione i o

vt = [xO)i+ [yolj+ [z, rela ],
la stessa Curva, parametrizzata con verso di percorrenza opposto, &

MO =[x+ a—n]i+ [y +4 Oli+ [z +a -k,

() =3 =4 =i+ [—-1 + 1O(1 — 1)),

e ciog
L ir{t) =[—1 + 41+ [9 - 10z]5, tefo,1].

Lequazione x2 + 2

[x=x0+RCOSQ!
Y=Y+ Rsing

321 o € {O‘,j_23r] ¥a circonferenza verry percorsa in se
punto di asmgsa massima, se invece o e [
Pre In senso antiorario, a parti
ire
Nel nostro caso (X0, y0) == (2 De 1,? -p3 i i I
(ossia daf e G ) ] = 3, moltre a partire dal punto &}
SC1ssa massima) dobbiamo percorrere la circonferenzain
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ns0-orario; possiamo, come nel punto precedente, sostituire & con 27 —
ella parametrizzazione
=2+ 3cos(2m — @)
y=1+3sin(2n — @)

poiché cos(2mr — o) = cose e sin(27w — o) = — sinw otteniamo

L ir(@) =[243cosali+ [1 - 3sinali,  «<][0,2n].

lternativa, avremmo potuto osservare che sarebbe stato sufficiente cam-

2 il segno a sina.
equazione (bx)? + (ay)® = (ab)? (cona > 0,b > () si puo riscrivere

questa ¢ 'equazione di un’ellisse con centro nell’ origine e assi orizzontale
verticale uguali a @ e b rispettivamente:

1a parametrizzazione di questa elisse ¢ in genere

X =dacosua
y=hsina

£ 5
e o ha gli stessi limiti visti piit sopra per la circonferenza. Nel nostro caso,
dobbiamo percorrere 1’ellisse in senso antiorario, perd a partire dal punto

(0, b}, possiamo allora sommare Z aa, ottenendo
TN\, : TN, ,
La o) o= [acos (a -+ E)]l + [bsm (oz -+ 5)]3 a<[0,2n];

Oppure, osservando che cos(a + §) = —sina e sin(o + %) =cosa,

Ay v (?) = {—asinali + [bcos olj, a e |0, 2x].

® E sufficiente esprimere x in funzione di y: poiché x > 0 abbiamo x

v/ 1+ ¥2, scegliamo allora y come parametro (ciod 1 = ¥) e, poiché y puo
assumere qualsiasi valore reale, otteniamo

4:r(r)=[\/1+t2]i+tj, teR.
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® La procedura da seguire & la stessa del punto @, occorre solo cdns

anche le componenti in - poiché v = AB = 2i — j — 5k abbiamo

Lo r(t) =11+ 2Uli+[2— tli+[5 - 5t1k, rel0, 1]

Esercizio 4.2 — Nomenclatura
Stabilire se ciascuna delle seguenti curve ¢ chiusa, semplice, regolare:
D 4ty =fi+ 2uj+ 12k, te[0,4];
@ A r(t) = [costli+ [ —e|lj+ [sint]k, e [—m, 7]
® A :r@) =cos thi + [sin 2t]j, rell, 2ny;
Ly 1 x(0) = [Shthi + [ )], teR;

® 5 :r(t) = [costli L [sint]j + tk, t &[0, 27 (elica cilind

Soluzione
Una curva

L@ =[O+ [y0li+ 20k, ¢ ela b

2: (cii}ce chzusq se il punto iniziale e il punto finale coincidono: r(q) =
o 1;1;(]3 Semplice s€ non passa Plﬁ volte per uno stesso punto (fafta ecce:
almente, per il punto iniziale e finale nel caso di una curva chiusa):

) #F (), Y, e (a,b);
si dice regolare se x (1), y(t} e z(t) sono derivabili e

HOP+YOP+ O £0, Vi e (a, b),

@ Osserviamo che

r(0)=0,  r(4) =4i+8j+ 16k,

quindi Ia curva non & chiusa, inoltre

EOP+1YOP +[Z0F =1 +4 4 42 #0 Vte(0,4),

quindi la curva ¢ regolare; per mostrare che la

ad esempio notare che la componente in x, -ossi &
stretiamente crescente del parametro ¢, pertanto due valori ,diversi di
possono corrispondere a punti aventi la stessa asci

corrispondere allo stesso punio.
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Osserviamo che

qg_iindi £5 & chiusa; .4 non & regolare, infatti y(¢) = 7 — |¢| non & derivabile in
(=7, ), poiché perd I'unico punto di non derivabilita corrisponde a ¢ = 0,
ser ¢ # 0 abbiamo

FOPHY OP+HZOF =sinf t+1+cos’r =2 ¥t € (=, 0)U(0, 7);

poiché I’intervallo in cui.# non & regolare & stato scomposto in due intervalli
we invece essa e regolare, si dice che .4 & regolare a tratti. Per controllare
¢ .4 & semplice, cominciamo col vedere se una delle sue componenti pud
assumere lo stesso valore con diversi valori di ¢, in corrispondenza dei valori
trovati controlleremo poi le componenti restanti; cos(?;) = cos(f) se e solo
se t; = —1;; pensiamo allora che t; = y sia positivo, o meglio0 < y < =
(y dev’essere diverso da w perché ¢ = xr indica il punto finale, e dev’essere
diverso da 0, perché altrimenti , = —# = 0), ponendo f, = —y nella
rappresentazione di ./ troviamo

r(y)=[cosyli+ [ —ylj+ [siny ]k
r(—y)=lcos(—p)i+ [x — | — y[1j + [sin(—y)]k
=[cosyli+[7r —y]j+[—sinylk

é prima ¢ la seconda componente sono uguali, mentre per ogni y € (0, m)
abbiamo sin(y) # — sin(y ), quindi .% & semplice.

‘Osserviamo che r(0) = r(27) = i+ 0j, quindi la curva & chiusa, inoltre
Yi e (0, 2n)

L (OF + [Y(OF = sin® t + 4cos?(2t) = 4 — 15sin’ ¢ + 16sin* 7 > 0,

- quindi .Z3 & regolare, Per controllare se.#; & semplice, serviamoci della stessa
I tecnica del punto precedente, poiché ¢t € (0, 2), cos(f;) = cos(f;) se e solo

se tp = 27 —13, quindi ponendo rispettivamente t = y e t = 27 — ¥ troviamo
(osservando che sin(dmr — 2y ) = —sin2y)

r(y) = [cos y]i + [sin2y]j
r(2m — ) = [cos(Rm — y)Ji + [sin 227 — y)]j
=[cosyJi+ [—sin2y]j
I’equazione sin(2y) = —sin(2y) implica sin(2y) = O e per y € (0,2x)

ammette come soluziom ¥ = %, 7, zm, ricordando che ty = y, b = 2w — ¢
abbiamo

2 ‘tz—ﬁ' ,}’- tzzﬂ,' ,V
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nel primo caso leggi Ty _ (3 '
ggiamo che r(7) = r(;7), nel secondo caso #) = ;. urve piane — Rappresentazione cartesiana

non (lzog‘isponde ad alcun punto doppio, il terzo caso corrisponde al:
conclu endo, la curva ha un punto doppio: r(Z) = rGx) = 0. 1 graf
25 & il seguente: ? 2=

reizio4.3— C

pe una rappresentazione parametrica delle seguenti curve:

@ £ : ramo di parabola y = x2 -1, x e[-2,4%

@ . : semicirconferenzay = ~1— x2, xel-1,1%

le seguenti curve in forma parametrica, scriverie (ove possibile) la rappresentazione
ssiana, altrimenti spiegare perché non & possibile:

® L () =4 [cos21lj, te[0,27k

@& 7 r() =i+ [sin2e]j, ¢ e(-27 27,

® A r(t) =ttt [cos2tlj, € [0, x];

@ Poiché 7 varia in R, la curva non & chiusa, inoltre

cr(f) = t%i+ [sin2e)§, ¢ € [-m, 7]

' (OT + [y (OF = (2Sht + *Ch N2+ (—Zre*‘?‘){

ossia, raccogliendo #2,

rtesiana se & descritta come y = f(x), con
forma cartesiana pud essere sempre riscritta
— t e y(t) = f(r). Viceversa, una curvd in
ritia in forma cartesiana, dev’essere |

Ina curva piana & detta in forma ca
¢ [a, b], ovviamente una curva in
forma parametrica, ponendo x (f)
orma parametrica non sempre pud esserc sc
ibile esprimere y(¢) in funzione di x(£).

' (O + [y (OF = ¢ [4e—2’2 + (2Shz 4 (Ch t)z] —0 o

ne segue che Z; & regolare a tratti, su (—oc, 0) U (0, +00). Inolﬁ

semplice, i el = ¢
plice, infatti e™ = e % se e solo se, posto #; = 1, , = —
Lt =

(~7)*Sh(—7) = —r2Shr e . . . .
® @ Ponendo x =1, abbiamo immediatamente:

2 ey =+ [ — 1§ t e[-2,4%

Lixy =ti+|[VI7 7li, rel-1, 10

(—7¥*Sh(—7) = —7%Sht = =0,

Osserviamo che r(0) = i —3
e (V)] mentre r(27) = i+ 2wk,

quindi .5 non & ¢k

Esprimendo ¢ in funzione di x, ricaviamo

3 3

x=t1 t=x
=

{ .

t e [0,2m] [0, 8]

R
K OF + YO + [ZOF = sin*f +cos? 1+ 1 =2 Vi e (0,27
quindi %5 & regolare. Tnfine, la sua com i |

' . on :
monotona crescente, quindi ./ & Semplice,p ente rispetto a z: z(¢)

pertanto y(t} = cos 2 diventa y(t(x)) = f(x) = cos 2.%/x, e ’espressione

FA
carfesiana cercata ¢

o= |

o
\
s

A1y =cos 24, x €10, 87°].

Ci troviamo nella stessa situazione del punto precedente, P'unica differenza
Hax:dax = t3 cont € [—2m, 2m]

consiste nel campo di variazione de
troviamo ¢t = /x con x € [—&7?, 87%], pertanto I’espressione cartesiana &

-

4y =sin2¥x,  xel-8n 8]



124 Capitolo 4

@ ﬁmche _m 2questo caso possiaplo seguire la strada degli esempi pre
lax = t*cont e [0, ] ricaviamo t = /x con x € [0, m2],
I’espressione cartesiana & T

L5 1y = cos 24/x, x € [0, 72

® In‘questo caso, I’espressione x = t* con t € [—m, 7] non & inver
. ' . . ’
g[umch non v'e mo\d'O di esprimere la curva /4 in forma cartesiana. Ini
1l suo grafico non & il grafico di alcuna funzione:

.yl

Esercizio 4.4 — Curve piane — Rappresentazione polare

Scrivere una rappresentazione parametrica delle seguenti curve:
@ A:o=kp % €10,4n], (spirale di Archimede);
@ H:0=002r —8), ©el02n];

date I j ] ] f
at e sefufsnn curve in forma parametrica, scriverne (ove possibile) la rappresent
potare, altrimenti spiegare perché non & possibile:

@ A :r(t) = [2cos?tli+ [sin2e)j, ¢ e[0,x];
® Zy:x() =[tv/1-22li+ (2, rel0,13;
® Ls:r(t) =[cos’ i+ [sin’(]j, t€[0,2n] (astroide).

Soluzione

Si 1c(}ljce rappresentazione polare di una curva .# una scrittura della formﬁ
F@) (@ € [a, B]), ove ¢ e & sono le cooordinate polari del piano. 11 legam

coordi i . :
dinate cartesiane e polari x = g cos ¥, y = o sin®¥, consente, nel caso di unz

curva in forma polare, di scriverne immediatamente la forma parametrica:

e= J:l;(ﬁ),
B
l‘(?}) = [f(ﬁ) cos ﬁ]i"{“ {f('[?) Sinﬁ]j, € {CE, ﬁ]

uhln\ifgg; :;ta un? curva inlf()l.ma parametrica, & possibile scriverne la forma pol
unicarn e se le espressioni x(t} e y(t) si possono fattorizzare come il prodo
a stessa funzione f () rispettivamente per cost e sin¢.
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onendo f () = ki, abbiamo immediatamente:
4 r(®) = [k9 cos 91i+ [k sindlj, ¥ €10, 4],
pnendo f) =0Q2r —3), abbiamo immediatamente:
2 r() = [9(27 — ®) cos i + [ (27 — F) sin #1j, B €[0,2n].

curva .2 & esprimibile in forma polare se & possibile scrivere le sue com-
onenti nella forma

[f(®cos®),  [f@)sind];
soiché sin 2f = 2 sinf cost, raccogliendo 2 cos ¢ possiamo scrivere:
[2 cos? t]i + [sin2t]j = 2 cos t] cos ti + sin 1},

quindi ’equazione polare di .43 & 0 = 2cost, cont € 0,7l
7 & esprimibile in coordinate polari, se infatti raccogliamo nella sua espres-

sione ricaviamo

/1 — 2i+ 2=t [mi + rj] ,

ponendo ¢ = sin® e quindi v1 — 72 = cos ¥, se £ € 10, 1] allora ¢ € [0, 5]
¢'quindi

£ r(0) = sin® [cosBi+sin®j], O € [0, f‘zi]

¢ ’equazione polare cercata 2o =sind,cont € [0, %].
® ' La curva /5 non & immediatamente esprimibile in forma polare: infatti rac-
cogliendo cos 7 pella prima componente e sin ¢ nella seconda non rimane la

siessa funzione. Tuttavia, il grafico di./ & il seguente:
2

Y

A,
<

¢, sebbene sia evidente che ad ogni ¢ € [0, 27] corrisponda un solo valore di
o, questo legame non & di immediata scritfura.

Esercizio 4.5 — Curve intersezione di due superfici
Scrivere una rappresentazione parametrica delle seguenti curve:

) £y intersezione del piano 5Sx — 2y + 2= A con il cilindro x% + y* = 1;
@ _4: intersezione del piano 2x —z = 3 con la superficie 7 — 2x% — v 4xz=0;
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® A intersezione del cilindro x
di Viviani).

. . . . a
: : iamo porre & € [0, 4m]: peroe = 0, 27, 47 citroviamo 1n corrispondenz.
THY mr=Oconlasferar? 432 2= 1, poss

110 ] 3

i = /1 — xZ — y” menire
poiché la meta superiore della sfera ha equazione z = /1 —x* —y

i V D etrizzazione di
la meti inferiore ha equazione z = —/1 — x? — y#, la param
%3 sara allora

r-1+COSot-i+_Sinﬂf—j+ \/@ kK «el0,2n] |
7] 2 2

A (o) = ,

'l—j-cosa"i_l_ _sinaf—j_'_ _\/T;C@ k «e(@r, dn]
2 2 2

L i L . L

i bisezi i scrivere un’espressione piu
- grazie alle formule di bisezione®, possiamo allora
agevole:

23 r{o) =[M] i+ [sina]j + [sin f‘f] k, a e [0,47].

Soluzione

Per trovare una rappresentazione
perfici, pud essere utile incomicj
poi per descrivere 1a curva,

parametrica di una curva intersezione di due ¢
are a identificare un parametro, del quale sery

@ Yintersezione del cilindro x? + y?

& un’ellisse, i suoi punti sono in co
la circonferenza x2 -+ y? =

circonferenza con (cos ¥, sin 1)
X=cos?, y=sind COILiSpo
0o e cilindro) il punto di quotaz =4 —5x +2y = 4 —
pertanto un’espressione parametrica di 27 ¢

= I con il piano 5x — 2y +é
rrispodenza biunivoca con i punti.

21 1 1(f) = [cos #)i 4 [sin?]j+[4 —5cos + 2sin 1k,

: 2 2 2
@ Anche in questo €aso, iniziamo a identificare un possibile parametro: dall

quazione del piano possiamo esprimere 7 in funzione dj xX:z2=12x-3,po
poi I'equazione della superficie permette di esprimere tutto in funzione:

¥ =12 — x2 1 x7 ossia y =252 f g, possiamo porre direttamient
X =t,cont < R e scrivere

2 (1) = H 4 [\3/(2:: 3P -2 0= 3)]j +[2¢ — 3]k,

@ Lintersezione del cilindro, avente asse verticale in corrispondenza del pu
( %, 0) e raggio %, con la sfera di raggio unitario centrata nell’origine & rap
sentata da una curva “a otto

" che si depone per meta sull’emisfero superio
¢ per I"altra meta sull’emisfero inferiore,

K

sercizio 4.6 — Vettore tangente o un curva

j unto indicato:
rivere I'equazione della retta tangente alle curve qui sotto elencate, nel p

2 . .
@ A @) = 26— [1* + logtlj, P22, —4 —log 2);
. 0, m);
reR @ o =298, P3(0, )

7!'3"(2

aEs%

5 r(t) = i inflj+ 2k, P3|+/3
@ A :r(f) =[2cosili+ [tsin 1],.

. - i i nerico
g)c:t‘:lz;:z‘zrva 1 r(p), il vettore tangente a essa in corrispondenza del ge

valore di ¢ & dato daP
Y(t) = x' @i+ y' 6§+ 7 (k.

i P, & sufficien-
Per scrivere I’equazione della retta t_angielantela L 1dne 111;;21:1(; t[;gn(t:g rgépondente -
' i ir t & il valore
te conoscere il valore di ¥/ () (ove
punto P).

" ,
Infatt 1 — cosa sin § a € [0, 27] )
s ._sj_n% o € (2n, 4]

izi i in (a, b): 1a curva £ & regolare
bpossiamo allora reinterpretare la definizione di curva regolare in (a, b)
in(a, byse ' ()| £ 0prognit € {a, b).
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_Esercizio 4.7 — Curvatura

® Tl punto P(2¢, —4 — log2) corrisponde al valore ¢ = 2, infatti dalla prim _
Cerchio osculatore — Piano osculatore

componente abbiamo 2¢" = 262, pertanto ¢ == 2, controllando nella second

componente: Per ciascuna delle curve qui sotto elencate, determinare il raggio di curvatura nel punto

1 —logt 'S —4 —1log2;
DA v =B+ PUFRAE+A+H ek, P33,

inoltre, poiché

® 4 : parabola y = x2, Pr(1, 1)
. L], 9

() =2e'i — |:2t + ?jl.], = Q) =2%—- I:E]j;

33
@ A:p=(14+cos?), PB(Z’Zﬁ)'

pertanto la retta cercata &

B

@ Esprimiamo innanzitutto .25 in forma parametrica:

per la curva £ scrivere [ equazione del piano osculalore, per le curve 2h e 5, scrivere
Pequazione del cerchio osculatore.

Soluzione
Data .~ : ¥(t), dalla teoria sappiamo che la curvatura « (f) di £ nel punto corri-

spondente al generico ¢ & data da

L i r(t) =20 cos #]i 4 [2¢ sin 7], =
: sl “O="wap

operando come sopra, osserviamo che P, corrisponde a ¢ = 7; inolire. , . y sien " :
_ Sappiamo inoltre che 1’ (¢) punta verso 1’ “interno” della curva . ossia dalla parte

da cui si trova il cerchio osculatore, il cui raggio (raggio di curvatura) & dato da
R = %; inoltre, se .# € R3, ¥'(¢) e v (¢) individuano il piano osculatore della
curva nel punto corrispondente a ¢.

() =[2cos ¥ — 209 sin®]i + [2sin 0 + 20 cos 9 Jj, = ¥/ (-723)=_ni +

e pertanto la retta cercata ¢

M

® Osserviamo che P3 corrisponde a f = %. Dopodiché

@ P, corrisponde a ¢ = I, inoltre
P() = [B3+32i+ 4 40T+, P(@) = 6 [4 4+ 120005

pertanto 1'(1) = 6i + 8j + k e r’(1) = 6i + 16j. Nel punto P, la curvatura e
il raggio di curvatura sono dati da

i — 16i + 6j + 48K| 12596 R 1013
K = = ) = _—
|6 + 8j + ki 1013 2596
Il piano osculatore di .3 nel punto Py ha come vettore perpendicolare () A
(1), ossia —16i + 6j + 48k, la sua equazione & pertanto

r'(t)=[—2sint]i -+ [sint + ¢ cos £f + 2tK,

e \ T+4/3 . @
= v (3)=—Va+ ||tk

e pertanto la retta tangente & (moltiplicando r'(%) per 12)
—16x 6y +48z =2, ossia 8x —3y—24z=—L

X V3 —124/3
y {=| #/12 |+1| #4443 Parametrizziamo la parabola .4 : r(t) = ti+1%j, poiché P,(1, 1) corrisponde
z n2/36 A at? = 1 troviamo che

Yi)=i+2, V(O =2 = r()=i+2j, Q=25
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pertanto la curvatura e il raggio di curvatura quando ¢ = 1 valgono®

|2k] 2 3
K= — = — — _

1l cerchio osculatore di.# ha raggio R, il suo centro si trova a distanza

da P, nella direzione perpendicolare alla retta tangente, ossia nella direzion;
perpendicolare a r', nel verso delle y (crescenti in accordo con il verso d
questz:i direzione & individuata dal vettore v = —2i + j; per trovare il centr
sufficu;;lte aggiungere alle coordinate di P, un vettore come v, di Iunghé'z'z
paria R:

5 ¥ 7
yel=[1 1]+ 245~ =|—4 =
xe,yel =1 ]+2«/§|v| [ 4,2]

il cerchio osculatore ha quindi centro in (—4, %) e raggio R = 2+/5, Teq
zione ¢ ? :

2 7 2 5 2 ) ..
(x+4)°+ y-5) = 5«/5 = 24y 48 —Ty=

Esprimiamo /3 in forma parametrica
r(?) = (1 + cos#)[ cos #i + sinj],
e osserviamo che P; corrisponde a ¢ = 7, poiché
Y(1) =[—sint — 2cost sint}i + [cost + cos? ¢ — sin® 1],
T'(t) = [—cost —2cos?t + 2sint]i + [—sint — 4 cosz sint]j
e quindi

(BB 26

pertanto la curvatura ¢ il raggio di curvatara quando ¢ = 3 valgono

3| _ 3

K= ——— =
| -3 2

€Sj pud dimostrare che, se la curva .£'¢ data in forma cartesiana, allora la curvatura nel
(x, y(x)) e data da b

_ |y @)
11+ [y () P32
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1 centro del cerchio osculatore ¢ pertanto posto sulla verticale del punto Ps,
verso il basso (concordemente con 1) a distanza %ﬁ da Ps, e ciod nel punto

33 2 3 /3
(XC,}’C)z(Z,Z\/_—gﬁ)T— 712 )

¢ la sua equazione &

“5) ()

ossia 12x* + 12y% — 18x — 24/3y = 9.

servazione importante: Cerchi osculatori nello spazio :

che in R? & possibile parlare di cerchi osculatori; tuttavia, a differenza di quanto
ade nel piano, la loro equazione si pud scrivere sotto forma di intersezione tra
iano osculatore e la sfera che ha lo stesso centro e lo stesso raggio del cerchio

latore.

sercizio 4.8 — Terna intrinseca

la linea
i) = [+ Di+ [P - 21 + [k,

sivere la terna intrinseca velativa al punto P (3, 6, 4).

zione
la generica linea regolare . : r(f), & detta ferna intrinseca nel punto P € £

terna di versori T, N, B ove ;

& il versore tangente a £in P, diretto come r'(¢) e di lunghezza unitaria,

Q) |

0

T(@)

‘N &il versore normale a#in P, N punta nella direzione del centro del cerchio
sculatore a_#in P, pertanto T e N individuano il piano osculatore, inoltre

@) |

N = T i
O =170

B il versore binormale a.£in P, forma con T e N una terna destrorsa, quindi

B() = T(t) AN().
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sindi, nei due casi, ’integrale diventa

B
[b Y1+ L)) dx, [ Vg +1g'@)]* do.

Osserviamo che, se la linea .# ha una generica parametrizzazione in ¢, una
calcolato T & pili comodo calcolare B:

'y Ar()
B(f) = —2 7~ V)
O= g ~eor

¢ da questo ricavare N = B A T (sfruttando le proprieta della terna destrors
Nel nostro caso, P corrisponde a ¢ = 2. Poiché '

Y = 200+ B+ 20k, @] =9t + 42 4 4,

troviamo che

- Abbiamo

Y = [3:2 - HH [Ni]j

1 i
=9t =6+ +12

- dacui

(3;2 - ;—2)2 + (2«/3)2

1\ Lo 1

[2e3i + [3¢%]§ + 121k H+12§+2k 2 6 ') =
1y~ LT DK gy SEIBEK 20 Dy
Or* - 412 - 4 V164 NZSEVY]

Il
P
[
=

inoltre ¥’(r) = 2i + 6¢j, pertanto ' (1) AX7(t) = [—12¢i +4j + 612k, e
[—12¢]i + 4§ + 6%k 6 . 1 . 6
J . BQ) = —— it —j+
3615 L 14412 1 16 J73 VT3 VT3
Infine, N == B AT e quindi g

Noy oo B 18 38

B() = pertanto

* b, 0 i
| junghezza (£) = fl (3: +?2-) at = 64— 7.

Usando la formula pill sopra citata, abbiamo ¥ ()] =1+ 4x? e pertanto
1 1
lunghezza (£) = f V14 4x?dx = 2[0 V14 4x?% dx,
—1

: .
quest’integrale si calcola per sostituzione™:

1 £
2x = Sh . 2
2] 1/1+4x2dx=[2d§=c1nfdx]—*jo 1+ Sh2tCh1 dt
0

7 1 ! : 171 1 logl2-++/3]
B R e ST, PR
xfeChztdtﬁzfo(eW—e ) dt——4[2€ +2t - 5¢ ]

in definitiva

i+ k.
2993 mj 2993

Esercizio 4.9 — Lunghezza di una curva

Calcolare la lunghezza delle seguenti curve:
1
® A () = [fa+;+z]i+ [3+2¢§r]3, t el 4

® % : parabolay = x2, xe[-1,1];

® H:o=2¢e", % el0, 7] 0

@ L:x(t) =e'i+ej— 2k, t € [0, 21.

Soluzione

: 1 logi24++/3] log [2 + «/5]
. ot .
Data una curva.#: r(z) con ¢ € {a, b1, la lunghezza di .~ ¢ data dalla formula ]

171 B _
lunghezza(#) = 1 [§e2’ + 2t — -2-6 . =54 2

Usando anche in questo caso la formula Scritta sopra, poiché g(¥) = g'(h) =

¢? abbiamo [¥'(1)| = Ve’ + [’ = 2, e quindi
bis
1unghezza(j3) = ] \/Eeﬂ dt = \/E(gﬂ — ]_)
0

b
lunghezza () = f ¥ (£)| dt.

Si puo osservare che, nel caso di una curva scritta in forma cartesiana y = /i
{(x € [a, b)) e nel caso di una curva scritta in forma polare g == g(¥) (¢ € o, Bl
I’espressione |1’ (f}| diventa

1+ [f(x)])* dx in forma cartesiana
' () dt = :
Vg2 + [g'(?)]2 dv  in forma polare

P —
© dpa 2 = Shi sircavaf =1log[2 + NG
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@ In questo caso () =e'i—ej— ke quindi
WO =ve¥ +e2 42— (e"+e1)2 =g gt

= lf2 i rd =451 — os—f)
. _ = C ;
s(t) f(} sm2 T 5

i 45
s = s(f) =4(1 — co8 5) <> t = t{s) = 2arccos )

¥

pertanto

2
lunghezza(#y) = f (¢ +e Y dr =e? — 2 = 28n02.
0

ﬁparametrizzazione cercata ¢ allora

: 4—5 . 4—s\1.
Jf:r(s):[Zarccos ) —sm(Zarccos ) )]!

4 -5 .
+[1—cos(2arccos i )]J,

sercizio 4.11 — Integrali di linea di prima specie

Esercizio 4.10 — Ascissa curvilineg

Determinare la parametrizzazione i ini ] il
zzazione wn termini dell’ascissa curvilinea s della c. S
te {cicloide): e

Lir(t) = [t —sintli + [1—costlj, ¢efo, 2x].

n's < [0, 8].

alcolare i seguenti integrali di linea:

® | Yds A () = [ei+ [eM], t €0,1];
Y
Soluzione _ @ f x ds, Lyt parabola y = x?, * €10,3%
Data .#: r(t) cont e la, b], I"ascissa curvilinea s (t) rappresenta la lungh %

dell’arco compreso tra r(a) e r(z), ossia

f Tz%ds, L3 x(e) = [Pli+ [2]+ Nogtlk, ¢ €1,e].
£ 2x

’

s() =f I¥'(z)| dr.

Per riparametrizzarc #in termini di 8, € necessar
§ € scrivere ¥ in funzione di s,
Poiché

Soluzione

i0° determinare ¢ in funzi ata la curva

Zir() = [x@li+ [yl + )k, tela,bl;

¥'(1) = [1 - cost]i + [sin tlj

e c'[uir'ldri (M) = /2 "2cosz, usando le formule di bisezione (¢ € [0
quindi £ & [0, 7]) abbiamo '

()| =vZ " 2cost =2,/ ! _200” = 2sin .,
2

e P . PPN iy . . ;
Dal pun‘to'ch vista teorico €16 e sempre possibile, infatti s & una funzione crescente i
sempre possibile effettuare esplicitamente questa trasformazione nei casi particolari.

data una funzione f(x, y, z) definita in tutti i punti di.Z, Uintegrale di f lungo
Z'si calcola trasformando x, y, z ¢ anche s in funzione di ¢

b
ds=pEld = Laf(x,y,z)ds= f Flx®), y®, 2@)F' 0] dr.

uesta tipologia di integrali & detta integrali di linea di prima specie, si distipgqo—
» dagli integrali di seconda specie, di cui parleremo pitt avanti, per la Yanabﬂe
integrazione: nel caso degli integrali di prima specie, la variabile & 1’ascissa cur-
linea s, nel caso degli integrali di seconda specie le variabili d’integrazione sono
-coordinate x, y e z.
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sercmo 4.12 — Integrali di linea di prima specie
Interpretazione fisica

icentro della linea & @ x(t) = 314 4+ 61§ +

@ Abbiamo
() =3+ 4e¥, P )] = /9 4 16¢¥ = ¥/9 + 162,

inoltre

alcolare la massa e le coordinate del bar
K, € [1, 4), la cui densita lineare vale

x+z
3y

§x,y,2) =

pertanto
x L 3 !
» ; ds =[ —?e V9 + 16e% dt = [ e¥/9 + 16e¥ dt
4 0
a2 — 1/ 2 -
—[ } / Vb +9du=... = (16¢ + 9’

e si interpreta la curva £ come un filo avente densita lincare 8(x, y, z), allora la
1assa M e 1ascissa del baricentro sono date dagli integrali di linea’

1
M:[ 8(x,y,2) ds, xa=—fx5(X,y,Z) ds.
£ M Jjz

Nel nostro ¢aso v (f) = 6ti + 6j + 3t°K, quindi
I¢(0)] = v/36¢2 + 36 + 9t* = VO +2)2 = 3% +2);

202 dr = du 13

@ 11} questo caso, pmché_anche [r']| = +/1 + 4x2 pud essere scritto in funzi
di x, scriviamo tutto I'integrale in funzione di x: "

3
. 2 _
.[zggxdsmf x\/1+4x2dx:[8x4gx:udu]

L rreaum L [m]q‘s:@,

8 .Jy 0 12

2 3
uc)ﬂﬂzm)-x+7#32;’ (y+ﬁ)

3219
M= [_(3z+:2)3(t+2)dt 0

@ Calcohamor’;

/ AR |
ri¢)y=2ti+23+ ;k, (@) = . 482 +4 + lz —
f

t € [1, e] implica 2¢ + % > 0, quindi

1 4 40 181287 241716
_ ol a3l 3@+ & = . _ :
e M[] e+ 4+ 3219 70 7511
141 40 7749 20664
e Bt D dt = ) - :
Ve Mj (Bt 17307+ 2) 12195 1073
4

1, 5 40 1661871 553957

= L para s+ dr = —- _ _

e M[ (Br +17)3(7 +2) 48 = 7575 540 15022

; 1 2241
uan=m+;x—ﬁiﬂ

sercizio 4.13 — Integraili di linea di primad specie
Interpretazione geometrica

Hele all’asse 7 compresa tra la linea

yz . 2tloge
26 4+1 22241

yz 2tlogs 26> + 1 e
———— ds = —
[42;:+1 j;th-l—l t dt_2f1 logr di

= 2[1‘ logt — t]': =7,

alcolare Uarea A della superficie a generatrici para
—sinx, x € [0, 7] e la superficie di equazione 7 = f(x y) = x4/2 — ¥~

pertanto

fValgono ovviamente formule analoghe per ordinata e gquota del baricentro:

1 . 1
B=Ef=fy5(x,y,z) ds, g = ﬁ[{zé(x,y,z}ds.
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Soluzione

Data una linea £ nel piano xy e data una funz
In corrispondenza dei punti di .2, Vintegrale

/:Zf(«“ﬁ y) ds

ppf) essere visto corne I’area della su
piano xy e la superficie z = f(x, )

luzione

she per gli integrali di prima specie, anche per gli integrali di seconda specie
variabili che compaiono nell’integrale vengono trasformate nel parametro della
oa.# mentre nel caso degli integrali di prima specie ds diventava [¥/(2}| dt, ora
oli integrali compaiono dx, dye dz, che diventano rispettivamente

ione f(x, y) definita e non negaﬁv

: . ' dx = x'(t) dt, dy = V(1) de, dz = 7'(¢) dt.

perficie verticale compresa tra la linea . ® y =y

' Osserviamo innanzituito che nella parametrizzazione data per.#) il parametro
tvariadas = Oat = 1, inoltre ,

Z
dx = —e™ dt, dy = (e* + 2re®') dt;

~ pertanto

|
[{ [xy dx + dy] = / [te'(—e™")y dt + (e* +2te™) dt]
1 o

£
| ' 2 2 1, o] _ 2 1
= — T 2te”| dt = | =517+t = — .
fﬂ[t-l—e+ ] [2 —I—e]e e

€T

Nel nostro caso, (usando direttamente Ia parametrizzazione in x)

X'} = /1 - cos?x, fx,sinx) = xv'2 - sin® x,

) Usando x come parametro, x variadax = 0 ax =2, inoltre dy = d(x?) =
2x dx, pertanto

1 2 241
f |:x dx+———y+ dy] =f [xdx+x——w+ 2x dx]
£ x+2 0 x+2

2 241 2r2xd 4+ x2 4+ 4x
=f [x_;_fj__zx]dx:ﬁf [_)Lix_]dx
0 x+2 0 x+2

2 " 20 - 58
::f [2x2—3x+10——m—~—]dx=...=———~2010g2.
0 X 3

pertanto

e, usando le formule di biserione,

x{1 + cog? - " 1+ cos2x
fo ( 0s” x) dx fox(1+ 3 dx":--.:%n'z‘

Esercizio 4.14 —

+2

@ Osserviamo innanzitutto che nella parametrizzazione data per 43, concorde-
menie al verso di percorrenza prescelto, il parametro ¢ variadat =eat = 1,
inoltre (dy non compare nella formula)

Integrali di linea di seconda specie
Calcolare i seguent; integrali di linea;

1
dx = 2¢ dt, dzm?dt;

® [f [xy dx + dy], A {r(t) = [e™"li + [te*]j
1 percorsada (1,0) a (e71, ¢2) ;

y+1
@ ,[Q[de+x+2dy]’ ,fz;{pambolay=x2, .
percorsada (0,0 a (2,4) °

pertanto (attenzione agli estremi d’integrazione. . )

! ' 1
[[xyzdexzdzlﬂf [2f310gt-(2r)dr—r210gt-?dr]
L3 e

€ 94 25¢% — 64¢°
=— f [4:4 - t] logt df = integrando per parti = T 1600 - ‘.
1

® [g [oyzdx—xzde), 4 {rm = [+ 20 + Mlog ]k,
3 percorsa da (e?, 2e, a1,z 0.



