162 Misura e integrazione

208. Dire per quali valori di « la funzione

xZ,yﬂt
1—cosy +sin’z

¢ sommabile nel triangolo di vertici (0,0), (1,00 e (1, 1).

209! Dimostrare che se 4 : R — R & misurabile, ¢ f : R — R & un diffeomorfi
funzione invertibile e di classe (! assieme alla sua inversa), allora uwo f & mis

Generalita

gminciamo col richiamare alcune definizioni che abbiamo introdotto nel capi-
7 delle Lezioni. '
Una curva in R® & un’applicazione ¢ di un intervallo [a,b] in R, La curva si
continug [o differenziabile, o in generale di classe (%] se & tale la funzione
sa si dice poi regolare se & differenziabile e la derivata ¢’ non si annulla
in (a,b). Infine, la curva ¢ si dice regolare a tratti se & continua e se &
sibile dividere I'intervallo (a,b) in un numero finito di intervaili, in ognuno
uali la curva & regolare. .
Se ¢ & una corva regolare € tp € (a,b) (0 anche se o & regolare a tratti, e ¢ &
rno a uno degli intervalli di regolariti), il vettore ¢'(fp) non & nullo, e definisce
direzione T(fp) = ©'(t0)/|'(f0)|, tangente alla curva nel punto Xy = p(fo). La
a p(t) +t'(tg), — oo < t < +00, & Una retta, tangente a @ in xg = (). Un
0 x € R” appartiene alla tangente se e solo se X = (tg) + i (to), ovvero se
ettore X — X & proporzionale a ' (o).
el caso di due variabili, indicheremo con (%), ygt) le componenti del vetiore
In questo caso, se X = (z,y) & un punto posto sulla retta tangente alla curva
nel punto (zo,y0) = (w(to), y(0)), risulta = — zg = t2'(f) & ¥ — yo = ty'(to), ©
gitiidi la retta tangente ha equazione

Y (to)(x — 20) = 2'(t)(y — Yo)-
Similmente, la retta normale alla curva avra equazione
&' (to)(z — m0) +3'(to)(y — yo) = 0.

Esempio 1.1

a cicloide, di equazione parametrica
{m(t)=twsint

O <t<2m)
y(t)=1—cost
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& una curva regolare, date che il vettore ©'(£) = (1—cos £, sin £) non si an

in (0,27). Essa non sarebbe tale se la considerassimo ad esempio nel
[0,4x], dato che ©'(2n) =0. = )

unghezza di una curva

@ : la,b] — R™ una curva regolare a tratti. Si definisce lunghezza di ¢ la

Esempio 1.2 34 (Lezioni, cap. 7, §2)

La curva di equazione

{z(t) =¢{l -1
yt) =1+t

b

= _[ ') dt.

0<t<2)

& regolare, in quanto ¥ = | non si annulla mai. La retta tangente nel pun
corrispondente al valore ¢ = 1, ha equazione = =2 — y; mentre la retta y — 2
¢ normale a  nello stesso punto. w

Analogamente, in tre dimensioni, indicando con z(t), y(t) e 2(t) le ¢o
della curva (t), la retta tangente ha equazione parametrica X = p(tg) +1
qui, eliminando il parametro t: '

T_T0_Y_Y_E-#& : 2m ¢
(o)  y'(a)  2'() Lp) = f 2 sin gdt =8. =
Q

1 corrispondente piano normale avra allora equazione

' (to)(z — z0) + ¥ (to Xy — wo) + 2 (to)(z — z0) = 0. . .
maniera analoga si trova la lunghezza della curva dell’Esempio 1.2. Si ha

(1 — 2¢,1), e dunque

Esercizi

Trovare 'equazione della retta tangente ¢ della retta (o del piano) normale_:-:__a
seguenti, nei puntl indicati a lato.

2 3
1
[V(Zt—1)2+ldt=-2—/\Iu2+ldu=
s}

0

at) =1, y® =1 (1,1

z-—ﬁs\fﬁ+§+%ln(3+\/ﬁ)—%1“(\/541)' "

1.

2.zt =sint, yt)=nr—1 0,0
doo=e®, yd=t+he+1) (1,0
4,

1 T
t) = sintcost — 1) = cos® t + —— (w— 1)
=(t) 08t — 1, y(t) =cos +smt 7

5

) =1In(l — 1), yity=t— (0,0) : alcolare la lunghezza delle seguenti curve:

. 1 3
2E) = sin?, pity=cos?Pr | —, if 2

i Vi

7. 2(f) =1 —arctgt, yt)=1—1 (1_%,0)

8 s =t, yii)=14, z(t):%lE (1,1,1).



13. = =cos?¢, 7y =costsint (ogtg g)

14.

COs2¢
15, z = 2
16.

17, z2=43, y=t2 @<t< D

Non di rado ’equazione della curva & data prendendo una delle coordinate ¢
esempio la x) come parametro. Si ha allora 'equazione parametrica

{:::(t) =1

(a) Curve cartesiane

, y=cosSf, z=sin’t (——

0 pill semplicemente

¥ = f(z).

In questo caso la lunghezza di ¢ & data dall’integrale

b
f V1 i) da,

Esempio 2.3

Calcolare la lunghezza della curva y=In{l — z2) tra due estremi

—l<a<b<cl

L{p) =1n

(1+6)1 — a)

(1 —-b)l+a)

z=aresint, y=In(l+t) ©<t< 1)

=32 410t y=4t2+5t (1<t <)

(e<t<b)
y(&) = f(®)

~b+a. =

z=acoshicost, y=acoshisini, z=at @<t <)

Curve e mp erfici l Ca Lunghezza di una curva

y=Incosz (053;3

y=m3/2 (nggé)

Ly =2 e@<z<h

= o(#) cos &
'y = o(?) sin 9.

le curva si ha

V@ + g (D)2 do.

)

: 4 372
v=(3+2)" 0<z<p

s y=2-2/z I<z<4

=z+e® 0<z<Iny

=@3+20P2 0<z <

31
<

m-_(ﬂ)z +3' (9 = o) + ¢ (9)2,

e la lunghezza di o & data dall’integrale

MU oy=z+2/5 0<z <)
26. y=coshz (— 1<z <)
3 4
28. y= - -
y=Inz (4Sz53)
30 y=yT-z 0<z<D
32. V2y =Insinz (

<z <

I
S

NS

M.oy=2" <z <

36. y=2/3, z=Inz <5 <2,

alcuni casi I'equazione della curva ¢ ¢ data in coordinate polari, assegnando
b810 vettore p in funzione dell’angolo ¢ : g = p(#), con a < 4 < b-Il passaggio
{uazione parametrica non & difficile; si ha infatti
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Esempio 2.4

La spirale ha equazione ¢ =1 in coordinate polari. La sna lunghezza &

[b\/l TR +Intb+ VI+6D) - av1+a - ln(a+Viva

b
f Vi+92dd = %
a
Esempio 2.5

La spirale logaritmica ha equazione p = ¢’. La sua lunghezza & quindi:
b
/ V2 d9 = /2 (b — e®). m
J .

L’uso di coordinate polari o cilindriche & spesso utile per calcolare 1a lung]
di curve in tre dimensioni, che abbiano il sostegno contenuto su una sfera.
cilindro. Un tipico esempio & dato dall’elica cilindrica, di equazioni param
z=cos® '
y =sin ¢ (a<<d<b)
z=1

Con semplici calcoli si frova in questo caso

b
L(@)=/\/5d@9=\/§(bwa)-

In generale, se la curva ha equazione
z=g(9) cos ¥, y= o(@) sind, z= @&,

la sua lunghezza & data dall’integrale

b
f Vo2 + g7 + FI(H2dY.

Esempio 2.6

Si calcoli la lunghezza della curva formata dall’intersezione del cilindro
=4 con il grafico della funzione z = Iny, contenata nel semispazio

l Lunghezza di una curva

’equazione parametrica della curva in questione & data in coordinate cilindriche

xr=2cost
y=2sind
z =In(2 sin 9).

5%
6

1

oiché y > 1, sard sin & > 3 e dungue % << . Si ha allora

5u /6 Sa/6

L(‘P):Z[ md’ﬂ:?,f %:4]11(24.%).

/6

o= # (0 < ¥ < 4 (spirale cubica) 40, p=¢¥, 2= (©<H<n2).
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. o . . . ¢ TR B S (l<t<§)
Se invece m & dispari (m =2k — 1), st dovra ricorrere alla sostituzione 2 Y TEES Y 2="=35
+1 =142 che conduce all’integrale ’

’T

% t d
-m (2 — 1)s to=

(¢) Integrali curvilinei

/ a?+ylds, p=g=0 O<I<2m

%]

s Y=y=zlnz <<

B o

Insieme alla lunghezza di una curva, si pud definire lintegrale di una funz

lungo una curva, Sia @ [a,b] — R" una curva regolare a tratti, e sia Ffx)
funzione continua in un aperto A che contiene il sostegno di . Si defi
integrale di f lungo la curva o

yds, =g =t—sint, y=1-cost {0<t<2m)

it . ‘
[yzds, ,,.::,y=e55 (OSISEHZ)

'T : .

'

b
[ s | semne e

Vzds, y=iz=cost, y=sint, z=£ 0<t <)
v

Esempio 2.8

5
/yds, p::y:Vl-Hrz O<a<
©

Calcolare I'integrale

f:r:ds,

©

) ) x
u ds, 7=z =cost, y=sint (Ogtg—).
14927 2

it

dove o & la curva y = 52 0 <z <a).

3 Curve rettificabili
Si -ha

ia ¢ : [a,b] — R™ una curva, ¢ sia P una partizione dell’intervallo [a, b], effet-
ita mediante i punt ‘

f&:dsz/m\/1+4m2dm:% {(1+4a2)3/2— 1}. .
0 o

a.=t[}<t1<...<tN;1<tN:b.
P

Alla partizione P corrisponde la poligonale di vertici olto), o), ..., eltr_1),
Esercizi

o(ty), la cui lunghezza & data dalla formula

- - - y. a N—.;
Calcolare i seguenti mtegralt curvilinei:

LPY= X el — o).

41, /mzds, T=y=2+Ing 1<zs<

Indichiamo ora con V(p) Pestremo superiore di questa quantitd, ajl v.ariare di
fa tutte le partizioni dell’intervallo [a, b]. Abbiamo visto nelle Lezioni (cap. 7,
- che se ¢ & una curva regolare a tratti si ha

y
42, /\/l_yzds, T E=C08t, y=sint (0<t < q)
4

43-f Y ds, y=z=cost, u=cosi¢sins O<i<x/ny
Vit +y? o
N

b
Vip) = Lip) = f I (8] .
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Curve reitificabili

D’altra parte, mentre la quantith L(p) ha senso solo per curve di clasg
o al pit di classe C! a tratti, la V() si pud definire per una qualsiasi cury;

particolare per ogni curva continua. Possiamo allora porre la seguente curva di equazione y =2 $in 2 o retificabile in [0, 1], In altre parcl,

zione f(z) = sin — non & a variazione limitata. Se infatti si prendono i punti
: xr

Definizione 3.1 Una curva ¢ :[a,b] = R* si dice rettificabile se

Vip) < +co. 2/kw, risulta

TR . - - . . - _(— 1)82
La quantitd V(yp) si chiama variazione totale dell’applicazione . Se f(@25) =0, f(@2s41) = 2s+ D’
curva reitificabile, si dice anche che ¢, considerata come funzione da.-[4
R", ¢ a variazione limitata. E evidente da quanto detto sopra, che ung fun
di classe C! & a variazione limitata. In generale il viceversa non sussiste N
risulta chiaro dal seguente esempio. 3 by
gl |f(93k+1) - f(wk)‘ -4 (s+ 1y

Esempio 3.1
P i avra pertanto

Ogni funzione f :a,b] — R, crescente e limitata, & a variazione limitat:

N
ha V(f) = f(8) — f(a). | V2L o
Risulta infatti per ogni partizione dell'intervallo [a, b] =t s+l

1 ndi, per Uarbitrarietd di N,

N N1
2 f(ten) — fite)l= ]g(f(tkﬂ) = fted) = f(®) — f(a).

=0

20

2
V(f)2£m=+°°-'

ol

Allo stesso modo si dimostra che una funzione decrescente & a variaziofi

fata. = Esercizi

Se f ¢ a variazione limitata, la curva ¢ di equazione z = t, y=f(t), 0 piu_'b

& i 5 52. Dimostrate che ogni funzione f: E — R®, a variazione limitata in un insieme E C R,
mente y = f(x), & rettificabile, ed essendo = :

mitata.

53 Sia ¢, : [a,b] — R” una successione di curve rrettiﬁcabili (ovvero, il che & lo stesso,

lo(trer) — @lEe)| = Vg — t)?2 + [fer1) — fE? < fonzioni a variazione limitata), convergente puntualmente in 1a,b] "2 una curva p.

< ter — x| + | F ) — FE0)), o
Vip) < min m Vig,).

risulterd | |

n particolare, se la successione V(p,) & limitata, la curva ¢ & rettificabile.

4. Dimostrare che se 7 & g sono due funzioni a variazione limitata, la funzione f+g &

inzione limitata, € si ha V(f+g) < V(/+V{g). Inolire, per ogni AR la funzigng bYi

Variazione limitata, e V(Af) = |]AV(f). Lo spazio delle funzioni a va-riazione limitata

fa,b] & dunque uno spazio vettoriale, che si indica con BV ([e,b}) (dall'inglese Bounded
ion).

Vie)<b—a+V(f).

Viceversa, se ¢ & retiificabile, f & a variazione limitata, e si ha V(f) <
Un caso non privo di interesse si ha quando f(z) & la funzione di.Canf
(Lezioni, cap. 5, Esempio 3.4). Per quanto appena visto, la curva p di equa
y = f(z), che ha per sostegno il grafico di f, & rettificabile, e si ha V() <

non essendo regolare a tratti, dato che la funzione f non & derivabile in 1
punto dell’insieme di Cantor.

5* Dimostrare che la quantitd

I llsy = Ul + V(D

2 norma in BV (le,b]), ¢ che BV (la,b]) & uno spazio di Banach,




