Capitolo 1

EsERrciz1o 1.1 - Studiare la convergenza della serie
> et
n=0 i

e calcolarne la somma.

Soluzione 1.1 - Calcolando il seguente limite

1
lim {— = -
n 3n

si ha che il raggio ¢ 3. Conclusione: la serie converge (puntualmente) in
(—3,3) e non converge (puntualmente) in (—oo, —3) U (3, 4+00). Vediamo in
3 e —3 che succede.

s 1 1
—(—=3)" mnon converge, —3" di
nzz:l 3n g nzz:l 3n iverge

Conclusione: si ha convergenza puntuale (solo) in (—3,3). Vediamo gli altri
tipi di convergenza.

Teorema 1.1 Una serie di potenze centrata in 0 converge totalmente in
ogni intervallo chiuso del tipo [—a,a] con a < p.

Si ha di conseguenza convergenza totale, e quindi uniforme, in ogni intervallo
[—a,a] con a < 3. Vediamo se si ha convergenza uniforme anche in (-3, 3).
Ragionando come al solito (si veda, ad esempio, la risoluzione dell’esercizio
?7?) si deduce che la serie non puo convergere uniformemente in (—3,3) e

1
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quindi nemmeno totalmente.
Si osservi che la serie ha come somma la funzione

EsErcizio 1.2 - Studiare il comportamento della serie

o0
n!
nn

n=1

n

Soluzione 1.2 - Usiamo una conseguenza del seguente risultato.

Teorema 1.2 Sia a, serie a termini positivi. Si ha

.., 0py1 Ap41
lim inf —F ntl
n ap,

<liminf a, <limsup /a, < limsup

n n n Qn
Conseguenza: se esiste il limite del rapporto esiste anche quello della radi-
ce n-esima e sono uguali. Allora calcoliamo il limite della radice n-esima
calcolando il rapporto.

(&

. (n+1)! 0™ n \» 1
hmi—:lm< > =
n (n+ 1)nt+l nl n \n+1

quindi vi ¢ convergenza puntuale in (—e, e) e non vi ¢ in (—oo, —e)U(e, +00).
Vediamo gli estremi:

= zk Znk_nn
eng — uindi per r = n e”zg — > —
oo K7l

k=0 k=0

per cui
n!
La serie quindi non converge per x = —e e diverge a +0o per x = e. Ov-

viamente converge totalmente e uniformemente in tutti gli intervalli [a,b] C
(—e,e). Come al solito si ha che la serie non puo convergere uniformemente
in (—e,e).

Anziché la stima (1.1) si pud usare, per studiare il comportamento della
serie in « = e la formula di Stirling

n! =n"e "V2rn (1+0(1/n)).



EsERcIZIO 1.3 - Studiare la convergenza della serie di potenze
x a an
n-~ +e
> — "
n=1 n
al variare del parametro o € R.

Soluzione 1.3 - Posso pensare la serie come (perché?)

o o
na n ecm n
g —x + g —x".
n n
n=1 n=1

Il primo termine:
¥Unoe—1 -1  quindi il raggio di convergenza ¢ 1,

il secondo termine:

[ev o o .1
{|— — e quindi il raggio di convergenza ¢ — .
n e

2,

Se a = 0: il raggio ¢ lo stesso e la serie diventa » 7, = Vediamo gli
estremi: per x = —1 si, per x = 1 no. Insime di convergenza puntuale
[—1,1). La convergenza ¢ uniforme? Non puo esserlo dappertutto (vedi

esercizio precedente).

Teorema 1.3 (Leibniz) Sia (a,), una serie a termini positivi. Se a, — 0
ed ¢ decrescente allora Y (—1)"a, converge. Inoltre

‘ Z(_l)nan - Z(—l)"an
n=0

n=0

< ’am—i—l’ .

Sicuramente abbiamo convergenza totale negli insiemi del tipo [a,b] con
—1 < a < b < 1, non abbiamo convergenza uniforme, e quindi nemmeno
totale, in [0,1). Vediamo in [—1,0]: qui la serie & a segni alterni, per vedere
se la serie ¢ uniformemente convergente uso il criterio di Leibniz. Detta f
la somma della serie e f,, le somme parziali devo vedere se vale

lim ||fn— flloo — 0

n—-+o0o
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cioe
n

> 2 2
lim sup‘ S L —1)FZ|zlk
i sup |32 0¥glelt = 30

< lim  sup 2"t =

n—+00 1 g N +1
quindi vi & convergenza uniforme in [—1,0], ma non totale! Concludendo:
per a = 0 si ha che la serie converge puntualmente in [—1, 1), uniformemente
in [-1,b] C [-1,1) e totalmente in ogni [a,b] C (—1,1).
Gli altri casi: se a > 0 il raggio ¢ 1/e®*. Il primo termine sicuramente
converge totalemente in [—1/e% 1/e%], quindi limitiamoci a considerare il
secondo. Negli estremi

o0

S|
S|

> (="
n=1

Convergenza uniforme e totale come sopra:

n=1

. . 1 . 1
convergenza uniforme in [— o b} per ogni b < &

1
@

convergenza totale in [a,b] per ogni a > —e% , b <2

Se a < 0 il raggio & 1. Vediamo gli estremi: il secondo termine questa volta
converge totalmente in [—1,1]. Il primo negli estremi ¢

> 1 =1
Z(_l)nnlfa Z nlfa
n=1 n=1

che convergono entrambe. Vi ¢ convergenza totale in [—1, 1].

ESERCIZIO 1.4 - Studiare la convergenza e calcolare la somma di
[e.e]

> Lo

“— ln! (n+1)!

Soluzione 1.4 - Si ha che

1 1 _ n
nl (n+1)!  (n+1)!




per cui il limite della radice n-esima ¢ 0: la serie converge per ogni x € R.
Vediamo la convergenza uniforme in R:

quindi non vi & convergenza uniforme in R. Nemmeno se ci limitiamo a
(—00,0] (come,ad esempio, fatto per e*). Per x € [—a,a] con a positivo

‘ k k‘ < k k

—= —a”.

B+ 1~ (E+1)!

La serie ) (n%?), converge per ogni a reale per cui si ha convergenza totale
e uniforme in ogni compatto.

Vediamo ora di calcolare la somma. Sappiamo che

oo n

x X
ZFZG .
n=0
Si ha che
n xn_xi[ xn-i—l l:|
(n+1)1"  Tdrln+ 1Dz

per cui, grazie alla convergenza uniforme posso invertire il segno di derivata
con il limite e ottenere

e}

8

n n drp z"tt 1
eyt T ;m@{(nu)!i]
dl o= z"t!
- m%b;(nH)J
= e [pe -1-0)
1 x 1 x
= x[—ﬁ(e —1—x)—i—;(e —1)]
= em—é(em—l)

EsERcIZIO 1.5 - Studiare la convergenza della seguente serie e calcolarne la

i(n—?))(x;_l)n.

n=0

somina.:
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Soluzione 1.5 - Posso fare il cambio y = (z + 1)/x e studiare >~ j(n —
3)y™. 1l raggio di convergenza & (si vede facilmente) 1, per cui la serie
converge puntualmente per y € (—1,1). La convergenza, al solito, ¢ totale
nei compatti [a,b] C (—1,1), ma non in (—1,1). Posso scrivere

(n—3)y" =y'(n—3)y"*

e vedere (n — 3)y™~* come la derivata di y”~3. Abbiamo

[e.e] (e o]
dDn=3)y" = -3-2-y*+)> (n-3)"
n=0 n=4

o0
= 3-2—y*+ Zky3+k
k=1

y4ikyk—1:y4iiyk:y4iiyk:y4i y__ y*
k=1 ot dy = dyy—1 (1-y)?

Conclusione:
00 4

y
(n=3)y"=-3-2—y*+ ——3
,;) (1—y)?

dove la convergenza & puntuale per y € (—1,1) e totale sui compatti [a,b] C
(—=1,1). La funzione f(z) = (x+1)/x ha il seguente grafico per cui, tornando

=

Figura 1.1:



a considerare x, si ha che

i(n—3)<x+1)n:_3_2x+1_<m+1)2+(x+1)4

x 22

n=0

dove la convergenza ¢ puntuale per z € (—oo, —1/2) e totale negli insiemi
del tipo [a,b] C (=00, —1/2). Infatti

1
‘:c+ ‘<1 per z € (—o0,—1/2).

ESERCI1Z10 1.6 - Studiare la convergenza e calcolare la somma (ove conver-
ge) della serie

n z"

n+2(1+z22)""

NE

1

n

Soluzione 1.6 - La serie dell’esercizio non & una serie di potenze. Tuttavia
lo studio di tale serie puo essere ricondotto allo studio di una serie di potenze.
Innanzitutto si osservi che

lim

n_ |z ]1/"_ |z|
n n+2(1+x2)n

1422

che ¢ sempre minore di 1 (per esercizio vedere che 1f3‘62 < 1/2). Di con-
seguenza la serie converge assolutamente per ogni x € R. Calcoliamo la

somma della serie (per |y| < 1)

. n
n
Zn+2y '

n=1
Si ha che
n n n+2-2 [ } n n 2 1 s
= = 1— e —_ —
ny2? ny2 Y ntol ¥ 7Y yZn + 2

Ora mi chiedo:

) > 2 = 1
n n = n+2
Zn—i—?‘y;y B Q;n—i-Qy ’

n=1 Yy
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La risposta ¢ si, perché lim,, (a,, + b,,) = lim,, a,, +lim,, b,, qualora i due limiti
a destra (o almeno uno di essi) esistano e nel nostro caso le due serie a destra
convergono entrambe (per |y| < 1). Prendiamo in esame il secondo termine:

.- 1 n n n
;n+2y+2 _ Z/t“dt/ Ztﬂ)dt
2

_ /Oy <§:t")dt:/0y 1t_tdt

n=2

dove il ultimo passaggio con il punto esclamativo ¢ lecito se la convergenza
¢ uniforme!! (e lo & se y & fissato tra —1 e 1). Per integrare {— dividiamo
t2 per 1 —t e scriviamo

tr=01-t)(-1-t)+1 =

e quindi integrando

Tirando le fila si ha

o0

noo, y 2 y?
§n+2y T yz[ y— 7 —log(1—y)]
n=1

2
- 7 1 —1 1-
1_ LR og(1 —y)

Si osservi che questa funzione ¢ regolare anche se sembra avere singolarita
in y = 0. Infatti log(1 — y) = —y + y?/2 + o(y?) e quindi

3
hy_y +2y+y2+210g(1—y)] -
3

= Q[y +2y+y2—2y+y2+0(y2)]
y ll—y

Y 2
—+—+1+—= logl—y =
-y gy y2 ( )

1
Y2
1

Tornando al nostro problema: poiché la quantita

1 la serie
[oe)
S T
n+2 1+ zx2
n=1

T N . .
THa2 € sempre minore di




converge puntualmente per ogni x € R; converge pure uniformemente e
totalemente su R poiché 5 f 5 < % Si conclude sostituendo nell’espressione
di sopra == al posto di y

o
" T T x2 1422 -2

= - - 1
n+2 1+22)" 1422—2 1422 2(1+22)? T a2

n=1

Esgrcizio 1.7 - Calcolare lo sviluppo in serie di Taylor intorno al punto
x = 0 della funzione

1+ 322
M=y
Soluzione 1.7 - Si osservi che
i I 1 n i 1 _o 1
drl—2z (1—2x)2 © e de (1—xz)2 =~ (1—-2)3"

Poiché la serie ) 2 2" converge uniformemente in ogni intervallo chiuso
[a,b] C (—1,1) e cosipure la serie delle sue derivate (prime e seconde, ma
non solo) si puo affermare che (per quei valori di x € [a,b] C (—1,1) con a,b
arbitrari, ma |al, |b| < 1, per cui per ogni z € (—1,1))

1 d 1 d = o = d =
(1_@2:%1_%:%”2:03: :T;O%x —;n;g 1

o0

2 d > d _
(1—x)3:d_(1—:c2 dﬂ:znx Z:d_ o Zn(n—l)x" -

n=2

Per cui dove vi € convergenza per entrambe le serie, e in questo caso entrambe
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convergono in (—1,1), vale

1 32
A (e R (e
1 — 32?2 &
= §Zn(n—1)::3"_2—{—7271(71—1)3:"_2
n=2 n=2
oo o0
_ Z(”+2)(n+1)mn+z3”(”—1)xn
2 2
n=0 n=2
o
2 1 3 -1
_ 1+$+Z(n+ )(n+2)+ n(n ):c"
n=2
o0
= 14+z+) (20 +1)2".
n=2

EseERcIz10 1.8 - Calcolare lo sviluppo in serie di Taylor intorno al punto
x = 0 della funzione

T —2
=los (5,=3)
fla) =log (—5
precisandone l'insieme di convergenza.

Soluzione 1.8 - La funzione f puo essere scritta nei seguenti modi

log (33;_—22 )

log(z — 2) — log(3z — 2) NO!!
= log(2 —x) —log(2 — 3x) SIN

Perché scartiamo il primo dei due? Chiaramente i due modi sono equivalenti,
ma attenzione, ’esercizio chiede lo sviluppo in = = 0 e le funzioni log(x — 2),
log(3x — 2) non sono definite per tale valore, mentre log(2 — ) e log(2 — 3x)
si. Per esercizio, e anche per convincersi di quanto appena detto, disegnare
i grafici di log(£=%), log(z — 2), log(3z — 2), log(2 — z) e log(2 — 3z).
Abbiamo trasferito quindi il problema nello scrivere lo sviluppo delle due
funzioni log(2 — z) e log(2 — 3x). Si ha, per |z/2| < 1,

d 1 11 1SN sy
P A S T (3)




11

Integrando tra 0 e z, con |z| < 2, poiché la serie sopra converge uniforme-

mente
@ 1 [TN /tyn 1N [T /t\n
10g(2—t)‘ :——/ <—> dt = —~ / <—) dt
0 2 Jo 22% 2 22;% 0o \2
e quindi
1N 1 vt e <1 gntl
log(2 —2) —log2 = —= Y — -y — =
0g(2 — ) — log 2 222+ 1l §2n+1n+1

Analogamente si ottiene, per |3xz/2| < 1 e quindi per |z| < 2/3,

o0
3\ n+1 gntl
log(2—3x)—log2:—2(§) mel
n=0
Concludendo:
x—2 =1 gntl . /3y nt+l gntl
1( ):12— T og2 (-)
8 \3: -2 8 Z2n+1n+1 082+ (3 n+1
n=0 n=0
> 3\ " NG T
=25 -6G) 5

e l'insieme di convergenza ¢ 'intersezione degli insiemi sui quali convergono
separatamente le due serie. Concludiamo che

e la convergenza ¢ puntuale in [-2/3,2/3), uniforme in tutti gli insiemi del
tipo [—2/3,a] con a € (—2/3,2/3) e totale in tutti gli insiemi del tipo [b, c]
con b,c € (-2/3,2/3), b < c.

Infatti una delle due serie converge puntualmente almeno in (—2,2) e l'altra
almeno in (—2/3,2/3) C (—2,2), quindi la serie converge in (—2/3,2/3) e
non converge in (—oo, —2/3)U(2/3, +00) (per verifica calcolare il limite della
radice n-esima dei coefficienti). Negli estremi: per = 2/3 si ha
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che diverge a 400, mentre per x = —2/3
oo
1 1
>[5 - ol
= n  nd"

E chiaramente una serie a segni alterni. Per verificare la monotonia in n dei
coeflicienti in valore assoluto si puo, ad esempio, considerare la funzione

f) =z =

x  x3r 3T

e derivarla per vedere se ¢ descrescente (se lo ¢, in particolare sara decre-

scente la successione dei coefficienti).

3*[zlog3 — (3% — 1)]
1232z

f(z) = <0 perz#0

perché 3* — 1 > xlog 3 per ogni x € R, x # 0 (derivando ulteriormente).

Vediamo la convergenza uniforme: per x negativo una stima del resto ¢ data

da
1 1

‘___

n n3"

che ovviamente tende a zero. Per la totale si ha che per x € [—a,al, con
0 < a < 2/3, la serie in valore assoluto puo essere stimata con

> [(3)" 55

n=1

che converge.



