Soluzione del 18.9.2014

1. Si vede facilmente che il campo e irrotazionale per i valori a = b = 0 e
¢ = —1. I potenziali sono

¢1(,y) = log(z* — y) + ky
con k; € R nella regione

Dy = {(z,y) € R?|y <2’}

pa(z,y) = log(y — %) + ks

con ko € R nella regione
Dy = {(z,y) € R*|y > a?}.

Il punto (0, —1) appartiene alla regione D; e cerchiamo k; in modo tale che
¢1(0,—1) =logl+k; =1, da cui ky = 1.

Analogamente, poiché (0,e) appartiene alla regione D, il potenziale sara
log(y — x?) + ko per un qualche k», che risulta essere 0.

2. La piu semplice parametrizzazione di S e data da

1
o(x,y) = (x y, 5 log(a” + y2)>
dove ¢ e definita in
D, = {(z,y) e R*[1 < 2” +y* <r?}.

Si ha che

z Y
A =\ — y T 71
P00 ( w2+ a? oty )

per cui l'integrale, passando in coordinate polari, diventa

1 log(z? +¢y?) |1+ 22 + y?
5 dxdy =
2 VTHar 2| a2t +y?

2m T
:/ dz?/ dp—logpzz/ d19/ dp logp = 2m(rlogr —r+1).
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3. Innanzitutto si osservi che l'insieme E, ¢ compatto e che la funzione in
questione e continua, per cui la funzione f ammette sia massimo che minimo
in E,. Derivando f si ottengono

af 22402 af 22402
%(x,y) = 295(6 Ty 1) e a—a:(:c,y) = 2y(e v 1)

che si annullano solo per (z,y) = (0,0), unico punto critico all’interno di F.
Per quanto riguarda il bordo di E, puo essere parametrizzato con

v(t) = (2rcost,rsent) t €10,2n].

Valutando f o si ottiene

d ‘
E(f ov)(t) = =672 costsent(l 4 rieos? t+r2)

che si annulla solo per t =0, t = 7/2, t = 7, t = 37/2, valori che corrispon-
dono ai quattro punti

(2r,0),(0,7), (=2r,0), (0, —7).
Valutando f in questi quattro punti e in (0, 0) ci si rende conto che
(2r,0) e (—2r,0) sono punti di massimo

nei quali f assume il valore % + 4r2.
Per valutare dove f assume il minimo bisogna ricorrere al fatto che e > 1+t
per ognit € R ee' > 1+t per ogni t # 0, per cui

r2

e —rt>1 per ogni r > 0

da cui (0,0) & di minimo poiché in tale punto f assume il valore 1.

Se non si ricorda la disuguaglianza ¢! > 1 + ¢t ¢ molto semplice ricavarla
considerando la funzione f(t) = e’ —¢: si ha che f(0) =1e f'(t) = e’ — 1,
da cui f strettamente decrescente per t < 0, strettamente crescente per ¢ > 0.

Venendo al secondo punto, lo studio delle derivate seconde non aiuta, poiché
si ottiene che la matrice hessiana nel punto (0,0) &

(00)



D’altra parte avendo trovato precedentemente che (0,0) ¢ di minimo asso-
luto in ogni insieme E,., qualunque sia r se ne conclude che (0, 0) ¢ di minimo
locale.

4. La curva puo essere parametrizzata con
t > (cost,sent,cos®t —sen’t + 2).

Il calcolo diretto porta ad ottenere che il lavoro ¢ —27.

Un modo alternativo, per abbreviare i conti, ¢ il seguente: poiché il rotore
del campo ¢ nullo il flusso del rotore attraverso qualunque superficie e nullo.
Si consideri la superficie ¥ porzione del cilindro S; che ha come bordo la
curva I e la curva A data da S; N {(z,y, z) € R*| 2 = 0}, parametrizzabile
con t +— (cost,sent,0). La scelta della curva A ¢ del tutto arbitraria, se ne
potrebbe scegliere un’altra, I'unica cosa certa ¢ che la superficie compatta
sulla quale applicare il teorema di Stokes deve avere come bordo almeno due
curve chiuse e per semplicita si e scelta X.

Si ha che

0= // (rot F,v)do = / (Fidx + Fydy + Fzdz) .
= as+

Siccome 90X T & l'unione di due curve si avra che Uintegrale su I' (con la
giusta orientazione) sara uguale all’integrale su A. 11 lavoro del campo lungo
quest’ultima diventa

2w
/ ((sent, —cost, 1), (—sent,cost,0))dt = —27.
0

5. Si possono facilmente separare le variabili scrivendo

cosy(t

seny(t)
e integrando si ottiene

log [seny(t)| =t+c
da cui
lseny(t)| = =ke'  k>0.

Considerando la condizione iniziale, poiché in —7/4 la funzione seno ¢ nega-
tiva, togliendo il modulo si avra

—seny(t) = ke’



e inoltre inserendo il valore corrispondente a t = 0 si ottiene

k=2
2

da cui la soluzione

2 2
y(t) = g arcsen (—e') = —g arcsen e .



