Funzioni di n variabili a valori
vettoriali

ULTIMO AGGIORNAMENTO: 26 MAGGIO 2020

1. DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DA R" IN RF

Una funzione F : A C R® — R puod essere vista come una k-upla
di funzioni scalari Fy, Fs, ... F}, : A — R. Quindi si possono definire le
derivate direzionali per F' semplicemente definendole componente per
componente e in particolare le derivate parziali. Si puo ottenere cosi
una matrice k x n, detta matrice jacobiana e denotata con DF o JF',
delle derivate prime in un punto z, € A, definita da

8F1 8F1 aF‘l
a—xl(fﬁo) a—@(fﬁo) T 8_%(%)
aFQ 8F2 6F2
_(xO) _(x0> e _(xO)
DF(3,) = JF(z,) = 0xq O Oxy,
8_951(%) 8_:152(%) e oz, (o)

Si osservi che le righe di tale matrice altro non sono che i gradienti
delle F; e se k =1 DF(x,) coincide con VF(x,).

Si osservi che la matrice hessiana di una funzione C? altro non ¢ che la
matrice jacobiana della funzione vettoriale V f.

Diremo che F' ¢ differenziabile in x, se esiste un’applicazione lineare
L:R"™ — R tale che

fim |F(x,+ h) — F(z,) — L(Rh)|

=0.
|h|—0 ’h’

Ragionando componente per componente ci si riduce, come nel caso
scalare, a mostrare che

L(h) = DF(z,) - h
1



2

e che il fatto che F sia differenziabile in x, diventa equivalente a dire
che

F(z) = F(z,) + DF(x,) - (x — z,) + o(|x — z,|).

Diremo che F € C’l(A) se F' ¢ continua, ammette tutte le derivate
..k, 7=1,...n, e queste sono continue in A.

Derivazione per funzioni composte - Siano A un aperto di R”,
B un apertodi R*, F: A — Be G : B — R™. Sisupponga che F sia
differenziabile in x, € A e G sia differenziabile in y, € B, y, = F(z,).
Vogliamo vedere quali sono le derivate della funzione H : A — R™,
definita da H := G o F, in termini delle derivate di F' e G. Vale il
seguente risultato.

Proposizione 1.1. Siano F', G, H e le ipotesi su F' e G come sopra.
St ha che H ¢ differenziabile in x, e

(1) DH(:EO> = DG(yo) ) DF(xo)'

Dimostrazione - L’enunciato significa che la matrice jacobiana della
composizione tra F' e G, cioe D(G o F'), nel punto z, € il prodotto
delle matrice jacobiane di G nel punto y, e di F' nel punto z,.
Volendo scrivere 'espressione (1) in componenti si ha che

-3 50,
8yh ax]
quindi e questa uguaglianza che dobbiamo mostrare. Sappiamo che

oH,
8xj o _dt

Chiamando v(t) la curva ¢t — (Fy(z, + te;), ... Fi(z, + te;)) si ha che

t:()Hi(xO + tej).

% tZOHi(xo +te;) = % t:OG (F(x,+tey)) = z(’Y(t)) —
/ : an ’
= (VG;i(7(0)),7'(0)) = ; 8yh( (0))74(0) =
=> Zj; (yo)g% (2o) O

Vediamo alcuni esempi.



Esempi 1.2. -

1. Il primo esempio, che gia conosciamo, ¢ il caso in cui si hanno due
funzioni, F' : (a,b) - Ae G : A — R, A aperto di R". Allora la
matrice jacobiana di H = G o F' ¢ una matrice 1 x 1 ed e data, per
t € (a,b), da

DH(t) = DG(F(1)- DF(t) = (VG(F(1)), F'(1)) =
Fi(t)

oG oG
( 0, ox, ) 0

2. Verifichiamo la formula appena trovata per la funzione

H:R?> > R?, H:=GoF

dove
F:R*=R?,  F(z,y)= (2 +4% 1,7,
G:R? — R?, Gu,v,2) = (uvz,u+v+2).
Si ha
2r 2y
DF(z,y) = 0 0
ex-i-y €I+y
VZ UZ UV
DG(u,v,z)-( 111 >

Poiché H(z,y) = ((2* + y*)e* ™, 2% + y? + 1 + e*™¥) si ha anche

B (233 + 232 + y2)€x+y (2y + x2 + y2)er+y
PH=Y) Z ( 22 + ety 2y + et
e si verifica che quest’ultima matrice ¢ anche data da

DG(F(z,y)) - DF(z,y) =

(ex—i-y (22 + y2) e*tv x2+y2> 2z 2y

0 0
1 1 1 oty gty

3. Consideriamo adesso una caso in cui non conosciamo espressamente
le funzioni. Si supponga di avere

G:R’—>R e f:R—=R
e di voler derivare la funzione

H(z) = G(z, f(z)).
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Se si vuole vedere H come composizione di G con qualche altra funzione
bisognera introdurre la funzione vettoriale

F(z) = (z, f(x)).
Si avra da (1)
DH(z) = DG(F(x,y)) - DF(z,y)

dove DH ¢ una funzione scalare, la derivata di H, DG ¢ un vettore,
il gradiente di G, DF ancora un vettore (la derivata di una curva).
Allora I'espressione appena scritta diventa

H'(z) = VG(z, f(x)) - F'(x) =

= ((Gula, f(2)), Gy o, f(x))) (1.7())) =

= Do, fa) + @) S <x f()) =

= Ga(z, f(2)) + f'(2) y(  f(@)).

Se volessimo derivare ulteriormente applichiamo quanto appena vi-
sto alla formula appena trovata. Chiamando H la funzione H’', G
la funzione G, e G la funzione G, si ha

() = 92 (o, @) + (o >8G<x F()+

+ f'(x) %(w,f(w)wrf() ( J@) |+ (@) Gz, f(x)

e quindi
H"(z) = Gao(x, f(2)) + f'(2)Gay(z, f(2)) +
+ f1(@) Gy (@, f(2) + ('(2)) Gy (w, f(2)) + () Gy(x, f(x)).
4. Consideriamo ora g : R — R e ' : R?> — R e la funzione
H:R® >R definitada H(z) = g(F(z,y,2)).
Usando la formula (1) si ha
DH(z,y,z) = Dg(F(z,y,z)) - DF(z,y,2)
che di fatto e

VH(v,y,2) = ¢ (F(x,y,2))VF(z,y,2)



Hy(z,y,2) = ¢ (F(x,y.2)) Falx,y, 2)
(2) Hy(z,y,z) = g'(F(x,y,2)) Fy(z,y, 2)
Hz(x7 Y, Z) - g/(F(LL’, Y, Z))F2<x7 Y, Z) :

Volendo derivare ulteriormente, prendiamo ad esempio la prima di (2)
e deriviamola rispetto a tutte e tre le variabili. Si ha

Hoo(z,y,2) = g”(F(x, Y, z)) (Fx(x, Y, z))2 +4q (F(x, Y, z))Fm(a:, Y, 2)
Hyy(z,y,2) = g" (F(z,y,2)) Fy(2,y,2) Fu(x,y, 2) + ¢ (F (2,9, 2)) Foy (2, y, 2)
H..(v,y,2) = g”(F(x, Y, Z))Fz(l‘, v, 2)Fo(x,y,2) + ¢ (F(m, Y, Z))Fm(m, Y, 2).

Si osservi che prendendo la seconda di (2) e derivandola rispetto ad x
si ottiene quanto appena ottenuto derivando la prima rispetto ad y.



Gli argomenti trattati da qui in poi non verranno fatti nel-
P’attuale corso di ANALISI 2, li farete nel prossimo corso di
analisi, ANALISI 3.

Li lascio, visto che comunque vi potrebbero essere utili il pros-
simo semestre

2. TEOREMA DELLE FUNZIONI IMPLICITE: CASO GENERALE

Si considerino A aperto di R™™ n ed m interi positivi, e una
funzione

F:ACR™™"™ — R"
Per comodita denoteremo i punti di R™" con una coppia (z,y) inten-
dendo che z € R™, y € R™, per cui (z,y) = (1,... Tm, Y1, .- - Yn). Si

fissi un punto dellinsieme A, che denoteremo con (Z, ) e si supponga
che

F(z,y) = (0,...0).

Si consideri la matrice jacobiana di F' nel punto z = (z,y) data da

OF ,_ oF, ,_. O0Fy,_ oF ,_
o 8_551(2) %(Z) a—yl(z) e (%)
Z) =
oF, ,_ oF, ,_. 0F,,_ oF, ,_
G e TR G o SR
Per semplicita denoteremo
(9F1 _ 8F1 _
8F<_> 3 8_3;1(2) %(2)
o OF, ... O ’
o0x ® o0z, :
oFy oFy
— Z ... —_— Z
N R e
—(2) :=
0y OF, OF,

o D g, )



Si noti che
8F(_) . i y
—(z ¢ una matrice n X m
oz ’
OF . _
—(2) ¢ una matrice n x n,
dy
DF(z) & una matrice n X (m +n),

e . L OF (5
quindi I'unica, a priori, quadrata & 8—y(z)

Teorema 2.1 (delle funzioni implicite). Nella situazione appena de-
scritta st considert linsieme

Z={(z,y) € Al F(z,y) =(0,...,0)}.
Si supponga inoltre che F € C1(A) e che
oF ,_ _
et (G @) #0

Allora esistono un intorno U di &, un intorno V di y e una funzione
f:U—=V tali che

F(z, f(x)) = (0,...0) per ogni x € U
e inoltre l'insieme
Zn(UxV)
¢ il grafico della funzione f. Inoltre f risulta di classe C* in U e vale
-1
piw) =~ (Gotef@)) - (Sotws@))  peroicev

Dimostrazione - Senza dimostrazione. O

Si faccia attenzione all’ordine delle due matrici nell’ultima espressione
che ci fornisce la matrica jacobiana di f: visto che la prima e n x n e
la seconda € n x m l'ordine non puo essere che quello e non puo essere
invertito.

3. INVERTIBILITA LOCALE

Definizione 3.1. Siano A, B due aperti di R". Una mappa ¢ : A — B
¢ un omeomorfismo tra A e B se
i) ¢ é biiettiva,
ii) ¢ e continua,
iii) ¢! & continua.
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Una mappa ¢ : A — B ¢ un diffeomorfismo di classe C*, k € N, k > 1,
tra A e B se
i) ¢ é biiettiva,
ii) 6 € CHARY),
ii) ¢t € C¥(B;R™).

Con una forzatura qualche volta con diffeomorfismo di classe C si
intende un omeomorfismo.

Una mappa ¢ : A — B e un diffeomorfismo locale in z, € A di classe
C*, k € N, se esiste r > 0 tale che B,(x,) C Ae

018, (w0) : Br(wo) = ¢(Br(z0)) & un diffeomorfismo di classe C*.

Esempio 3.2. - Vediamo alcuni esempi di omeomorfismi.

1. - Le funzioni ¢ : R — R, ¢(z) = 2%, e ¢ : (—7/2,7,2) - R,
Y(z) = tgx, sono omeomorfismi e diffeomorfismi di classe C?.

La funzione ¢ : R — R, ¢(z) = 2% ¢ un diffeomorfismo locale in ogni
punto = # 0.

2. - Le due curve disegnate in figure, la circonferenza di raggio 1 che
chiameremo S! e il bordo del quadrato di lato 2 che chiameremo @,
sono omeomorfe. E sufficiente considerare la mappa

6:Q =8 ley) = —lg’%

Y

Un’analoga mappa si puo considerare anche in R? (e in qualunque altra
dimensione) considerando

(z,y,2)
(=, y, 2)|

dove (x,vy,2) sta sul bordo del cubo di lato 2 e ¢(z,y,2) € S? =
{(@,y,2) e RI[2® + 97 + 22 = 1}.

QZ)(‘/E’ y? Z) -



3. - Si consideri l'insieme (un cilindro)
Y={(z,y,2) eR’|2*+y*=1,-1<z<1}.
La mappa

: §? T,Y,2) = ° Y ;
p:8 =% o) (r<x,y>|’|<x,y>|’ )

¢ un omeomorfismo.

Definizione 3.3 (Inverse di una funzione). Data f : X - Y, X e Y
instemi. Una funzione g 1Y — X ¢ detta inversa destra di f se
floa) =y  perogniy€Y;
una funzione h 1Y — X ¢ detta inversa sinistra di f se
h(f(z)) == per ogni x € X.

Osservazione 3.4. - Sia data f : X — Y. Se f ammette inversa
destra g : Y — X allora f e suriettiva e g ¢ iniettiva. Infatti f e
suriettiva se preso y € Y esiste z € X tale che f(z) = y. E sufficiente
considerare = g(y).

Inoltre, dati y;,y2 € Y supposto che

9(y1) = 9(y2)
si ha che
y1 = f(9(n)) = f(9(y2)) = -

Analogamente si mostra che se f ammette inversa sinistra h : Y — X
allora f e iniettiva e h ¢ suriettiva.

Esempio 3.5. - Date f : R — [0,400) definita da f(z) = z e g :
[0, +00) — R definita da g(y) = /¥ si ha che g ¢ un’inversa destra di
f, infatti

fl9(y)) =y  per ogniy € [0,+00).

Si osservi che g non e inversa sinistra di f, che ¢ e iniettiva, che f e
suriettiva.

Teorema 3.6 (Invertibilita locale). Siano A e B due aperti di R",
f: A— B unapplicazione di classe C* in A, x, € A. Si supponga che

det (Df(z,)) #0.

Allora f ¢ un diffeomorfismo locale in x, di classe C. Inoltre

Df ' (y,) = (Df(xo))f1 dove y, = f(x,).
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Osservazione 3.7. - Il teorema appena enunciato dice due cose: pri-
ma, se una funzione di classe C'! ha jacobiano (cio¢ determinante della
matrice jacobiana) non nullo ¢ localmente invertibile; seconda, la sua
inversa locale ¢ di classe C*.

Dimostrazione - S consideri la funzione
F: AxR" — R"
(z,y) = y— [flo)
Usando le notazioni del teorema delle funzioni implicite si ha che

OF of
%(1’0; f(xo)) = _8_x(xo)

ha determinante non nullo e inoltre

F(z0, f(,)) =0.

Per il teorema delle funzioni implicite esistono allora un intorno U di
T,, un intorno V di f(x,) e una mappa ¢ : V — U, ¢ € C*(V), tali che

F(z,y) =F(é(y),y) =0  perogniy €V,
cioe
y—f(é(y)) =0  perogniyeV.
Cio implica che ¢ e 'inversa destra di f, cioe
f(é(y)) =y  perogniyeV

e, per I’Osservazione 3.4, ¢ ¢ iniettiva. A questo punto definendo ¢ :
V — ¢(V) la mappa ¢ una biiezione di classe C! e ¢ ¢ l'inversa di
fle(v). Eventualmente restringendo ¢ possiamo supporre che ¢(V') sia
una palla B,(z,) per qualche r >0 e U = ¢ (B,(x,)).

A questo punto ¢ : V' — U ¢ l'inversa cercata limitatamente a U. Si
osservi che

f(f () =y  perogniyeV,
f7H(f(x)) =2  perognizeU.

Se denotiamo con Id,, la matrice identita tra R"™ e R", dalla prima delle
due identita appena scritte e dalla formula (1) si ottiene

Id,(y) = D(f ) (y) - Df(f ()

da cui

Df'y) = (DF(f @) perogniyeV. O
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Si confronti la formula appena ottenuta con la formula della derivata
della funzione inversa quando n = 1.

Esempio 3.8. - Vediamo due esempi gia incontrati nel corso delle
nostre lezioni.

1 - La mappa (coordinate polari) gia vista

f(p,0) = (pcos?, psen )

definita in [0, +00) x [0,27) e a valori in R? sono un diffeomorfismo
locale in ogni punto (p, ) con p # 0. Infatti la matrice jacobiana, come

gia visto, ¢ data da
costv —psent
sen?  pcosV

e ha determinante p. Si osservi come la mappa definita in (0, +00) X
R sarebbe lo stesso un diffeomorfismo locale, ma non globale perché
non iniettiva e percio restringiamo la variabile ¥ ad un intervallo di
lunghezza 2.

2 - La mappa (esponenziale complesso)
f(z,y) = (e” cosy, e” seny)

definita in R? e a valori in R? (se si pensa (x,y) come 2z = x+1iy questa
e I'esponenziale complesso) ha matrice jacobiana

e*cosy —e®seny

e“seny e*cosy
ha determinante non nullo (uguale a e**) per cui ¢ un diffeomorfismo
locale in ogni punto ed in particolare ¢ localmente invertibile. Come
nell’esempio precedente la funzione non e globalmente invertibile e per

averla invertibile globalmente bisogna restringere la variabile y ad un
intervallo di lunghezza 27 (cosi si definisce il logaritmo complesso).



