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Prefazione

I capitoli considerati costituiscono in parte una sintesi ed in parte un ap-
profondimento delle lezioni tenute per il corso di “Matematica Applicata”
per Ingegneria Informatica della Facolta di Ingegneria dell’Universita degli
Studi di Lecce.

L’intento é da un lato quello di fornire un riferimento organico per alcune
delle questioni piu rilevanti trattati durante il corso e dall’altro quello di
fornire ove necessario del materiale sussidiario in modo da rendere il corso
autonomo.

Dopo aver esposto alcuni richiami elementari sui numeri complessi, ven-
gono studiati gli aspetti principali dell’analisi complessa, alcuni cenni di
teoria delle distribuzioni e le trasformate di Laplace e di Fourier.

La presente trattazione é disponibile in rete nel “Materiale didattico”
delle sezioni relative alla didattica all’indirizzo

http://www.matematica.unile.it/docenti/campiti
ed é aggiornata periodicamente; suggerimenti e correzioni da apportare
possono essere segnalati al seguente indirizzo E-Mail:
michele.campiti@unile.it .

Bari, novembre 2003
Michele Campiti
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Notazioni utilizzate

Simboli logici

= Implicazione logica (implica)

& Equivalenza logica (equivale)

3, 3 Quantificatore esistenziale (esiste, esiste uno ed un solo)
N Quantificatore universale (per ogni)

t.c., (oppure 3’) Abbreviazione linguistica: tale che

: Abbreviazione linguistica: risulta che
=, # Uguaglianza, non uguaglianza (uguale, diverso)
€, ¢ Appartenenza, non appartenenza (appartiene,
non appartiene)
a

c, Inclusione, non inclusione (contenuto, non contenuto)

Simboli insiemistici

0
{z}
{z,y}

Insieme vuoto
Insieme ridotto al solo elemento x
Coppia non ordinata z,y

{z1,...,2,} Insieme costituito dagli elementi z1,..., 2,
(z,9) Coppia ordinata z,y

(x,y, 2) Terna ordinata x, vy, 2

(X1, 2p) n-pla ordinata x1,..., T,

(ai)ier Famiglia di elementi di un insieme
(an)nen Successione di elementi di un insieme
EFEUF Unione degli insiemi F ed F'

ENF Intersezione degli insiemi E ed F'
Ce(A) Complementare di A in E

E\F Differenza dei due insiemi E ed F
ExF Insieme prodotto di F per F

U E;, ﬂ E; Unione, rispettivamente intersezione,
icl icl

della famiglia di insiemi (F;)er
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H E; Prodotto (cartesiano) della famiglia di insiemi
el
(Ei)ier

Insiemi numerici

N Insieme dei numeri naturali

Z Insieme dei numeri interi relativi

Q Insieme dei numeri razionali

R Insieme dei numeri reali

C Insieme dei numeri complessi

R, R, R Insieme ampliato dei numeri reali

N* 7*, Q*,R*, C* Insieme privato del numero 0

Zy,Qi Ry Insieme degli elementi positivi
dell’insieme considerato

Z_,Q_,R_ Insieme degli elementi negativi
dell’insieme considerato

la, bl, [a, b], Intervalli limitati aperti e chiusi di R

[a,b],]a, b] Intervalli limitati semiaperti di R

la,— [,]a, +oo], Intervalli illimitati a destra aperti di R

| —,al,] —o0,q], Intervalli illimitati a sinistra aperti di R

[a,— [, [a, +0o0], Intervalli illimitati a destra chiusi di R

| —,al,] — o0,a] Intervalli illimitati a sinistra chiusi di R

|t — 0,z +0[,[x — 0,z + 0] Intervalli centrati aperti, chiusi, di centro
T e raggio §

n! Fattoriale di n

<Z> Coefficiente binomiale n su k

|z| Valore assoluto di

[z] Parte intera di x

z Numero complesso coniugato di z

|| Modulo del numero complesso z

$(z), Imz Parte immaginaria di z

R(z), Rez Parte reale di z

e Numero di Nepero

1 Unita immaginaria

s Lunghezza di una semicirconferenza di

raggio 1



Capitolo 1

Preliminari

Nel presente capitolo vengono richiamate alcune questioni di carattere ele-
mentare che interverranno in tutto il seguito senza un esplicito richiamo. Lo
scopo del presente capitolo ¢ anche quello di fissare le notazioni utilizzate
nei capitoli successivi.

1.1 Richiami sui numeri complessi

1.1.1 Proprieta generali dei numeri complessi

Nell’insieme dei numeri reali R non e possibile risolvere tutte le equazioni
algebriche; ad esempio, I’equazione 22+1 = 0 non ammette alcuna soluzione
reale. L’insieme dei numeri complessi permette di risolvere in modo definiti-
vo tale problema nel senso che, in tale insieme, tutte le equazioni algebriche
ammettono almeno una soluzione. Tuttavia in tale estensione si perdono
alcune proprieta importanti di R, come quelle relative alla relazione d’or-
dine: nell’insieme dei numeri complessi non ¢ infatti possibile definire una
relazione d’ordine totale compatibile con le operazioni algebriche.

Partendo dall’equazione 2% +1 = 0, se si vuole che essa ammetta almeno
una soluzione, bisogna ammettere 1’esistenza di un elemento il cui quadrato
sia. —1. Tale elemento, che non puo essere un numero reale in quanto i
quadrati dei numeri reali sono sempre positivi, verra denotato con i e verra
denominato unita immaginaria. Quindi il ‘numero’ ¢ € caratterizzato dalla
proprieta:

i2=—1.

Assunta 'esistenza del numero ¢, anche le equazioni di secondo grado della
forma (z — a)? + b? = 0, con a,b € R ammettono le soluzioni a & i - b.

Al fine di precisare le operazioni di addizione e moltiplicazione, conviene
innanzitutto osservare che tali numeri sono caratterizzati dalla coppia (a, b)
di numeri reali. In questo modo, € possibile trasferire lo studio delle oper-
azioni algebriche nell’insieme gia noto R?. In R? I’addizione viene definita
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ponendo, per ogni (a,b) € R?, (c,d) € R?,
(a,b) + (ed) = (a+c,b+d).

Tale addizione verifica le proprieta associativa e commutativa, e inoltre
I'elemento neutro 0 & dato dalla coppia (0,0); infine, per ogni (a,b) € R?,
lopposto di (a,b), che si denota con —(a,b), & la coppia (—a, —b).

La moltiplicazione di R? viene invece definita nel seguente modo, per
ogni (a,b) € R?, (c,d) € R?,

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Anche per la moltiplicazione ¢ facile riconoscere la validita delle proprieta as-
sociativa e commutativa, I’esistenza dell’elemento neutro 1 dato dalla coppia
(1,0) e, per ogni (a,b) # (0,0), 'esistenza dell’elemento inverso (reciproco

di (a,b)) che si denota con (a,b)~! oppure con ——, ed & dato dalla coppia

(a,b)

a —b
a2+ b2’ a? + 02

L’insieme R?, munito dell’addizione e della moltiplicazione definite sopra,
viene denominato insieme dei numeri complessi e denotato con il simbolo
C. Si tratta di un campo.

Se z = (a,b) € C, il numero (reale) a viene denominato parte reale di
z e denotato con R(z) oppure con Rez, mentre il numero (reale) b viene
denominato parte immaginaria di z e denotato con il simbolo J(z) oppure
con Im z. In questo modo un numero complesso z puo essere rappresentato
come z = (R(z),3(z)). La coppia (R(z),I(z)) viene anche denominata
forma geometrica di z.

L’unita immaginaria ¢ € rappresentata ovviamente dalla coppia (0,1).
Inoltre un numero reale a € rappresentato dalla coppia (a,0).

Per ogni (a,b) € C,

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0) = (a,0) +7-(b,0) =a+1i-b

e si ottiene cosi la forma algebrica di z.

La forma geometrica dei numeri complessi rende possibile la loro rappre-
sentazione come elementi di un piano, sul quale sia stato fissato un sistema
di assi cartesiani; in tal caso si preferisce parlare di piano complesso anziché
di piano cartesiano e di asse reale e asse immaginario anziché di asse delle
ascisse e rispettivamente delle ordinate. Naturalmente, anziché parlare di as-
cissa ed ordinata di un numero complesso si preferisce utilizzare le definizioni
gia introdotte di parte reale e di parte immaginaria.

> Assegnato un numero complesso z = a + ib, il numero complesso w =
a — tb viene denominato numero complesso coniugato di z e denotato con il
simbolo Z.
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Infine, come si vede dal calcolo del reciproco di un numero complesso,
¢ anche utile definire, per ogni numero complesso z = a + ib, il numero
reale v a2 + b2, il quale prende il nome di modulo di z e viene denotato con
il simbolo |z| (I'uso dello stesso simbolo che rappresenta il valore assoluto
di un numero reale non da luogo ad equivoci in quanto, se si considera un
numero reale a € R come numero complesso della forma z =a + -0, si ha
12| = Va2 + 02 = Va2 = |a|).

Nel piano complesso, il coniugato di un numero complesso z & il simmet-
rico di z rispetto all’asse reale mentre il modulo rappresenta la distanza di
z dall’origine.

Si considerano ora altre forme in cui possono essere espressi i numeri
complessi; € necessario, per questo, un sistema diverso di coordinate nel
piano cartesiano.

1.1.2 Coordinate polari e forma trigonometrica dei numeri
complessi

Sia assegnato un piano 7 e si fissi su di esso un riferimento cartesiano orto-
normale; quindi ogni elemento P € m puo essere univocamente individuato
mediante una coppia (z,y). Se il punto P non coincide con 'origine, esso
puo essere individuato in modo alternativo assegnando la sua distanza p dal-
I’origine e ’arco di circonferenza unitaria § compreso tra il semiasse positivo
dell’asse reale e la semiretta uscente dall’origine e passante per P. Gli ele-
menti p e 6 cosi definiti vengono denominati coordinate polari del punto P.
Il numero p viene denominato modulo (oppure raggio vettore) di P, mentre
il numero # viene denominato argomento (oppure anomalia) di P. Bisogna
osservare che I'argomento non e individuato univocamente; infatti se § € un
argomento di P, ogni altro numero del tipo 6 + 2kw con k € Z, & ancora un
argomento di P. Tuttavia, esiste sicuramente uno ed un solo argomento 6 di
P che verifica le condizioni —7 < 6 < ; tale argomento viene denominato
argomento principale di P. Per quanto riguarda l’origine, essa ¢ individuata
univocamente dalla condizione p = 0; per convenzione, all’origine si puo
attribuire un argomento arbitrario. Se si conoscono le coordinate cartesiane
(z,y) di un punto P diverso dall’origine, le coordinate polari p e § di P si
ottengono dalle formule

cosf =

)

p=vaZty?,

(1.1.1)

sinf = = ;

DI w8

in particolare, se x = 0, I’argomento principale e

{71’/2, sey >0,

—m/2, sey <0;
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se invece = # 0, 'argomento principale &

arctang, sex >0,
x
0= 7T+arctang, sex <0, y>0,
x
—7T+arctang, sex <0, y<0.
x

Viceversa, se sono note le coordinate polari (p, 8) di P, si possono ricavare
facilmente le coordinate cartesiane di P ponendo

xr=p cosf,
y=p sinf,

Figura 1.1: Coordinate polari

La forma trigonometrica di un numero complesso z si ottiene semplice-
mente considerando le coordinate polari del punto P corrispondente a z nel
piano complesso.

Sia z = a + ib € C; allora le coordinate polari di z si possono ottenere
ponendo p = va? + b? e considerando 6 soddisfacente le relazioni cosf =
x/p e sinf = y/p; pertanto, il numero z si potra quindi scrivere nella forma

z = p(cosf +1i sinf) ,

che viene appunto denominata forma trigonometrica di z. Ad esempio,
1 = cos0+isin0, —1 = cosm + isinm, i = cos(w/2) + isin(7w/2), 1 +i =
V2(cos(m/4) + isin(r/4)).

La forma trigonometrica di z non & univocamente determinata; gli argo-
menti di z sono del tipo 8 + 2k con k € Z e, in particolare, il numero 0 ha
modulo 0 e argomento arbitrario. Tuttavia, I’argomento di un numero com-
plesso diverso da 0 risulta univocamente determinato se si considera quello
principale nell'intervallo | — 7, 7).
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>  Si studiano a questo punto le operazioni algebriche in forma trigono-
metrica. Per le operazioni di somma e differenza di due numeri complessi
conviene utilizzare soprattutto la forma algebrica o geometrica, mentre le
operazioni di prodotto, reciproco, quoziente, potenza e radice si possono
eseguire in modo molto semplice utilizzando la forma trigonometrica.

Siano, infatti, z = p(cos@ + isinf) e w = o(cos ¢ + isin ) due numeri
complessi. Poiché la forma algebrica di z e w & data da z = (pcosf) +
i(psinf), w = (ocosy)+i(osiny) il prodotto z - w & dato da

z-w = p-o((cos@ cosp —sinh sing) +i(cosf sing + sin b cos ))
= p-o(cos(d+¢)+isin(@+p)) .

Quindi il prodotto in forma trigonometrica di due numeri complessi z e w
ha come modulo il prodotto dei moduli di 2z e di w e come argomento la
somma degli argomenti di z e di w:

z-w=p-o(cos(d + ) +isin(@+ p)) .

In generale, se 6 e ¢ sono gli argomenti principali di z e rispettivamente
di w, non & detto che 8 + ¢ sia 'argomento principale di z - w, ma potrebbe
infatti essere necessario aggiungere o sottrarre 2.

Sia ora z = p(cos #+1isin §) un numero complesso diverso da 0; si verifica
facilmente che il reciproco di z ¢ dato da

271 = p7l(cos(—0) + isin(—0))

Pertanto, il reciproco di un numero complesso diverso da 0 ha come modulo
il reciproco del modulo di z e come argomento quello opposto dell’argomento
di z.

Da tale regola, si ricava anche la regola sul quoziente di due numeri
complessi. Infatti, se z = p(cos@ + isinf) e w = o(cosyp + ising) con
w # 0, allora

z 1 P ..

ST AW = U(cos(& — ) +isin(d —p)) .
Si conclude che il quoziente di z e w ha come modulo il quoziente dei moduli
di z e di w e come argomento la differenza degli argomenti di z e di w

Come conseguenza della regola sul prodotto, si ottiene facilmente anche
il calcolo delle potenze di un numero complesso z = p(cos 6 + isinf). Si
ha infatti 22 = p?(cos(26) + isin(26)) e pill in generale, procedendo per
induzione, per ogni n > 1,

2" = p"(cos(nf) + isin(nd)) .

La formula precedente viene denominata formula di De Moivre.
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>  Viene considerato infine, il calcolo delle radici n-esime (n > 2) di un
numero complesso z = p(cosf + isinf). Una radice di z ¢ definita come un
numero complesso w € C che verifica la proprieta w™ = z. Si riconosce in
modo immediato che 'unica radice di 0 € il numero 0. Si supponga quindi
che z # 0. Se si pone w = o(cos¢ + ising), si ricava w™ = o™ (cos(ny) +
isin(ng)), e quindi, imponendo 'uguaglianza w™ = z,

p=0c", np=0+2kn conké€Z;

. 0+ 2k~ .
quindi 0 = /pe p = ———, con k € Z; si osserva a questo punto che, al
n
. . . . 0+ 2kn . .
variare di k € Z, gli argomenti ¢ = ——— non danno tutti luogo a numeri
n

complessi distinti, in quanto, per ogni k € Z,

O+2(k+n)r 0+ 2kr
n o

+ 27 ;

quindi si possono considerare solo n argomenti distinti corrispondenti ai
valori K = 0,...,n — 1 e tali argomenti forniscono tutte le possibili radici
n-esime di z, che sono date quindi da:

0+ 2k 0+ 2k
M+isin+7r>, k=0,1,....,n—1.

wy = Yp (COS
Quindi ogni numero complesso z diverso da 0 ammette esattamente n
radici distinte, che si trovano tutte su una stessa circonferenza con centro
nell’origine e raggio uguale alla radice n-esima del modulo di z e formano
i vertici di un poligono regolare con n lati. Geometricamente, quindi, &
sufficiente individuare uno dei vertici che ha argomento uguale alla n-esima
parte dell’argomento di z.
Nella Figura seguente vengono rappresentati un esempio di radici quinte
ed uno di radici terze di un numero complesso z.

Figura 1.2: Radici quinte e terze di un numero complesso z
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E facile constatare che le radici quadrate di un numero complesso sono
I'una l'opposta dell’altra (in quanto i loro argomenti differiscono di 7); in
particolare, le due radici complesse di un numero reale positivo sono una
reale positiva (che coincide con la radice quadrata aritmetica) e ’altra reale
negativa (I'opposta della prima); se, invece, si considera un numero reale
strettamente negativo, le due radici complesse saranno immaginarie pure
I'una 'opposta dell’altra). Per quanto riguarda le radici terze complesse di
un numero reale, si pud osservare che esse sono una reale (coincidente con
la radice terza aritmetica) e due tra loro complesse coniugate.

1.1.3 Proprieta metriche dell’insieme dei numeri complessi

A causa dell’interpretazione geometrica dell’insieme dei numeri complessi,
la struttura metrica di C & quella di R?; tuttavia, per chiarire le nozioni che
verranno utilizzate in seguito, si richiamano esplicitamente alcune nozioni
metriche di C.

>  Innanzitutto, in C la distanza & definita ponendo,per ogni z = a+ib e
w=c+1id,

d(z,w) := |z — w| (: \/(a—c)2+(b—d)2) .

Dalla nozione di distanza, si ricavano subito quelle di sfera aperta e di sfera
chiusa di centro z € C e raggio r > 0

B (z) :={w e C|d(z,w) <r}, Bl(z) :={w e C | d(z,w) <7} .

>  Un sottoinsieme 2 di C viene denominato limitato se ¢ contenuto in
una sfera; conseguentemente, ) sara non limitato se, per ogni r > 0, esiste
almeno un elemento z € Q tale che |z| > r.

> Si dice che z € C ¢ interno ad un sottoinsieme 2 C C se esiste una
sfera di centro z contenuta in €2, cioe se

dr>0tec B(z) CQ.

Un sottoinsieme U di C viene denominato intorno di z € C se z € interno
ad U. L’insieme degli intorni di un punto fissato z € C viene denotato con
Z(z).

Inoltre, un sottoinsieme {2 di C si dice aperto se ogni suo punto ¢ interno
0, equivalentemente, se €2 & un intorno di ogni suo punto, cioe se

VzeQ3dr>0te B(z) CQ.

o
Considerato un qualsiasi sottoinsieme €2 di C, si puo definire I'interno Q) di
Q) come l'insieme dei punti interni di §2:

SOZ::{ZGQ|37">()t.c.BT(z)CQ}.

Si verificano facilmente le seguenti proprieta dell’interno di un sottoinsieme.
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o
1. QC
[¢]
2. ) e un insieme aperto;

o
3. Q ¢ il pin grande (per inclusione) degli insiemi aperti contenuti in €2,
cioe e 'unione degli insiemi aperti contenuti in €2;

[e]
4. Q) & aperto se e solo se coincide con il suo interno ).

>  Un sottoinsieme A C C si dice chiuso se il suo complementare ¢ aperto
e quindi se
2€C\A = Fr>0tc. B.(2)NA=0.
Un punto z € C si dice di accumulazione per A se verifica la condizione
seguente

Vr>0: ANB.(2)\{z} #0.

L’insieme dei punti di accumulazione di un sottoinsieme A di C viene de-
nominato derivato di A e denotato con D(A).

Gli elementi di A che non sono di accumulazione per A vengono denom-
inati punti isolati di A. L’insieme dei punti isolati di A viene denotato con
I(A).

Se A ¢ un sottoinsieme di C, la chiusura A di A si definisce come segue

A:=D(A)UIA) (=AUD(A)).

Si puo riconoscere che la chiusura di un sottoinsieme coincide con il comple-
mentare dell’interno del suo complementare:

_ ——
A=C\(C\A).

Conseguentemente valgono le seguenti proprieta della chiusura di un sot-
toinsieme.

1. AC A;
2. A & un insieme chiuso;

3. A ¢ il piu piccolo (per inclusione) degli insiemi chiusi contenenti A,
cioe & I'intersezione degli insiemi chiusi contenenti A;

4. A & chiuso se e solo se coincide con la sua chiusura A.

>  Infine, si definisce frontiera di un sottoinsieme A di C, il seguente
sottoinsieme

0A:=AN(C\ A).
All’insieme C viene aggiunto un solo punto all’infinito co i cui intorni
sono dati dagli insiemi che contengono il complementare di una sfera o,
equivalentemente, i complementari degli insiemi limitati.



Capitolo 2

Funzioni complesse di
variabile complessa

L’obiettivo del presente capitolo e quello di studiare le funzioni definite in
un sottoinsieme {2 di C ed a valori in C (denominate funzioni complesse
di variabile complessa), privilegiando gli aspetti che non presentano una
completa analogia con il caso delle funzioni reali di variabile reale.

In tutto il seguito verranno prese quindi in considerazione funzioni f :
Q) — C, dove 2 & un sottoinsieme non vuoto di C.

Si osserva che, per ogni z € C, posto u(z) := Re f(z) e v(2) := Im f(z),
si ottiene f = u+iv e quindi assegnare una funzione complessa in 2 equivale
ad assegnarne due reali in 2. Se poi si riguarda {2 come un sottoinsieme di
R?, le funzioni u e v possono essere considerate come funzioni reali di due
variabili reali:

Vz=(z,y) € : u(z,y) :==Re f(z), v(z,y):=1Imf(z).

2.1 Limiti e continuita in C

Tali nozioni vengono trattate in maniera molto rapida in quanto sono com-
pletamente analoghe al caso reale.

>  Siano ) un sottoinsieme di C ed f : 2 — C una funzione complessa.
Se zg € C e un punto di accumulazione per €2 e se £ € C, si dice che £ ¢ il
limite di f in zg se

Ve>035>0te.VzeQ\{2} : |z—20/<d = |f(z) -4 <e.

In tal caso, si scrive £ = lim f(z).
zZ—Z20

>  Se 2 non & limitato, si puo considerare il limite di f nel punto oo; £ € C
si dice limite di f in oo se

Ve>03r>0teVzeQ : |z|>r = |f(z)—{<e.
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In tal caso, siscrive £ = lim  f(2).
|2|—+o0

Si riconosce facilmente che, posto f = u+ v, zo = (o, yo) ed £ = s+ it,
risulta

(= lim f(z) < s= lim u(z,y), t= lim v(z,y) .
=20 (z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Pertanto, lo studio di un limite di complesso equivale allo studio di due
limiti reali. Le proprieta dei limiti (unicita, operazioni sui limiti e forme
indeterminate) derivano dalla equivalenza precedente.

Esempi 2.1.1 1. Si consideri il seguente limite

2

im .
z—02z+7Z
Da quanto detto e tenendo presente che

22 a:2—y2+,
pry ? y
z+Z 2 y

lo studio del limite precedente ¢ equivalente a quello dei seguenti

2 .2
lim r Y , lim vy,
(z.y)—(0,0) 2w (z,y)—(0,0)

e pertanto & uguale a 0 = 0+ -0. Allo stesso risultato si perviene piu
direttamente usando le coordinate polari

. p?(cos 20 + isin 26)
lim .
2—0 2pcos b

2. Si consideri il seguente limite

.z

lim — .

z—0 2z
Si riconosce facilmente che, per ogni z reale e diverso da 0, si ha
Z/z = z/z = 1, mentre, per ogni z immaginario puro e diverso da 0,
si ha Z/z = —z/z = —1; pertanto in ogni intorno di 0, la funzione in
esame assume i valori 1 e —1 e quindi non puo tendere verso alcun
limite.

> Si conclude la presente sezione con la nozione di continuita.
Se f:Q — Cezy €, sidice che f e continua in zy se

Ve>03>0teVzeQ : |z—2|<d = |f(z)— f(20)] <ce.
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La condizione precedente € ovviamente soddisfatta se zg € un punto isolato
di 0, mentre ¢ equivalente alla condizione

lim f(z) = f(z0)

zZ—20
se zp € un punto di accumulazione per ().

Come per le funzioni reali, f si dice continua in un sottoinsieme A C §2
se & continua in ogni zg € A ed f si dice continua se & continua in €.

2.2 Funzioni olomorfe

A differenza delle nozioni precedenti, quella di funzione derivabile presen-
ta diverse proprieta che non valgono nel caso reale e sulle quali conviene
pertanto soffermarsi.

>  Siano ) un sottoinsieme aperto di C ed f : @ — C una funzione

complessa. Se zg € €, si dice che f ¢ derivabile in zg se il seguente limite

lim flzo +h) = F(z0) (equivalentemente, lim M
h—0 h z—20 zZ— 29

), (22.1)

esiste ed e finito in C.
In tal caso, si pone

f'(20) = lim f(z0+ 1) — f(20) ‘

h—0 h

Come per le funzioni reali, la derivata f’(zp) pud essere denotata anche
con uno dei seguenti simboli

daf daf
D - D z2=z0 > 5 .
feo) ). DI, (HO)
Una funzione derivabile in ogni punto di un sottoinsieme A di € viene
denominata olomorfa in A.
Infine, f si dice olomorfa se & olomorfa in €.

Osservazione 2.2.1 Utilizzando i noti simboli di Landau,' si riconosce
facilmente che la derivabilita di f in zg equivale all’esistenza di £ € C tale
che

f(zo+h) = f(z0) +Lh+o(h) in 2

ed in tal caso si ha £ = f/(z).

!Si ricorda che la scrittura g(z) = o(h(z)) in xo indica che il rapporto g(z)/h(z) tende
a 0 in xo, mentre la scrittura g(z) = O(h(z)) in o indica che lo stesso rapporto & limitato
in un intorno di zg.
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Infatti, se f e derivabile in zq, risulta

i JG0 1) = J0) = Sl _
h—0 h ’

dacui f(zo+h)—f(z0)—f'(z0) h = o(h) e quindi anche ¢ = f’(zp). Viceversa,
se f(zo+h) = f(z0) + Lh+ o(h) in z, risulta

lim f(z0+h) — f(z0)
h—0 h

=/

e quindi f & derivabile in zg con £ = f'(2).

> Dalla osservazione precedente, si ricava immediatamente che, se f &
derivabile in zg, allora f & anche continua in zg.

> Poiché la definizione di derivabilita si avvale dello stesso limite con-
siderato nel caso reale, per tale nozione continuano a valere le regole di
derivazione gia note nel caso reale. In particolare, valgono le seguenti
proprieta.

1. Se f: Q2 —= Ceg:Q — C sono derivabili in zg € (Q, allora f + g ¢
derivabile in zg e si ha

(f +9) (20) = f'(20) + ¢'(20) -

2.5 f: Q2 — Ceg:Q — C sono derivabili in zy € €2, allora f-g ¢
derivabile in zg e si ha

(f-9)(20) = f'(20) g(20) + f(20) ¢'(20) -

3. Se f:Q — C ¢ derivabile in zp € Q e f(2) # 0 per ogni z € €, allora
1/f ¢ derivabile in zj e si ha

(3) =7

4. 8e f:Q — Ceg:Q — C sono derivabili in zp € Q e g(z) # 0 per
ogni z € Q, allora f/g ¢ derivabile in zp e si ha

£\ f(20) 9(20) — f(20) ' (20)
(7) = |

9(20)?

5. 5e Q,I' c Cese f:Q — C e derivabilein zp € Qeg: 1" — C e
derivabile in wg := f(zp), allora la funzione composta go f : Q@ — C
definita ponendo, per ogni z € C, (go f)(z) = g(f(z)) & derivabile in
2o € si ha

(g0 f) (20) = g'(wo) - f'(20) -
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6. Sia f : @ — C una funzione ingettiva e si supponga che sia derivabile

in zg €

Q con f'(z0) # 0. Posto I' = f(Q), si consideri la funzione

inversa f~! : I' — C definita ponendo, per ogni w € T, f~}(w) = z
con z €  tale che f(z) = w. Se f~! & continua in wp := f(20), allora
f~! & anche derivabile in wy e si ha

(F7) (wo) =

f'(z0)

Esempi 2.2.2 1. Si consideri la funzione potenza f : C — C definita
ponendo, per ogni z € C, f(z) = z". Sia 29 € C; se zg # 0, risulta

lim
h—0

e quindi

Dunque

f(z0+h) = f(20) lim (20 +h)" — 20
h h—0 h
<1 ; h) .
— lim~ %/
0 h—0 h
h n
(1 ; ) .
n— <0 n—
= ZO 1 }1"% T = nZO 1
f € derivabile in zy. Se zp = 0, si ha inoltre
. f(OO+h)—f(O) .. A" [ 1, n=1,
pim, h =M T 0, w2,
f & derivabile anche in 0.

2™ & olomorfa e Dz" = nz""1.

2. Si consideri la funzione f : C — C definita ponendo, per ogni z € C,
f(2) = Rez. Per ogni 2 € C, risulta

lim
h—0

f(zo+h)— f(z0) — lim Re (20 + h) — Re zg ~ lim Reh

h h—0 h h—0 h

e quest’ultimo limite non esiste in quanto per h # 0 reale si ha
Reh/h =1 mentre per h immaginario puro si ha Reh/h = 0.

Quindi f non e derivabile in alcun punto di C.

3. Si consideri la funzione f : C — C definita ponendo, per ogni z € C,
f(z) =z. Per ogni zy € C, risulta

. flzo+h) — f(20)
1 —
hli% h h—0 h h—0 h

e quest’ultimo limite non esiste come si ¢ visto nell’Esempio 2.1.1, 2.

Quindi f non & derivabile in alcun punto di C.
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4. Si consideri la funzione f : C — C definita ponendo, per ogni z € C,
f(z) = |z|. Per ogni 2z € C, risulta

i FF0R) = flz0) _ . lz0 + B~ |z0]
h—0 h h—0 h

Si supponga in una prima fase zg # 0. Considerando h = tzp, con
t € R, si ottiene il limite

t+1 —
(Dol =zl _ ol
t—0 tzo 20

Considerando invece i numeri complessi h tali che zg + h si trovi sulla

circonferenza di centro l'origine e raggio |zg| (per cui |z + h| = |z0]),
si ottiene
hl —
tim oM =20l
h—0 h

Si puo quindi concludere che il limite non esiste e quindi f non &
derivabile in zg.

Infine, se zg = 0, si ottiene il limite

. |h]
1 1
hlg% h

e anch’esso non esiste in quanto ad esempio, per h reale si ha |h|/h =1
se h>0e|h|/h=—1seh<O.

Quindi f non e derivabile in alcun punto di C.

> Si studia a questo punto il primo importante risultato sulle funzioni
derivabili. Come al solito, considerate le parti reali ed immaginarie di f, si
scrive f = u + iv con u, v funzioni reali di due variabili reali.

Teorema 2.2.3 (Teorema di Cauchy-Riemann) Siano @ C C un in-
sieme aperto in C ed f =u+iv:Q — C una funzione complessa.
Se zg = xo + 1yo € 2, le sequenti proposizioni sono equivalenti

a) [ & derivabile in zy;
b) Le funzioni u e v sono differenziabili in (xo,yo) ed inoltre

0 0 0 0
8*2(3307%) = a*Z(wo,yo) , %(x0790) = —8—2(360,310) . (222)
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Inoltre, vera l'una e quindi ciascuna delle proposizioni equivalenti precedenti,

risulta
10f 9

F(20) = 5 (oo 90) = 7 5 (. 0) (223

DIMOSTRAZIONE. Si supponga che f sia derivabile in zy e si ponga f'(zp) =
a+i6. Per ogni h = p+iq # 0, risulta

f(z0+h) = w(zo+p, yo+a)+iv(zotp,yo+a) ,  f(20) = u(wo, yo)+iv(wo, yo)
e inoltre

f'(z0)h = (a+iB)(p +iq) = (ap — Bq) + i(aq + Bp)
e quindi, dall’Osservazione 2.2.1,

u(zo +p,yo +q) +iv(zo +p,Yo + q)
= u(xo,y0) + i v(z0,y0) + (ap — Bq) + i(agq + Bp) + o(h) .

Separando le parti reali e immaginarie si ottengono le equazioni

u(zo + p,yo + q) = u(xo,yo) + ap — fq + o(\/p* + ¢?) ,
VE+¢?),

v(xo + p, Yo + q) = v(zo,y0) + ag + Bp + of

dove si ¢ potuto considerare o(1/p? + ¢2) al posto di o(h) in quanto il
rapporto \/p? + ¢%/h = |h|/h & limitato.

Dalle equazioni precedenti si ricava

u(ro +p,yo + ¢) — w(wo, yo) —ap + g _

lim 0,
(p,9)—(0,0) p? 4 q¢?
i @+ pyo +4) —v(zo,yo) —Bp —aq _
(p,q)—(0,0) N ’
e quindi u e v sono differenziabili in (xg, yo) e inoltre
du(zo,yo)(p,q) = ap—Bq,  dv(zo,y0)(p,q) = Bp+ aq .
Pertanto
ou ou
%(1‘07:%]) = du(zo,0)(1,0) = a, Fy(fﬂovyo) = du(wo,y0)(0,1) = -3,

U ivabili yal i g i 0,Y0), Si
2Se u e v sono derivabili parzialmente rispetto ad = ed y in (zo,yo0), si pone per
convenzione,

0 0 0 0 0 .0
a*ﬁ(ﬂfo,yo) = a*Z(xo,yo) +18*;(5007y0) , afi(wmyO) = a*Z(mowo) +Z§Z(I0»y0) .
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ov ov

£($ano) = d/U(:I:anO)(l’O) = ﬂ ) @($0)y0) = dv(x(byO)(Ov 1) =,

da cui seguono anche le (2.2.2) e (2.2.3).
Il viceversa si puo dimostrare ripercorrendo a ritroso la dimostrazione
gia svolta. O

Le condizioni (2.2.2) vengono denominate equazioni di Cauchy-Riemann.

Corollario 2.2.4 Siano Q un sottoinsieme aperto di C ed f : Q — C una
funzione olomorfa e tale che f(Q2) C R. Allora f é costante.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, posto f = u + iv, risulta v = 0 e inoltre, dalle
equazioni di Cauchy-Riemann (2.2.2), du/0x = 0, du/dy = 0. Quindi u, e
conseguentemente f, & costante. O

Dal Corollario 2.2.4 precedente si ottiene subito che le funzioni consid-
erate negli Esempi 2.2.2, 2. e 4., non possono essere olomorfe, altrimenti
dovrebbero essere costanti.

Si osservi che il corollario precedente rimane valido se si suppone che
f =u++ci con c € R costante fissata.

Osservazione 2.2.5 Si dimostrera in seguito che se f € olomorfa, le fun-
zioni u e v sono derivabili parzialmente infinite volte. Da cio e dalle equazioni
di Cauchy-Riemann, segue allora facilmente che u e v sono funzioni ar-
moniche, cioe verificano le condizioni

Au=0, Av=0.23

Infatti, per ogni (z,y) € Q, dalle equazioni di Cauchy-Riemann (2.2.2),
si ha

d%u d%u 0% 0%
A = — _— = — _— = .
u(z,y) = 55(,y) + 72 (z,y) 920y (z,y) Dyoz (z,y) =0

2.3 Serie di potenze in campo complesso

2.3.1 Richiami sulle successioni e serie di funzioni

Si richiamano brevemente alcune nozioni fondamentali relative alle successioni ed alle serie
di funzioni.

Sia (fn)nen una successione di funzioni definite in un insieme Q (non necessariamente
sottoinsieme di C) ed a valori in C. Si dice che (fn)nen € puntualmente convergente
(oppure semplicemente convergente) se, per ogni zo € 2, esiste in C il limite

lim fn(Z()) eC.

n—-+oo

3Si ricorda che il Laplaciano Awu di una funzione v € C?*(Q) & definito ponendo, per

ogni (z,y) € Q,
2 2

0“u o0“u
Au(z,y) = @(Jhy) + Tyg(m,y) .
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In tal caso, si puo definire la funzione f : {2 — C ponendo, per ogni zp € €2,

f(zo0):= lim fn(20)

n——+oo

e si dice anche che la successione (fn)nen converge puntualmente (oppure semplicemente)
verso f. Quindi
f= lim f, puntualmente

n—-+4oo

se e solo se
VzeQVe>03dveN teVn>v: |fu(z) — f(2) <e.

La condizione di convergenza uniforme della successione (fr)nen viene imposta richieden-
do che nella condizione precedente si possa determinare il numero naturale v indipenden-
temente da z €  (quindi v dipende solamente da ¢). Pertanto, si dice che la successione
(fn)nen converge uniformemente verso f e si scrive

f= lim f, uniformemente
n—-+oo

se ¢ verificata la condizione seguente
Ve>03veN teVn>2rvVzeQ: |fulz)— flz)<e.

Per quanto riguarda le serie di funzioni in campo complesso, si introducono nozioni
analoghe, riferendosi alla successione delle somme parziali delle funzioni assegnate.
Precisamente, assegnare una serie di funzioni

>
fn

n=0

vuol dire assegnare, per ogni n € N, una funzione f, : Q@ — C e studiare la successione
delle somme parziali s, : 2 — C definite ponendo, per ogni z € €,

X
sn(z) = fu(2) .

k=0

P
Pertanto, si dice che la serie :i% fn converge puntualmente (oppure semplicemente)
verso un’ulteriore funzione f : Q — C e si scrive

f= fr. puntualmente
se ¢ verificata la condizione seguente

VzeQVe>03veN teVn>v: fe(z) — f(z) <e.

P
Infine, si dice che la serie j;i% fn converge uniformemente verso f e si scrive

>

f= frn. uniformemente

n=0

se & verificata la condizione seguente

Ve>03veN teVn>rvVzeQ: fe(z) = f(z) <e.
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2.3.2 Serie di potenze

La teoria delle serie di potenze in campo complesso generalizza in maniera
naturale quella nota nel caso reale. Nella presente sezione si richiamano
alcune definizioni e risultati utili per il seguito.

> Siano zp € C ed (ap)nen una successione di numeri complessi. La serie
di funzioni

+oo
Zan(z — zp)" (2.3.1)
n=0

viene denominata serie di potenze di centro zy e con coefficienti a,, n € N.
Il raggio di convergenza della serie (2.3.1) si definisce al modo seguente

400
R =sup {p € [0, 400 | Zanp" & convergente} .
n=0
Valgono le seguenti proprieta del raggio di convergenza.
1. Se R =0, la serie (2.3.1) converge solamente nel centro zo;

2. Se R = 400, la serie (2.3.1) converge in ogni z € C;

3. Se R €]0,+o0[, la serie (2.3.1) converge in Br(zp) e non converge in
C \ Bl.(z0); per i punti della circonferenza dBg(zp) non si puo dire
nulla in generale.

Il raggio di convergenza puo essere calcolato utilizzando uno dei seguenti
metodi.

1. Metodo di d’Alembert o della radice. Se esiste il limite liI}_l Van| =
n—-r+oo
¢ € [0,+00], allora R = 1/£.* Pil precisamente, si ha sempre R =

1/limsup,,_ 4o V/|an|.

2. Metodo di Cauchy o del rapporto. Se esiste il limite ligl lan|/|ans1],
n—-roo

allora R coincide con tale limite.

>  Assegnata la serie (2.3.1), la nuova serie
+o0o
> nan(z — 2)" (2.3.2)
n=1

viene denominata serie ottenuta per derivazione dalla serie (2.3.1).
Si verifica facilmente che, denotato con R’ il raggio di convergenza della
serie (2.3.2) e con R quello della serie (2.3.1), risulta R’ = R.

4Per convenzione, si pone in questo caso R =0se £ = +co e R = +00 se £ = 0.
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Infatti, tenendo presente che

lim ¢n= lim n'/"= lim 8"/ =¢"=1,
n——+00 n——+0o00 n—-—+00
si ha
lim sup /n|ay| lim /n limsup {/|a,|
n—+o0 n—+00 n—-+oo

2.4 Funzioni elementari complesse

Nella presente sezione vengono presentate le definizioni di alcune funzioni
elementari complesse. Si rimanda lo studio delle proprieta relative di ogni
funzione al momento in cui queste interverranno nel seguito.

>  La funzione potenza n-esima f, : C — C ¢ definita ponendo, per ogni
z € C,
fu(z) = 2" (2.4.1)

Quindi, se z = p(cosf + isinh), si ha f,(z) = p"(cos(nf) + isin(nh)) e da
cio si ricavano facilmente le proprieta geometriche della funzione potenza
n-esima. In particolare, si osserva che la funzione potenza n-esima non e
ingettiva per n > 2. Infatti, per ogni z # 0 € C, vi sono esattamente n
radici distinte di 2™ e quindi vi sono n numeri complesi distinti in cui la
funzione potenza assume lo stesso valore 2.

>  La funzione esponenziale exp : C — C & definita ponendo, per ogni
z=z+1ycC,
exp(z) = e*(cosy + isiny) . (2.4.2)

Dalla seguente equazione di Fulero

—+oo .
S
oo 2n R 2n+1
Yy . Y
— —]_ n + 7 _1 n_<J
nz:%( ) (2n)! T;( ) (2n + 1)!
= cosy+isiny,
si ricava, in definitiva,
eF = e%eW= et T |

Si mette in evidenza il fatto che e* # 0 per ogni z € C (infatti 0 # e =
el7?e* e quindi el 7% e €* sono entrambi non nulli) e inoltre la funzione exp
e periodica di periodo 27i (infatti, per ogni z € C,

e* T2 = e®(cos(y + 2m) + isin(y + 27)) = €”(cosy + isiny) = €” ).
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In particolare, la funzione esponenziale non e ingettiva, mentre lo sono le
sue restrizioni ad ogni sottoinsieme di C del tipo

Dy :=R+i-ja,a+2r] (={z€C|Imz € |o,a+27[}).

Per quanto riguarda la derivabilita della funzione esponenziale, si osserva
che in questo caso le parti reali ed immaginarie sono date da

u(x,y) = e®cosy , v(z,y) = € siny ,
e quindi u e v sono differenziabili e verificano le condizioni di Cauchy-
Riemann; infatti, per ogni (z,y) € C,

0 0
8—Z(m,y) =e"cosy , 8—Z(x,y) = —€e"siny

) =esiny Sy ="
5 (DY) =€ siny, a9y x,y) = e’ cosy .

Dal Teorema di Cauchy-Riemann 2.2.3, si ottiene che exp ¢ olomorfa e
inoltre, per ogni z = x + iy € C,
_ Oexp ou ov

5 (z,y) = %(x,y) +z’8—$(x,y) =e"cosy+ie’siny =e” .

De?

> Si definiscono in maniera analoga le seguenti ulteriori funzioni, per le
quali ci si limita a riportare la definizione lasciando per esercizio la verifica
della validita delle condizioni di Cauchy-Riemann.

a) La funzione coseno iperbolico cosh : C — C & definita ponendo, per

ogni z € C,
z —Z
cosh z := % . (2.4.3)
Si verifica facilmente che, per ogni z € C,
cosh z := )
|
= (2n)!
b) La funzione seno iperbolico sinh : C — C ¢ definita ponendo, per ogni
z € C,
z_ =z
sinh z := % . (2.4.4)

Si verifica facilmente che, per ogni z € C,

+o0o
z2n+1

sinhz =) ———.
!
vt (2n +1)!
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c¢) La funzione coseno cos : C — C & definita ponendo, per ogni z € C,

iz —1iz
COs 2 1= % . (2.4.5)

Si verifica facilmente che, per ogni z € C,

too »2n
L _1\n
Cos z := 7;)( 1) oIk

d) La funzione seno sin : C — C ¢ definita ponendo, per ogni z € C,

1z _ 1z
sin z := % . (2.4.6)

Si verifica facilmente che, per ogni z € C,

too »2n+1
nzi=S (1)
sin z T;)( ) Gn 1)

> Sie osservato in precedenza che le funzioni elementari sopra introdotte
non sono ingettive e pertanto di esse non puo essere considerata la funzione
inversa, almeno al solito modo. Per poter definire le funzioni inverse delle
funzioni elementari € pertanto necessario introdurre le funzioni polidrome,
che sono definite in sottoinsiemi di C ed assumono in ogni punto un insieme
non vuoto di valori in C, che almeno in un punto e costituito da almeno
due elementi. Le funzioni polidrome sono assegnate in contrapposizione alle
funzioni monodrome finora considerate, che in ogni punto assumono uno ed
un solo valore. Assegnata una funzione polidroma f : Q — P(C), si dice
determinazione di f ogni funzione g : {2 — C tale che, per ogni z € ),
9(2) € f(2).

Le funzioni polidrome vengono introdotte per poter opportunamente
invertire le funzioni elementari.

>  Sen > 2, si definisce funzione radice n-esima, la funzione polidroma
¥/~ : C — P(C) definita ponendo, per ogni z = pe'® € C,

0, sez=0,
Yz = (2.4.7)
{{L/,Be(9+2k”)/”\k:O,...,n—l}, se z#0,

> Se z = p(cos@ + isinf), insieme degli argomenti di z viene denotato
con arg z; dunque
argz:={0+2kn | k€ Z} .
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Inoltre, I’argomento principale di z verra denotato con Arg z; quindi Arg z
€ 'unico elemento di arg z tale che

—nm<Argz<m.

Premesso cio, la funzione logaritmo in campo complesso € la funzione polidro-
ma log : C\ {0} — P(C) definita ponendo, per ogni z = pe’? € C\

{0},
logz:=log|z| +iargz (={logp+i(0+2km)| keZ}). (2.4.8)

La determinazione Log : C\ {0} — C definita ponendo, per ogni z =
pe’ e C\ {0},
Logz :=logp+iArgz (2.4.9)

viene denominata funzione logaritmo principale.
Per ogni o € R, si puo definire la determinazione log,) : C\ {0} — C
definita ponendo, per ogni z € C\ {0},

log(y) #z = log 2| + 0

con 6 € [a,a + 2x[. Tale funzione non ¢ continua sulla semiretta r, :=
{pei® | p > 0} e quindi in tale insieme non puo essere olomorfa.
Precisamente, considerato p > 0, si riconosce che la funzione log,y non
& continua nel punto pe'® di r4; infatti, considerati i numeri complessi pe®?
con 3 €]a — 2w, a + 27| e tenendo presente la definizione di log (), risulta

, log p + i3 B €la, a+ 2x],
By __ gp ) s
log(a (™) = { log p+i(6 4 27) B €la —2m,a

(se 3 €la — 2m,af, nel calcolo di log, (pe'®) bisogna aggiungere 27 per
ottenere un argomento nell’intervallo [a, o 4 27]).
Da quanto sopra segue

lim+ logq) (pe®) =log p + icr ﬂlim log(a)(pew) =logp+i(a+2m),
—a

p—a

e quindi log(,) non ¢ continua in peie.

Pertanto la discontinuita dipende dal fatto che ’argomento deve essere
sempre scelto nell’intervallo [«, a4 27| e quindi bisogna considerare un salto
di 27i quando si passa da argomenti minori di o ad argomenti maggiori di
a.)

Nell’insieme C \ 74, la funzione log(,) ¢ invece olomorfa.

Naturalmente, per quanto riguarda la funzione logaritmo principale, si
conclude analogamente che essa ¢ olomorfa in C \ 7, mentre nei punti della
semiretta r;, la funzione Log non e continua.
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>  La definizione della funzione logaritmo consente di definire in modo
naturale anche la potenza ad esponente complesso di un numero complesso
z # 0; per ogni w € C si pone infatti

2V = ewlosz (2.4.10)
La potenza principale & ovviamente definita ponendo

20 = ewlogz (2.4.11)

2.5 Cammini ed integrali curvilinei

Una funzione continua « : [o, ] — C viene denominata curva di Jor-
dan. Quindi assegnare una curva di Jordan & equivalente ad assegnare due
funzioni continue z : [o, 5] = R e y : [a, ] — R tali che, per ogni t € [, (],

V(t) = x(t) +iy(t)

(dunque z(t) := Rev(¢) e y(t) := Im~(t)).
Il supporto di ~y & definito come I'insieme dei valori di 7y e viene denotato
con v*; dunque

7" = y(J B]) (25.1)

Una curva di Jordan viene denominata semplice se la sua restrizione a
[a, B[ & ingettiva.
Inoltre, una curva di Jordan viene denominata chiusa se y(a) = v(3).

>  Una curva di Jordan viene denominata regolare se & derivabile con
derivata continua e inoltre 7/(t) # 0 per ogni t € [, 5] (quindi, le funzioni
x ed y sono derivabili e con derivate continue e mai contemporaneamente
nulle).

Per le curve regolari si puo definire la nozione di lunghezza ponendo

B B
)= [ Wola (= [ IR (2.5.2)

> A questo punto si puo dare la definizione di cammino, sulla quale ci si
soffermera con lo studio di diverse proprieta.

Una curva di Jordan 7 : [a, 5] — C viene denominata cammino se &
regolare a tratti, cioe se esiste una suddivisione {ag, aq, ..., a,} di elementi
di [a, B3] tale che, per ognii =0, ...,n—1, larestrizione 7o, o, ] € regolare.®

Anche per i cammini si puo considerare la nozione di lunghezza definita
dalla (2.5.2) (in quanto la funzione integranda & continua a tratti).

Un cammino chiuso viene spesso denominato anche circuito.

5Si ricorda che una suddivisione {ao, a1, ..., a,} dell’intervallo [o, 8] & un insieme di
punti di [a, 8] tali che ap = a, an = B €, per ogni i =0,...,n — 1, si abbia a; < aj41.
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> Un esempio molto semplice di cammino che verra utilizzato frequente-
mente nel seguito & costituito dalla circonferenza ~, : [0,2x] — C di raggio
r > 0 definita ponendo, per ogni ¢ € [0, 27|,

Y (t) :==ret .

In questo caso si ha x(t) := r cost e y(t) := r sint; si tratta ovviamente di
un cammino semplice e chiuso la cui lunghezza ¢ data da

27 ) 2w
() :/0 |rie’t|dt:r/0 dt = 27r .

Se zg € C, la circonferenza v, , : [0,27] — C di centro zy e raggio r > 0 si
pud definire ponendo, per ogni ¢ € [0, 27],

it
Yaour 1= 20 +T€"
La lunghezza rimane ovviamente invariata.

> Si considerino ora un sottoinsieme aperto 2 C C ed una funzione f :
Q — C. Se~: o, — C & un cammino con supporto contenuto in 2
(v* C ), si definisce integrale curvilineo di f lungo , il seguente numero

complesso 5
[ = [ sam)vwa. (253)
¥ a

> Si enunciano a questo punto alcune semplici proprieta degli integrali
curvilinei lungo un cammino.

1. (Proprieta di linearita degli integrali curvilinei) Siano f,g : Q@ — C
funzioni continue e sia v : [a, 5] — C un cammino tale che v* C Q.

Allora
A(f+g)(2)d2=[yf(Z)der/vg(Z)dz-

Inoltre, se ¢ € C,
dz = dz .
/y(cf)(z) z=c /vf(z) z

2. (Teorema della media) Sia f : £ — C una funzione continua e sia
v : [, ] — C un cammino tale che v* C Q. Allora

2)dz| < max|f(2)] £(v) - (2.5.4)

Infatti,

6
\ < [C1ro)- ol

IN

max |(2) / (6] db = max £ ()] €(3)

zEY*
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3. (Proprieta di decomposizione degli integrali curvilinei) Si definisce in-
nanzitutto il cammino unione (denominato spesso anche cammino
somma) di due cammini. Siano v, : [, 51] — C e vy : [41, 5] — C due
cammini tali che 1 (1) = Y2(531).9

Allora, si verifica facilmente che la curva vy, Uy, : [, 5] — C definita
ponendo, per ogni t € [a, (],

o ={ 20 el

¢ a sua volta un cammino, il quale viene appunto denominato unione
dei cammini 1 e 2 (talvolta viene anche denotato con v @ 72).

Si osserva che se €2 € un sottoinsieme aperto di C e se y; C Q2 ey; C €,
allora anche (v, U72)* C Q.

Se inoltre f : 0 — C & una funzione continua, vale ovviamente la
seguente proprieta

/71u72f(z)dzz/71f(z)dz+/72f(z)dz-

4. (Integrale curvilineo sul cammino opposto) Si consideri un cammino
v : [a, ] — C. Si definisce cammino opposto a il cammino ~° :
[, B] — C definito ponendo, per ogni t € [«, ],

() =yl +p-1).

Si verifica facilmente che (7°)* = v* e inoltre 7°(a)) = (/) mentre
7°(8) = v(a).

Se 2 & un sottoinsieme aperto di C tale che v* C Qese f: Q2 —Ce
una funzione continua, si ha

/Vof(z)dz——/wf(z)dz.

Quindi 'integrale curvilineo di una funzione dipende dal verso di per-
correnza della curva.

5Non & restrittivo supporre che I'estremo destro dell’intervallo base di v1 coincida con
Pestremo sinistro dell’intervallo base di 72; infatti, se 3 : [32,83] — C & un cammino,
si puo traslare 'intervallo base e considerare il nuovo cammino ~2 : [$1,3] — C dove
B =01+ Ps— B2 e, per ogni t € [B1, 5], si pone y2(t) := v3(B2 + ¢ — B1). Si verifica allora
che 72 e 3 hanno lo stesso supporto e che l'integrale di una funzione lungo 72 coincide
con l'integrale della stessa funzione lungo ~s.
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Infatti

[ 1@ = [ e ervma

dove si posto s = a+ 3 —t e si ¢ tenuto presente che in a e G tale
cambiamento di variabili assume i valori § e rispettivamente .

> Ad esempio, si consideri la circonferenza -, di centro 0 e raggio r > 0;
allora

2T ) ) 2r
/ 2'dz = / et el dt =it / !t gy
” 0 0

ciln+1)t 177

i(n+1) o

1 2m 1 2m
/ dz:/ —trze”dt—z / dt =2mi . (2.5.5)
- z 0 ret 0

Come ulteriore esempio, si consideri il circuito v = 1 U 79 U vz U 4
costituito dalle curve ~y1,v2,73,74 : [—1,1] — C definite ponendo, per ogni
€ [-1,1],

yi(t):=t—i, yt):=1+idt, ~3(t):=i—t, y(t):=-1—1it.

Dalle proprieta sopra elencate, considerando ancora la funzione f(z) =1/z,
risulta

1 1 1 1 1
/dz = /dz+/ dz+/ dz+/ —dz
. 7 # vo % v3 % y1 ?
1 1 . 19 1 .
:/ dt+/z.dt—/. dt—/ S
1t—Z 11+Zt _1’L—t _1—1—Zt
Loy
,11+Zt

- g (t— i)', + [Log (1 +it)]" )
_ (Log(l—z) Log( 1—14)+Log(1+4) —Log(1—1))
= 2(—Log(—1—1i)+ Log (1+1))

(

—log\f—z(—%r)%—logf—i—zz) =27i.

n+1 ; vt 2m(n+1)i 0
= T = m (6 — e ) =0 s

mentre

= 2
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Come si e riconosciuto direttamente, 'integrale lungo il circuito v coincide
con quello precedentemente trovato lungo la circonferenza con centro nell’o-
rigine e raggio r. Cio in realta ¢ conseguenza di proprieta piu generali che
saranno esaminate successivamente.

>  Si concludono ora le proprieta generali degli integrali curvilinei con
un importante risultato di cui tuttavia per brevita viene omessa la di-
mostrazione.

Teorema 2.5.1 (Teorema di Jordan) Sia v : [, 3] — C un cammino
semplice e chiuso. Allora esiste uno ed un solo sottoinsieme aperto connesso
e limitato ., di C tale che 0€Q0, = ~v*.

2.6 Funzioni analitiche

>  Sia © un sottoinsieme aperto di C e sia f : Q@ — C una funzione
complessa. Si dice che f € analitica se, per ogni zg € €2, esistono r > 0 ed
(an)nen successione di numeri complessi tali che, per ogni z € B, (zp),

+oo
flz) = Z an(z — 2zp)" .
n=0

Quindi una funzione ¢ analitica se si puo esprimere localmente come somma,
di una serie di potenze.

Esempio 2.6.1 La funzione 1/z & analitica in C\ {0}. Infatti, fissato zo €
C\ {0}, si ha, per ogni 2 € B (20),

1 1 1 1
z 20— (20—2) 2 1_2"*0
%
+00 +00
1 1 (=)™
= — (Z — Z())n = (Z - ZO)n )
o Sy 2

+o0 1 (Z
n=0 (—zp)"
condizione z € Bj,|(20) segue |z — 20|/|20] < 1.

dove la serie geometrica — 2p)" converge in quanto dalla

Per le funzioni analitiche si dimostra agevolmente il seguente risultato.

Teorema 2.6.2 Siano () un sottoinsieme aperto di C ed f : Q — C una fun-
zione analitica. Allora f ¢ olomorfa ed inoltre la sua derivata f' ¢ anch’essa
una funzione analitica.
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DIMOSTRAZIONE. Si fissi zg € Q e siano rg > 0 ed (a,)nen successione di
numeri complessi tali che, per ogni z € By, (20),

+o00
flz) = Zan(z —zp)" .
n=0

Si consideri la serie ottenuta per derivazione (la quale ¢ anch’essa con-
vergente in By, (%p)) e si consideri la funzione somma

+oo
g(z) = Znan(z —20)" 7, z € Byry(20) -
n=1

Si fissi ora 0 < r < 7o (cio assicura che le serie Z:ﬁ% anw™ e quelle ottenute
per derivazione siano convergenti per w = 1) e sia z € B,(zp). Per ogni
h € C tale che |h| < r — |z — 2o risulta z + h € B, (z0) (infatti |z + h — zo| <
|z — 20| + |h| < 1), ed inoltre

n=1
+o00 n—1 +o00
:ZanZ(z—l-h—Zo)" ! ](z—zo)]—Znan(z—zo)” !
n=1 7=0 n=1
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Poiché
n—1
Z z+h ) 1_j(z—zo) —(z—20)"" 1)
7=0
n—1

Il
0
|
™

(=)
~
—~
—~
N
-+
=

zO)n—l—j _ (z _ Zo)n—l—j)

7=0
n—1 n—2—j
<> l((z+h—20)—(2—2)) Y (z+h—2)(z—2)" 27"
j=0 i=0
n—1

<N H b (n—1— )2

n—1
— | n—2 —1—3 _n(n_l) n—Qh
= bl 2 Y= 1) = M 2y,
7=0

e poiché la serie 37 n(n — 1)a,r" 2 & convergente in quanto ottenuta per
derivazione da una serie convergente, si ha che

z+h)— f(z

L f k) - ()

Z—20 h/

—9(2)| =0

e cio dimostra che f & derivabile in z. Dall’arbitrarieta di z € B,(z9) segue
inoltre f' = ¢ in B,(z0) e quindi f’ & analitica. O

Dal risultato precedente si ottiene immediatamente il seguente corollario.

Corollario 2.6.3 Siano 2 un sottoinsieme aperto di C ed f : Q — C una
funzione analitica. Allora f é derivabile infinite volte e tutte le derivate sono
anch’esse funzioni analitiche.

>  Si approfondisce ora lo studio dei legami tra funzioni analitiche e fun-
zioni olomorfe dimostrando che ogni funzione olomorfa ¢ analitica. Da
cio seguira per quanto detto sopra che le funzioni olomorfe sono in realta
funzioni dotate di derivate di ogni ordine.

Se Q & un sottoinsieme aperto di C, si denotera con H(€2) I'insieme delle
funzioni olomorfe definite in 2:

H(Q) :={f:Q2— C| f olomorfa} . (2.6.1)
Si puo enunciare subito il seguente risultato preliminare.

Lemma 2.6.4 Siano ) un sottoinsieme aperto di C ed F' € H(Q2) e si ponga
f=F'" Se~:l|a,B] — C ¢éun cammino tale che v* C Q, allora

/ fz (1(8)) - F(1(a))
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DIMOSTRAZIONE. Infatti
& v(B)
[#@ra:= [ Fo@y@i= [ Feds=FaE) - Fo),

dove si & posto s = y(t). O

In particolare, se v & un circuito, allora l'integrale di f lungo ~ risulta
nullo. Questo risultato puo essere dimostrato anche in ipotesi piu generali
che saranno prese in considerazione nel seguito.

> A questo punto e utile richiamare la definizione di insieme stellato. Se
Q) & un sottoinsieme aperto di C, si dice che € & stellato rispetto ad un punto
zo € § se verifica la seguente condizione

VzeQVtel0,1] @ tz+(1—t)z0 € Q; (2.6.2)

la formula precedente esprime il fatto che per ogni z € €, il segmento di
estremi zg e z € interamente contenuto in ).

Un sottoinsieme aperto €2 di C si dice stellato se e stellato almeno rispetto
ad un suo punto.

Teorema 2.6.5 (Teorema di Cauchy) Siano Q un sottoinsieme aperto
stellato di C, f € H(Q) e v : [a, 8] — C un circuito tale che v* C Q. Allora

Lf<z)dz:o.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, posto come al solito, f = u +iv e v = x + iy, si

ha
L f(z)de =

_l’_

B
i / (0(3(£) () + uly(B))y' (£)) dt |

e quindi, considerati i campi vettoriali ® := (u,—v) e ¥ = (v,u), si puo

scrivere
/f(Z)dZZ/B@(S)dSJr i/ﬁ\Il(s)ds.
Y [ «

Dalle equazioni di Cauchy-Riemann (2.2.2) deriva subito che i campi ® e
W sono irrotazionali e poiché {2 € un insieme aperto stellato, essi sono con-
servativi. Poiché 'integrale viene effettuato lungo una curva chiusa, si deve
avere faﬁ@(s) ds=0e faﬁ U(s)ds =0, da cui anche [ f(z)dz=0. O
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Teorema 2.6.6 (Formula di Cauchy) Siano Q un sottoinsieme aperto
stellato di C, f € H(Q) e v : [a, 5] — C un cammino semplice e chiuso
tale che v* C Q. Allora Q, C Q e inoltre, per ogni zg € €1,

f(z0) := ! / /(z) dz . (2.6.3)

211 zZ— 20

DIMOSTRAZIONE. Si dimostra la tesi nel caso particolare in cui v sia la
circonferenza di centro zp e raggio r > 0, supponendo ovviamente che
Bl(z0) C Q. Si consideri la funzione g : @ — C definita ponendo, per
ogni z € 2,

f(z)_f(ZO) ZGQ\{Z()}
9(2) = i-z ’
f'(z0) , z=2.

Si verifica facilmente che g € continua in €2 (in quanto f & derivabile in z)
ed olomorfa in Q\ {29} (in quanto rapporto di funzioni olomorfe).

Si puo dimostrare inoltre che alla funzione g puo essere applicato il Teo-
rema di Cauchy 2.6.5 il quale, tenendo presente che fv ZEZO dz = 2mi (vedasi
la (2.5.5)), fornisce

O:Lg(z)dz:Lmdz/yf(zo)dZZ/vf(z)dZ%Tif(zo)a

Z— 20 Z— 20 Z— 20

da cui | LG g2 = 271 f(20) e quindi la tesi. O

¥ z—20
S puo a questo punto dimostrare che le funzioni olomorfe sono analitiche.

Teorema 2.6.7 Siano ) un sottoinsieme aperto di C ed f : @ — C una
funzione olomorfa. Allora f é analitica e inoltre, se zg € Q e ser > 0 ¢ tale
che Bl(z0) C Q, si ha, per ogni z € B(20),

+o0
-3 (k[ ). s

n=0

DIMOSTRAZIONE. Infatti, per ogni z € B,(zp), si ha

Lo £ o 1 e
1(2) ¢ /7f ¢

2ri yegr & — 2 T omi — 20— (2 — 20)
1 7€)
2mi

" (6= ) (1-
1 £ X (z—2\"
- 27”'/%0,&—202(5—20) «“

n=0

+oo 1
- S [ @) o

n=0
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U

Osservazione 2.6.8 Se () & un sottoinsieme aperto di C, una funzione f :
) — C risulta olomorfa se e solo se essa e analitica. Tale equivalenza segue
direttamente dai Teoremi 2.6.2 e 2.6.7.

Inoltre, dagli stessi teoremi segue anche che se f ¢ olomorfa, anche f’
e olomorfa. Conseguentemente, f & dotata delle derivate di ogni ordine e,
posto f = u+iv, risulta u € C*°(£2), v € C*(§2). Cio giustifica pienamente
anche quanto affermato nell’Osservazione 2.2.5, in quanto una volta che u e
v sono differenziabili con continuita due volte, ha senso il calcolo effettuato
del laplaciano che, come dimostrato, risulta nullo. Si conclude pertanto che
1 e v sono armoniche.

> Per stabilire che una funzione ¢ olomorfa, puo essere talvolta utile il
seguente risultato.

Proposizione 2.6.9 (Teorema di Morera) Siano Q2 un sottoinsieme a-
perto di C ed f: Q — C una funzione continua. Si supponga che, per ogni
triangolo T C , risult
f(z)dz=0.
oT
Allora f e olomorfa.

Si studiano ora ulteriori conseguenze dell’analiticita delle funzioni olo-
morfe.

Corollario 2.6.10 Siano Q2 un sottoinsieme aperto di C ed f : Q2 — C una
funzione olomorfa. Se zg € ), allora f é derivabile infinite volte in zg e, per
ognin € N, si ha

£ (z0) :n!/ ey, (2.6.5)

2mi (z — zo) 1 77
dove r > 0 & un arbitrario numero strettamente positivo tale che Bl.(zy) C Q.

DIMOSTRAZIONE. Poiché f & olomorfa e quindi & sviluppabile localmente
in serie di potenze, il coefficiente n-esimo della serie (2.6.4) coincide con
™ (20) e da cid segue direttamente la (2.6.5). O

Corollario 2.6.11 (Diseguaglianza di Cauchy) Siano Q un sottoinsieme
aperto di C ed f : Q — C una funzione olomorfa. Se zo € Q eser >0 ¢
tale che Bl.(zp) C Q, allora, per ogni n € N, si ha

‘f(")(zo)‘ <™ ax [f(2)] . (2.6.6)

™ 2E€V5)



2.6. FUNZIONI ANALITICHE 33

DIMOSTRAZIONE. Si ponga per brevita M := max.cy: | |f(2)]. Utilizzando

la proprieta (2.5.4) ed il Corollario 2.6.10 e tenendo presente che, per ogni
z € i . risulta |f(2)/(z — 20)" T < M/r"tl si ha

n! M n! M n!
’f(n)(zo)‘ < 9r Al E(Vzor) = o pntl 2nr = o M.

0

Teorema 2.6.12 (Teorema di Liouville) Sia f : C — C una funzione
olomorfa e limitata. Allora f & costante.

DIMOSTRAZIONE. Poiche f & limitata, si puo considerare una costante K >
0 tale che |f(z)] < K per ogni z € C. Si fissi zg € C; allora, dalla
diseguaglianza di Cauchy (2.6.6) applicata per n = 1, si ottiene

1 K

- max |f(z)] < —,

T 2EVI r r

|f'(20)] <

ed essendo r > 0 arbitrario cid comporta f/(z9) = 0; dall’arbitrarieta di zo,
segue f/ =0 e quindi f & costante. O

Teorema 2.6.13 (Teorema fondamentale dell’algebra) Sia P : C —
C wun polinomio di grado n > 1. Allora P ammette almeno uno zero (cioé
esiste zg € C tale che P(zp) =0).

DIMOSTRAZIONE. Si supponga, per assurdo, che P non si annulli in alcun
elemento di C; allora la funzione reciproca f = 1/P risulta olomorfa in tutto
C in quanto rapporto di funzioni olomorfe.

Si riconosce ora che f & limitata. Infatti, considerati aq,...,a, € C con
an # 0 e tali che P(2) = ag + -+ + a,2" risulta lim|,|_, o |P(2)] = +o0
(infatti lim,| 4 [P(2)/(@nz")] = 1 e lim), 4o lan2"| = +00 in quanto

n > 1). Pertanto lim|,_, o [f(2)] = lim), |1 [1/P(z)| = 0. Applicando
la definizione di limite, si puo trovare una sfera B,(0) tale che |f| < 1 in
C\ B,(0); inoltre, f & limitata in B,,(0) per il teorema di Weierstrass e quindi
f e limitata in tutto C.

Dal Teorema di Liouville segue che f deve essere costante e cio ¢ assurdo
in quanto P & un polinomio di grado n > 1. g

Dal teorema fondamentale dell’algebra segue che un polinomio di grado
n > 1 ammette esattamente n zeri; infatti, basta reiterare I'applicazione del
Teorema 2.6.13 tenendo presente che se zg € uno zero di un polinomio P di
grado n > 1, allora P si decompone nella forma P(z) = (z — z0)Pi(z) con
P, polinomio di grado n — 1.

Al fine di approfondire lo studio delle funzioni complesse, sono necessari
a questo punto ulteriori strumenti forniti nelle sezioni successive.
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2.7 Circuiti omotopici

Sia £ un sottoinsieme aperto di C e siano vy : [, ] = C e 71 : [, 5] — C
due circuiti tali che g5 C €2, 77 C €. Si dice che 7 e 1 sono omotopici o
equivalentemente che vy & deformabile con continuita in v, nell’insieme (2
se esiste una funzione continua H : [«, 5] x [0,1] — C verificante le seguenti
condizioni

1. I’immagine di H ¢ contenuta in Q (H (o, 8] x [0,1]) C Q).
2. Per ogni s € [0,1], la funzione H(-,s) & un circuito (si ricorda che

H(,s) : [a, ] — C & definita ponendo, per ogni t € [a, (], H(-,s) =
H(t,s)).

3. H(,O) =70, H(,l) =71
>  Una funzione H verificante le proprieta elencate sopra viene denomi-
nata omotopia tra i circuiti yg e 1.

> Una circuito ridotto al punto z; € C € una funzione costante ~,, :
[, 8] — C di costante valore z; (per ogni t € [, 8], 72, (t) = 21).”

> Si dice che un circuito vy : [@, 5] — C & continuamente deformabile in
un punto z; (oppure che & omotopico ad un punto z1) se esiste un’omotopia
tra g e il circuito costante 7y,, definito sopra.

> Il risultato pit importante della presente sezione riguarda I'uguaglianza

dell’integrale curvilineo lungo due circuiti omotopici.

Teorema 2.7.1 (Teorema di Cauchy sui circuiti omotopici) Sia 2
un sottoinsieme aperto di C e sia f : Q — C una funzione olomorfa. Se
Y : o, B] = C et [a, ] = C sono due circuiti in Q, allora

/% $)d== [ fe)de.

In particolare, se 7 : [a, B] — C & un circuito omotopico ad un punto di <2,
allora
/f(z) dz=0.
.

> L’ultima parte segue dal fatto che

> Si ricorda che un sottoinsieme ) di C si dice semplicemente connesso
se & connesso® e se ogni circuito con supporto contenuto in {2 &€ omotopico

ad un punto di €.

"La denominazione di circuito viene attribuita impropriamente alla funzione ¥z, in
quanto essa non e una curva regolare a tratti.
8Si dice che Q & connesso se non esistono due insiemi aperti disgiunti U e V' di C tali
che
QCcUuVv, UNQ#0, VNnQ#£0.



2.8. ZERI DI UNA FUNZIONE OLOMORFA 35

Dal teorema precedente, segue che se €2 ¢ un insieme aperto semplice-
mente connesso, allora fv f(z)dz = 0 per ogni circuito v con supporto
contenuto in €.

Tale risultato inverte il Teorema di Morera 2.6.9 e dimostra che negli
insiemi semplicemente connessi le funzioni continue con integrale nullo lungo
ogni circuito (oppure lungo la frontiera di ogni triangolo) sono tutte e sole
le funzioni olomorfe.

2.8 Zeri di una funzione olomorfa

Siano €2 un sottoinsieme aperto di C ed f : 2 — C una funzione complessa.
Si denomina zero di f ogni elemento zg €  tale che f(z9) = 0. Pertan-
to, l'insieme degli zeri di f, che si denota con Z(f), ¢ dato dal seguente
sottoinsieme di €2

Z(f) ={z€Q]| f(z) =0} .
Gli zeri delle funzioni olomorfe hanno alcune proprieta particolari di

seguito descritte. Si considera dapprima il caso in cui f sia sviluppabile in
serie di potenze.

Proposizione 2.8.1 Si consideri una funzione sviluppabile in serie di poten-
ze

400
F(2) =) an(z = 2)" (2.8.1)
n=0

in By(20). Allora zy ¢ di accumulazione per Z(f) se e solo se f é identica-
mente nulla in B, (z0) (cioé a, =0 per ogni n € N).

DIMOSTRAZIONE. Se f ¢ identicamente nulla, ovviamente 2y ¢ di accumu-
lazione per Z(f). Viceversa, si supponga che f non sia identicamente nulla,
per cui l'insieme

A:={neN|a,#0}

€ non vuoto e si denoti con m il suo piu piccolo elemento. Se m = 0 allora
f(20) = ap # 0 e quindi, poiche f ¢ continua, esiste un intorno di zp in cui f
non assume mai il valore 0; pertanto in questo caso zp non e di accumulazione
per Z(f). Si supponga ora m > 1; allora la funzione f puo essere scritta
nella forma

“+00
f(z) =(z—2z)™ Z an(z — 29)" ™.
Si consideri la funzione
“+00 +o0
9(2) =Y an(z=20)""" (=D anim(z —20)");
n=m n=0

Equivalentemente, si puo dire che €2 & connesso se gli unici insiemi contemporaneamente
aperti e chiusi in €2 sono () e lo stesso .
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si ha g(z9) = am # 0 e poiche anche g € continua, essa non si annulla mai in
un opportuno intorno By, (zp) di zp; inoltre (z — 2¢)" si annulla solamente
in zp e pertanto f(z) = (2 — 20)™ g(2) in By, (20) si annulla solamente in zp;
segue che in questo caso zp € un punto isolato di Z(f). ]

Dalla proposizione precedente segue che per una funzione non identica-
mente nulla del tipo (2.8.1) che si annulla in zg, si ha che zyp ¢ un punto
isolato di Z(f).

Dal caso semplice delle serie di potenze si deduce il seguente risultato
generale riguardante le funzioni analitiche.

Teorema 2.8.2 (Teorema sull’annullamento delle funzioni olomorfe)
Siano ) un sottoinsieme aperto connesso di C ed f : Q — C una funzione
olomorfa. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) L’insieme Z(f) é dotato di punti di accumulazione in €);

b) f ¢ identicamente nulla.

DIMOSTRAZIONE. a)=-b) Si consideri I'insieme B dei punti di © di accumu-
lazione per Z(f) che, supponendo vera la a), deve essere non vuoto. Inoltre
B & chiuso in Q in quanto f & continua.’ Infine B & anche aperto in quanto,
se si considera zg € B, dal fatto che f e analitica segue che f puo essere
sviluppata in serie di potenze in una sfera B,(z9) C 2 e, dalla Proposizione
2.8.1 precedente, si ricava che f si annulla in B,(29). Quindi B contiene un
intorno di zp in €2 ed € pertanto aperto in 2. Poiche ) & connesso, i suoi
unici sottoinsiemi contemporaneamente aperti e chiusi sono l'insieme vuoto
e l'intero Q; essendo B # (), deve essere B = §) e quindi f si annulla in tutto
Q.

b)=-a) Ovvia. O

Osservazione 2.8.3 Il teorema precedente afferma che una funzione olo-
morfa non identicamente nulla non puo avere zeri non isolati all’interno del
suo insieme di definizione. Tuttavia, non & escluso che l'insieme degli zeri
possa avere dei punti di accumulazione sulla frontiera di 2.

Ad esempio, si consideri la funzione f : C\ {0} — C definita ponendo,
per ogni z € C\ {0}, f(z) :=sin(1/z). Tale funzione ¢ olomorfa in C\ {0}
in quanto composta da funzioni olomorfe; inoltre, & ovvio che 'insieme degli
zeri di f contiene i punti z = 1/(kw), k € Z\ {0}, e quindi 0 & un punto di
accumulazione per tale insieme.

nfatti, se (#n)n>1 € una successione di elementi di B convergente verso z € B, dal
fatto che z, € B si deduce innanzitutto f(z,) = 0; infatti, z,, & un punto di accumulazione
di zeri di f e quindi & a sua volta il limite di una successione di punti in cui la funzione
f si annulla; a causa della continuita di f, anche z, deve essere uno zero di f. A questo
punto basta osservare che z viene ad essere anch’esso limite di una successione di punti in
cui f si annulla e ancora a causa della continuita di f, deve essere f(z) =0, da cui z € B.
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>  Ulteriori conseguenze del Teorema 2.8.2 vengono fornite dai seguenti
corollari.

Corollario 2.8.4 Siano 2 un sottoinsieme aperto connesso di C ed f : Q) —
C una funzione olomorfa. Allora le seqguenti proposizioni sono equivalenti:

a) Esiste un punto zg € Q tale che, per ognin € N, f(™(z) = 0;

b) f ¢éidenticamente nulla.

DIMOSTRAZIONE. La tesi direttamente dal Teorema 2.8.2, tenendo presente
che la condizione a) ¢ equivalente al fatto che f si annulli in tutta una sfera
di centro zg contenuta in €2 a causa dell’analiticita di f. O

Corollario 2.8.5 Siano ) un sottoinsieme aperto di C ed f : Q — C una
funzione olomorfa non identicamente nulla. Se zp € Q e f(z9) = 0 allora
esiste un unico numero naturale n > 1 tale che
z
im 1) e\ qoy.
z—z0 (2 — 2p)"
Pertanto, gli zeri di una funzione olomorfa non identicamente nulla sono

isolati ed hanno ordine intero.

Corollario 2.8.6 (Estensione dell’annullamento) Siano Q un sottoin-
sieme aperto connesso di C tale che QNR # 0 ed f: Q — C una funzione
olomorfa. Se f si annulla in Q NR, allora f ¢é identicamente nulla in tutto

Q.

DiMOSTRAZIONE. Basta applicare il Teorema 2.8.2, tenendo presente che
I'insieme 2 N R & dotato di punti di accumulazione in €} in quanto 2 e
aperto. [l

L’ultimo corollario puo essere utilizzato per dimostrare che alcune uguaglianze
valide in R possono essere estese anche all’insieme C.
Ad esempio, si consideri I'uguaglianza

2

sin2x+cos r=1

valida per ogni z € R. La funzione f : C — C definita ponendo, per ogni
z € C, f(2) := sin? 2+ cos? z — 1 & olomorfa e si annulla in R; dal Corollario
2.8.6, deve essere f = 0 in tutto C e quindi si conclude

2

VzeC : sin®z4coslz=1.

Il Corollario 2.8.6 puo essere enunciato anche dicendo che se f,g: 2 — C
sono due funzioni olomorfe in un insieme aperto connesso € tale che QNR # ()
ese f=gin QNR, allora f =g in Q.
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Infatti, basta applicare il Corollario 2.8.6 alla funzione f — g.

> Da tale ultima proprieta si deduce 'unicita del prolungamento olomor-
fo di una funzione reale derivabile in un sottoinsieme di R.

Si ricorda innanzitutto che una funzione g : 2 — C viene denominata
prolungamento di una funzione f : ' — Cse I ; Q) e inoltre, per ogni z € I,
risulta g(z) = f(z). Se f e g sono continue o rispettivamente olomorfe, si
dice che g & un prolungamento continuo o rispettivamente un prolungamento
olomorfo di f.

Se € ¢ un sottoinsieme aperto connesso di Cese f: QNR — R ¢ una
funzione reale derivabile, da quanto sopra si deduce che puo esistere al piu
un unico prolungamento olomorfo g : 2 — C di f.

2.9 Singolarita e serie di Laurent

Nella presente sezione ci si occupa dello sviluppo in serie di una funzione
che presenta delle singolarita isolate.

Se f: Q) — C & una funzione definita in un sottoinsieme aperto 2 di C,
si dice che un punto zy € C\ Q & di singolarita per f se B.(z0) \ {z0} C Q2
ed f & olomorfa in B, (z0) \ {20}, per un opportuno r > 0.

Nel seguito si denotera con S(zp; 7, R) la corona circolare aperta di centro
zo eraggire R

S(zo;r R) :={2z€C|r<|z—2)]|<R}; (2.9.1)

analogamente, la corona circolare chiusa di centro zg e raggi r e R si definisce
come segue

S'(z0;m,R) :={2€C|r<|z—2]|<R}. (2.9.2)

Seguono ora i risultati pitt importanti riguardanti lo sviluppo in serie di
Laurent di una funzione.

Lemma 2.9.1 (Lemma di Laurent) Siano 2 un sottoinsieme aperto di
C, f:9Q — C una funzione olomorfa e si supponga che S'(zp;7, R) C .
Allora, per ogni z € S(zp;r, R),

_ 1 £(&) 1 (&)
f(z)_m/Y g_zdgw/%mg_zdg, (2.9.3)

z0,R

dove Vo .r € Vz,r denotano le circonferenze di centro zg e raggi r e rispetti-
vamente R.

DIMOSTRAZIONE. Si segue un procedimento analogo a quello utilizzato per
dimostrare la formula di Cauchy nel Teorema 2.6.6. Si fissi z € S(zo;7, R) e
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si consideri la funzione g : 2 — C definita ponendo, per ogni & € €,

f&) - f(2) O\ £s
#(6) = e, o S \{z},
f'(2) £=2.

Si puo riconoscere che g ¢ olomorfa in tutto €2 e conseguentemente, poiche
i circuiti 7., , € 72,,r sono omotopici in {2, dal Teorema di Cauchy 2.7.1 sui
circuiti omotopici, segue

/7 aleye= / o(€) de

z0,R
e tenendo presente la definizione di g si ottiene la tesi. O
Se f & olomorfa in B, (zp) si ha / g(@ d¢ =0 in quanto z ¢ Bl.(z9)
—z
Vzg,r

e quindi la formula di Laurent diventa quella di Cauchy per un cerchio.

Teorema 2.9.2 (Teorema sulla serie di Laurent in una corona cir-
colare) Siano Q un sottoinsieme aperto di C, f : Q — C una funzione
olomorfa e si supponga che S'(zp;r, R) C Q.

Allora esistono una ed una sola successione (¢p)nen €d una ed una sola
successione (dp)n>1 tali che, per ogni z € S(zo;7, R),

+o00 4
fz) = ;cn(z — 20)" + ; m (2.9.4)
e inoltre )
VneN: Cn:27ri/ho’p(§—f»(2§;”+1df’
X (2.9.5)
Vnzl: dy=g— [ f(6)(E— =) dE,

V20,0

conr < p < R arbitrario.

DIMOSTRAZIONE. La tesi si ottiene sviluppando in serie gli integrali previsti
nel Lemma di Laurent 2.9.1. La prima somma viene ottenuta sviluppando
in serie 'integrale di Cauchy 1/(27i) |. f(&)/(€—2) d¢ che e una funzione

Yz, R
analitica in By(z0). Analogamente, si sviluppa in serie il secondo integrale

tenendo presente questa volta che
+oo

G L Z(S_Z())n
§—z_z—zo+zo—§_z—z01_§—2’0_z—zo zZ— 29

n=0

zZ— 2
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e quindi

-1

Zf o Zf Eal”,

dove 'ultima serie converge per |z — zg| > |£ — 29| = 7. O

Teorema 2.9.3 (Teorema sulla serie di Laurent in un intorno di un
punto singolare isolato) Siano Q un sottoinsieme aperto diC, f:Q — C
una funzione olomorfa e zy € C\ Q un punto di singolarita isolato per f.
Allora esiste R > 0 tale che, per ogni z € Br(20) \ {20},

+o0 +o00o d
z) = cn(z — 20)" + —r
) 7;) ( 0) nz:l (Z - Z())n
dove i coefficienti ¢, e dy, sono dati dalla (2.9.5).

DIMOSTRAZIONE. Si applica il teorema precedente in una corona circolare
S(zp;r, R) con 0 < r < R arbitrario e poi considera r — 0. O

La serie > n=0 cn(z — 2p)™ viene denominata parte regolare di f, men-

tre la serie Z € dgo)n viene denominata parte singolare oppure parte
caratteristica di f

Si osserva che la parte regolare ha raggio di convergenza > R, mentre
la parte singolare ha raggio di convergenza infinito. Inoltre la convergenza
di entrambe le serie € totale in ogni corona circolare con raggi strettamente
minori di R.

> La parte caratteristica consente di formulare la seguente classificazione
dei punti singolari isolati.

Si fissino un sottoinsieme aperto €2 di C, una funzione olomorfa f : Q@ —
C ed un punto di singolarita zp € C\ Q per f. Si consideri R > 0 tale che,

per ogni z € Bgr(20) \ {20},

“+o0o “+o0o d
n
=2 el )+ 3
n=0 n=1 0
Si assumono infatti le seguenti definizioni

1. Il punto zy si dice di singolarita eliminabile per f se d, = 0 per ogni
n > 1. In tal caso, per ogni z € Br(zo) \ {20}, risulta

—+o00

f(z) = Z cn(z — 2o)"

n=0

ed inoltre f ammette un prolungamento olomorfo considerando la
funzione che in zg assume il valore cg.



2.9. SINGOLARITA E SERIE DI LAURENT 41

2. 11 punto zy si dice polo di ordine k > 1 se di # 0 ed inoltre d,, = 0
per ogni n > k. In questo caso la parte singolare & costituita da un
numero finito di addendi.

3. 1l punto zg si dice di singolarita essenziale per f se d, # 0 per infiniti
n > 1.

Si hanno le seguenti caratterizzazioni delle singolarita.

Teorema 2.9.4 (Caratterizzazione delle singolarita eliminabili) Sia
Q un sottoinsieme aperto di C e siano f : @ — C una funzione olomorfa
e zg € C\ Q un punto di singolarita per f. Allora le sequenti proposizioni
sono equivalenti:

a) zyp € un punto di singolarita eliminabile per f;
b) f ammette un prolungamento olomorfo in QU {zp};

c) f & limitata in un intorno di zo.

L’ultima delle equivalenze precedenti e giustificata dal fatto che la parte
regolare ¢ limitata in un intorno di zg.

Osservazione 2.9.5 Sia ) un sottoinsieme aperto di C, zy € C\Q tale che
B (z0) \ {20} C Q per un opportunor >0 ed f: QU{zp} — C una funzione
olomorfa in € e continua in zg. Allora f & derivabile anche in zg.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, dalla continuita di f in 2 si deduce che f & lim-
itata in un intorno di 29 e quindi, per la caratterizzazione precedente, fiq
ammette un prolungamento olomorfo g : QU {29} — C. Poiché f & continua
in 2z risulta g(z0) e quindi f = g, da cui segue che f & olomorfa. O

Teorema 2.9.6 (Caratterizzazione dei poli di ordine k) Siano Q un
sottoinsieme aperto di C, f:Q — C una funzione olomorfa e zy € C\Q un
punto di singolarita per f. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) zy € un polo di ordine k per f;
b) Esiste lim (z — 20)"f(2) = £ € C\ {0};
z2—20

¢) Esiste una funzione olomorfa g : QU {29} tale che

g(z0) #0, VzeQ : f(z):(zg_(zz)o)k.

In qualche caso puo essere anche utile la seguente caratterizzazione dei
poli indipendentemente dall’ordine. Per dimostrarla bisogna tener presente
che un polo di ordine k per f & uno zero di ordine k per 1/f ed il Corollario
2.8.5.
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Teorema 2.9.7 (Caratterizzazione dei poli indipendente dall’ordine)
Siano 0 un sottoinsieme aperto di C, f : Q — C una funzione olomorfa
e zog € C\ Q un punto di singolarita per f. Allora le sequenti proposizioni
sono equivalenti:

a) zo € un polo (di un certo ordine) per f;
b) lim |f(2)] = +oc.
z—20
Teorema 2.9.8 (Caratterizzazione delle singolarita essenziali) Sia
Q un sottoinsieme aperto di C e siano f : Q — C una funzione olomorfa

e zop € C\ Q un punto di singolarita per f. Allora le sequenti proposizioni
sono equivalenti:

a) zg € un punto di singolarita essenziale per f;

b) Per ognir >0, risulta f(2N By(z0)) = C.

2.10 Il teorema dei residui

Se f: Q — C & una funzione olomorfa e zy € C\ & un punto di singolarita
per f, il coefficiente d; dello sviluppo in serie di Laurent (vedasi la (2.9.4))
si dice residuo di f in zp e si denota con Res(f; 2p).

Dalle caratterizzazioni delle singolarita ottenute nella sezione precedente,
si ottengono le seguenti proprieta dei residui.

1. Se zp € un punto di singolarita eliminabile per f, allora Res(f;z9) = 0.
2. Se zg € un polo del primo ordine per f, allora
Res(f;z0) = lim (z — 2p) f(2) .
z—20

3. Se zp € un polo del primo ordine per f, allora

o

1y’ '
(7)
4. Se zg € un polo di ordine k£ > 1 per f, allora

1 dk—l
Res(f;20) = =1 Jim o ((Z - Zo)kf(z)) :

Res(f;20) =

5. (Regola di L’Hopital) Se f e g hanno entrambe uno zero oppure en-
trambe un polo in zg, allora

f(z) _ f'(%0)

lim —= = .
2=z g(z)  ¢'(20)
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6. Se f ¢ olomorfa in zg e se g ha uno zero del primo ordine in zg, allora

e () - 45

Il risultato principale della presente sezione ¢ il seguente teorema.

Teorema 2.10.1 (Teorema dei residui) Siano Q un sottoinsieme aperto
di C, ~: o, f] — C un circuito tale che Q, C 2, S un sottoinsieme finito
di Qy ed f:Q\ S — C una funzione olomorfa per la quale gli elementi di S
siano punti di singolarita. Allora

/f(z) dz = 2m’ZRes(f;z) . (2.10.1)

z€eS

2.11 1l residuo all’infinito

Si consideri una funzione f : 2 — C olomorfa nell’insieme aperto €2 e si
supponga che esista r > 0 tale che C \ BL.(0) C Q (cioe, f & definita al di
fuori di un insieme chiuso e limitato); tale condizione viene espressa dicendo
che il punto oo e una singolarita isolata per f.

Come nel caso dei punti singolari isolati in C, anche ora si puo dimostrare
che vale uno sviluppo in serie di Laurent in un intorno del punto co. Pre-
cisamente, esistono un’unica successione (c¢p)nen ed un’unica successione
(dp)n>1 di numeri complessi tali che, per ogni z € C\ BL(0),

+oo +oo
f(z) :Z%+Zdnz”. (2.11.1)
n=0 n=1

Il residuo di f nel punto oo viene definito come segue:
Res(f;00) := —¢7 .

La definizione precedente e giustificata dal fatto che la funzione

o) = f (1> ,

¢ definita ed olomorfa in By ,,.(0)\ {0}, ha nel punto 0 una singolarita isolata
ed inoltre
Res(f; 00) = Res(g;0) .

>  Una proprieta interessante € che se S ¢ un sottoinsieme finito di C e
se f:C\ S — C & una funzione olomorfa che ha delle singolarita isolate nei
punti di S, allora

ZRes(f;z) + Res(f;00) =0.

z€S
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>  La singolarita nel punto all’infinito puo essere classificata allo stesso
modo delle singolarita in elementi di C. Precisamente, si dice che

\

1. Il punto oo € una singolarita eliminabile per f se, per ogni n > 1,
risulta d,, = 0.

2. Il punto co & un polo di ordine k per f (con k > 1) se di # 0 e, per
ogni n > k, risulta d, = 0.

3. Il punto co & una singolarita essenziale per f se, per infiniti n > 1,
risulta d,, # 0.

> Siconsideri ora una funzione olomorfa f : C — C. Allora f ¢ analitica e
pertanto puo essere sviluppata in serie di potenze di punto iniziale 0. Quindi
esiste una (ed una sola) successione (ay)nen di numeri complessi tale che,
per ogni z € C,

Dall’unicita dello sviluppo in serie di Laurent e confrontando con la (2.11.1),
si ottiene ¢, = 0 per ogni n > 1 ed inoltre ¢y = ag e d,, = a,, per ogni n > 1.
Conseguentemente e facile riconoscere quanto segue:

1. Il punto oo & una singolarita eliminabile per f se e solo se f & costante

(f =co);

2. Il punto co & un polo di ordine k > 1 se e solo se f & un polinomio di
grado k (f(z) = ZZ:O anz" con ay # 0);

3. Il punto oo € una singolarita essenziale per f se e solo se esiste una
successione (¢p)nen non definitivamente nulla tale che, per ogni z €
C, f(z) = 3% ¢u2™ (in questo caso si dice che f & una funzione
trascendente intera).

2.12 Teoremi di Jordan

Si enunciano ora alcuni teoremi di Jordan che vengono sistematicamente
utilizzati nelle applicazioni riguardanti il calcolo di integrali.

Si intendera fissato un cammino il cui supporto &€ un arco di un semi-
cerchio; pertanto, si considerano tg,t; € [0,7] con tg < t1 e zp € C ed
R > 0 e si definisce la curva g : [tg,t1] — C ponendo, per ogni t € [to, 1],
’}/R(t) =20+ Re'.

Teorema 2.12.1 (Teorema del grande cerchio di Jordan)
Sia f : Q — C una funzione olomorfa nell’insieme aperto () e si supponga
che, per ogni T > R e per ogni t € [to,t1], si abbia zg + rett € .
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Allora
lim (z—2)f(z)=¢€C = lim / f(z)dz =il(t1 — to) .
|z]—+o00 R—+oo [y,

Teorema 2.12.2 (Teorema del piccolo cerchio di Jordan)

Sia f : Q0 — C una funzione olomorfa nell’insieme aperto ) e si supponga
che, per ogni 0 < r < R e per ogni t € [tg,t1], si abbia zg + ret € Q.

Allora

lim (z — 2z0) f(2) = € C = lim f(z)dz =ul(t1 — to) .

2Z—20 R—0Ot v

>  Si osservi che se zp ha un polo del primo ordine in zg risulta d; =
lim,_.,, (2 — 20) f(2) e quindi

lim z)dz =1 (ty —tg) Res (f; z0) -
im, mf() (t1 — to) Res (f; z0)
Teorema 2.12.3 (Lemma di Jordan)

Sia f : Q@ — C una funzione olomorfa nell’insieme aperto () e si supponga
che, per ogni r > R e per ogni t € [to,t1], si abbia zg + reit € Q.

Allora

|z]—+o0 R—+o00

lim f(2)=0 = Va>0: lim /emzf(z)dzzo.
v

2.13 Applicazioni al calcolo degli integrali

Si considerano ora alcune applicazioni dei risultati precedenti.

Esempio 2.13.1 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

+o0o 1
——dzx .
/oo (@422

Si osserva innanzitutto che la funzione u(z) := 1/(z? + 2)? & integrabile in
R in quanto ¢ definita e continua in R e nei punti +co € un infinitesimo di
ordine 4.

Si consideri ora la funzione complessa f : C\ {#v2i} — C definita
ponendo, per ogni z € C\ {£v/2i},

1
T = rae
I punti singolari sono ++/21 (e il punto o).
Si fissi R > /2 e si consideri il circuito v costituito dai due cammini

7,8 :[0,7] = Ceyapr: [-R,R] — C definiti ponendo
WI,R(t) = Reit RS [0777] ) VQ,R(t) =t, te [_R7 R] :
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Y2,R

Figura 2.1: Circuito relativo all’Esempio 2.13.1

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui segue

/f(z)dz = 2mi Res (f;V21)
g

(infatti, il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto
\/52) e inoltre, tenendo presente che v/2i ¢ un polo del secondo ordine, si ha

. . d .
Res (f;v2i) = Z%@(@—ﬁz)%(z))

" lim d<1>
/3 A2 \ (2 + /2i)2

o 2 V2,

VB (24 V20)3 16

Allora, esplicitando gli integrali sui cammini 1 g e ¥2,g,

L | 2 2
(z)dz+/ ﬁdt:%ﬂ-(—ii):iw.
o R (21 2) 16 8

Poiché lim|;| 4 o 2* f (z) = 0, dal teorema di Jordan sul grande cerchio segue
anche limp_, 4o fﬂﬂ n f(z)dz = 0 e quindi, passando al limite per R — 400,
si ottiene 7

= _at=Yr,
. (@122 g "

[ =t

Esempio 2.13.2 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

/+OO T + 5
——dx .
oo (Tt 1)3

Si osserva innanzitutto che la funzione u(z) := (x+5)/(z*+1)? & integrabile
in R in quanto e definita e continua in R e nei punti oo & un infinitesimo
di ordine 11.
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Si consideri ora la funzione complessa f : C\ {£v/2(1 +)/2, £v/2(1 —
i)/2} — C definita ponendo

r+5

f(2) ::W.

I punti singolari sono +v/2(1414)/2 e £/2(1 — i) /2.
Si fissi R > 1 e, come nell’esempio precedente, si consideri il circuito

costituito dai due cammini vy g : [0,7] — C e o r : [-R, R] — C definiti
ponendo
VI,R(t) = Reit , te [077‘-] ) 72,R(t) =t, te [_R7 R] :

Y2,R
Figura 2.2: Circuito relativo all’Esempio 2.13.2

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui segue

/f(z) dz = 2mi (Res (f; ?(1 + 1)) + Res (f; \gi(—l —i—z)))

in quanto il circuito considerato contiene al suo interno solamente i punti
V2(£1 +1)/2; tali punti sono poli del terzo ordine per f e pertanto

) 3
Res (f;V2(1+1)/2) = L lim d (z—ﬂ(l—ki)) f(2)

2 o va(14i) 2 d22 2
= —%(35\@+ (8 +35v/2) i) ;

analogamente

1 d? V2 ’
Res (f;V2(—=1+1)/2) = iz_n/ﬁl(ir_nlﬂ)m@ <2—2(1+i)> f(2)

3

= 256(35\/§+ (8 —35v/2) 4)
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e quindi

Res (f; \f(l + 1)) + Res (f; ?(_1 +1i)) = 105

—V2i.
128
Esplicitando gli integrali sui cammini v1 g e Y2,R,
R
t+5 105 105
d ——dt =271 (—V2i) = —V27.
mf(z) Z+/_R(t4+1)3 mi- (~gV2) = g7 V2T

Poiché anche in questo caso lim|;_, ., 2z - f(z) = 0, dal teorema di Jordan

sul grande cerchio segue limp_, |~ fm N f(2)dz = 0 e quindi, passando al

limite per R — +00, si ottiene

< 45 105
oY =2 \on.
/_OO i+ 1)3 dt = G V2T

Esempio 2.13.3 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

T cosw
——dr.
0 X +4
La funzione in esame & assolutamente integrabile in quanto nel punto +oo
e un infinitesimo di ordine 2. Inoltre essa e pari e quindi

T cosx 1 [T cosz

0 T + 4 2 — 00 LE2 + 4
Si consideri la funzione f : C\ {£2i} — C definita ponendo, per ogni
2 € C\ {£2i},

e’LZ

f(z) :m

e, fissato R > 2, si consideri il circuito 7 costituito dai due cammini 7 g :
[0,7] — C e y2,r: [-R, R] — C definiti ponendo

’YI,R@) = Reit 3 te [O?ﬂ-] ) VQ,R(t) =t ) te [_R7 R] .

V2,R

Figura 2.3: Circuito relativo all’Esempio 2.13.3
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Dal teorema dei residui segue
/f(z) dz = 2miRes (f; 2i)
.

(infatti, il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto 27)
e inoltre, tenendo presente che 2i & un polo del primo ordine, si ha

iz -2
Res (f;2i) = lim (2 = 2i) f(2) = lim ——> =

Allora, esplicitando gli integrali sui cammini 1 g e Y2 g,

R eit 672 T _o

d ——dt =271 - — =
- (2) z+/_Rt2+4 mi- 5¢

Poiché lim|;|_, 4 1/(2% +4) = 0, dal lemma di Jordan segue

lim f(2)dz=0
R—+o0 Y1,R

e quindi, passando al limite per R — 400, si ottiene

+oo it
[ =T
o 2+4 2

Infine, separando le parti reali ed immaginarie, si ottengono gli integrali

/+°° cost g T2 /+°° sint d—0
_ = — e —_— =
244 2 ") 24 ’

—0oQ
da cui
—+00
t
/ (2308 dt = z 6_2
o 244 4

(il valore 0 del secondo integrale era prevedibile in quanto la funzione inte-
granda ¢ dispari).

Esempio 2.13.4 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

+oo z—1
ﬁcosxdx.
o T4—2x+2

Si osserva innanzitutto che la funzione u(z) := (x — 1)/(2® — 2c + 2)3 &
integrabile (semplicemente ma non assolutamente) in R in quanto ¢ definita
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e continua in R e nei punti +00 & equivalente alla funzione cosx/x la quale
¢ integrabile.!”

Nel caso in esame conviene considerare la funzione complessa f : C\ {1+
i} — C definita ponendo, per ogni z € C\ {1 £},

z—1
- ¢
22 — 2242

f(e) =
I punti singolari sono 1 =+ 1.

Si fissi R > v/2 e, come negli esempi precedenti, si consideri il circuito
7 costituito dai due cammini v g : [0,7] — C e y2,r : [-R, R] — C definiti
ponendo

'YLR(t) = Reit , te [Ovﬂ] 3 VQ,R(t) =t, te [_R7 R] .

- T2,R
Figura 2.4: Circuito relativo all’Esempio 2.13.4

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui segue

/f(z)dz =2miRes (f;1+1)
.

in quanto il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto
1+ 4, che € un polo del primo ordine per f e pertanto

Res (fi141) = lim (2 —1—i) f(z) = = e 1+ |

z—1+1 2

1981 dimostra, ad esempio, che la funzione cos x/x & integrabile nel’intervallo [7/2, +oo].

Per ogni n € N, si ponga 7

w/24(n+1)7 COS T
dx

anp =
7/24nm x

Si riconosce facilmegge che la successione (|an|)nen € decrescente ed infinitesima e pertanto

la serie alternante :fo an € convergente; segue che anche I'integrale improprio
z I
o cosx
dr = an
/2 z n=0

& convergente.
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Quindi
R
t—1 ; 1 .
d ————¢tdt = 2ri e M
VLRf(z) Z+/_Rt2—2t+26 mige
— 7Ti€_1+i
Iy

= —(cosl+isinl)
e
= —Esinl—l—ﬂcosl.
e e

Utilizzando in questo caso il lemma di Jordan (in quanto lim,_, ooz —
1)/(2%2—22+2) = 0), si ottiene limpg ., » f% .. /() dz = 0 e quindi, passando
al limite per R — +o0, ’

> t—1 . )
/ 7eztdt:—zsinl+ﬂcosl.
oo 12— 2t +2 e e

Infine, poiché

/OO E=1 iy /OO t-1 tdt+'/oo =1 ntdr
—e = ——————Co8 i ————sin ,
o 12 —2t+2 o 2 —2t+2 o 2 —2t 42

separando le parti reali ed immaginarie, si ha

& t—1 T . o t—1 . T
/ mcostdt:—fsml, / mSlntdt:gC081 .

—o0 € —o0

Si osserva che ¢ stato calcolato anche I'integrale

/Oot_l intdt
Sin .
2242

Esempio 2.13.5 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

T cos 2w
/ prranp R
0 *+x2+1
Si osserva innanzitutto che la funzione u(z) := cos2x/(z* + 2% + 1) & in-
tegrabile in R in quanto ¢ definita e continua in R e nei punti oo € un
infinitesimo di ordine 4.

Nel caso in esame conviene considerare la funzione complessa f : C\
{1/244v/3/2,—-1/2+i+/3/2} — C definita ponendo, per ogni z € C\ {1/2+
iV3/2,—1/2 +iv/3/2},

1
f(Z) T Z4+22+1

I punti singolari sono 1/2 +1iv/3/2 e —1/2 +i\/3/2.

Si fissi R > 1 e, come negli esempi precedenti, si consideri il circuito
costituito dai due cammini vy g : [0,7] — C e o r : [-R, R] — C definiti
ponendo

2iz

WI,R(t) = Reit RS [0777] ) VQ,R(t) =t, te [_R7 R] :
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[ ) [ J
—1/2+iv/3/2 1/2+iv/3/2

. Y2,R

Figura 2.5: Circuito relativo all’Esempio 2.13.5

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui segue

/f(z)dzsz' <Res (fé—i—z?) + Res (f;—;—l—i\gg))

in quanto il circuito considerato contiene al suo interno solamente i punti
+1/2 4+ i4/3/2. Tali punti sono poli del primo ordine per f e pertanto

Res <f,;+z\é§> = lim (z—é—z?) f(2)

z—1/2+iV/3/2
e2i(1/2+i/3/2) oi—V3

(1+iv3)iv3 V33
Res (f;—l—i—z'\/g) = lim <z+;—z\é§> f(2)

2 2 z—>—1/2+i\/§/2
B e—i—V3
V343’
da cui
1 V3 1 V3
2 y . y - )
i (Res (f,z—i—z 5 >+Res (f7 2—1—@ 5 ))
5 i3 n emiV3
=27 .
V3+3i V33
ST 1 .
Poiché¢ lim ——————— =0, dal lemma di Jordan segue

2400 (24 + 22 + 1)

lim / f(z2)dz=0
R—oo Y1,R



2.13. APPLICAZIONI AL CALCOLO DEGLI INTEGRALI 53
e quindi, passando al limite per R — +0o0,

& 1 - ei=V3 emimV3
/ T T 2t dt =2 - + -] -
o 241 V3+3i V3-3i

A questo punto si osserva che

—€ t = ————— cos 2t dt
o 241 ottt 41

Y e 1 .
+1 /_OOW SlHQtdt,

e inoltre, con semplici calcoli e tenendo presente che la funzione seno e dispari
mentre la funzione coseno ¢ pari,

ei—V3 e—i—V3
o <\/§+3z’ i \/3—3z')
- \/ge"_‘/g — 3iei_*/§ + \/ge_i_‘/3 + Z’)ie_i_‘/3
6
V3

V3 3

= — Te

3

cosl+me V°sinl .

e quindi, separando le parti reali ed immaginarie, si ha

& 1 3
/ ———————— cos 2t dt = iﬁe_‘/g cos 1+ 9meV3sin 1 ,
oo A2 +1 3

00 1 )

/ Are sin2tdt = 0.
—00

Il calcolo del secondo integrale era prevedibile osservando la disparita della

funzione integranda. Tenendo invece presente che la funzione che compare

nel primo integrale € pari, si ottiene l'integrale richiesto

b 1 3
/0 AreT1 cos2tdt = \gﬂe_\/gcosl + ge_\/gsinl .

Esempio 2.13.6 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

+00 o3
sinx
/ dr .
oo I

Si osserva innanzitutto che la funzione u(z) := sinx/x ¢ integrabile (sem-
plicemente ma non assolutamente) in R in quanto nel punto 0 ¢ limitata e
in un intorno dei punti +oco ¢ integrabile (vedasi la nota all’Esercizio 2.13.4
precedente).
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Nel caso in esame conviene considerare la funzione complessa f : C '\
{0} — C definita ponendo, per ogni z € C\ {0},

Vi & 'unico punto singolare 0.

Si fissino ora 0 < r < R e si consideri il circuito vy costituito dai quattro
cammini y1.g @ [0,7] — C, v, : [-R,—7] — C, 73, : [0,71] — C e
Yarr : [, R] — C definiti ponendo

1.r(t) := Re™ | te[0,7], Yorr(t) :=t, te[-R,—r],
7377“(t> = Tei(ﬂ_t) , te [Ov 77] ) /7477‘,3(75) =1, te [Tv R]
(si osservi che il cammino 73, ¢ I'opposto del cammino g, (t) := re' in

[0, 7] in modo da rispettare il verso antiorario).

T1,R
.
0 r — | R
Y4,r,R

Figura 2.6: Circuito relativo all’Esempio 2.13.6

La scelta di tale circuito € motivata dal fatto che bisogna scegliere una
curva che non contiene punti singolari sul proprio supporto. Si osservi inoltre
che il circuito viene percorso in senso antiorario.

Dal teorema dei residui, poiché non vi & alcun punto singolare interno al
circuito considerato, segue

cioe

-1 . R 1 .
/ f(z)dz—i—/ e“dt—k/ f(z)dz+/ —edt=0.
Y1,R ~r t Y37 ro t

Poiché lim 1/z =0, dal lemma di Jordan segue lim / f(z)dz = 0;
Y1,R

|z|—-+o0 R—+00

inoltre, poiché lir%z f(z) = 1, dal teorema di Jordan sul piccolo cerchio
Z—
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“_»

si ha lim (z)dz = —im (il segno e giustificato dal fatto che il

r—0+
Y3,r
circuito 73, ¢ l'opposto di quello considerato nel teorema di Jordan del
piccolo cerchio).
Infine, si osserva che

1 1. L
/ e”dt:—/ e’sds:—/ —e "t .
,Rt R —S r t

Passando al limite per r — 07 e per R — 400 nelle relazioni ottenute, si ha

400 it —it

e’ —e€

/ L
0 t

e pertanto

+00 3 t +oo it _ —it
22'/ Smdt:%/ € C dt—in,
0 t 0 27,t

+00 i

t
/ sint , _ T
0 t 2

Infine, tenendo presente che la funzione sinx/x ¢ pari, si ottiene l'inte-

grale richiesto
+00 i
sint

— 00

da cui

Esempio 2.13.7 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio:

/ Tz sinz d

——>5 dr .
0 ($2 + 1)2

La funzione in esame e sommabile in quanto nel punto +oco € un infin-
itesimo di ordine 3. Inoltre essa ¢ pari e quindi

oo xsina 1 [T zsinx
Si consideri la funzione f : C\ {£i} — C definita ponendo, per ogni z €
C\{=i},
2 eiz
(22+1)2
e, fissato R > 1, si consideri il circuito 7 costituito dai due cammini 7 g :
[0,7] = C e v :[—R,R] — C definiti ponendo

f(z) =

WI,R(t) = Reit RS [0777] ) VQ,R(t) =t, te [_R7 R] :
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Y2,R

Figura 2.7: Circuito relativo all’Esempio 2.13.7

Dal teorema dei residui segue
/f(z) dz =2miRes (f;1)
¥

(infatti, il circuito considerato contiene al suo interno solamente il punto )
e inoltre, tenendo presente che i € un polo del secondo ordine, si ha

Res(fii) = lim o ((z— ) f(2))

= lim i e i

. el +i2)(z+i0)2 —2z(z +i)e* 1
= lim . = —.
z—1 (Z + Z)4 4e

Allora, esplicitando gli integrali sui cammini 1 g e ¥2,g,
R it ;

t 1
ViR _p(t?+1) de  2e

Poiché lim|,|_, 4 2/(2? 4+ 1)? = 0, dal lemma di Jordan segue anche

lim / f(2)dz=0
TR

R—+o00

e quindi, passando al limite per R — +o0, si ottiene

+oo teit i
e =T
o (24 1)? 2e

Infine, separando le parti reali ed immaginarie, si ottengono gli integrali

+00 +o0 ;

t t t t
/ 2C082dt:0’ / 2sm 2dt:1,
o (P +1) oo (B2 H41) 2e

/+°° tsint T
— dt= —
o (t2+1)2 de

(il valore 0 del primo integrale era prevedibile in quanto la funzione inte-
granda ¢ dispari).

da cui
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Esempio 2.13.8 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

/*OO log x
5 dx
0 a +].

Si osserva innanzitutto che la funzione u(z) := logx/(z? 4+ 1) & integrabile
in [0,400[ in quanto nel punto 0 & un infinito di ordine arbitrariamente
piccolo e nel punto +oo € un infinitesimo di ordine maggiore di 2 — & per
ogni 0 < £ < 2 (quindi, ad esempio, maggiore di 3/2 che & maggiore di 1).

Prima di estendere la funzione u ad una funzione di variabile complessa,
conviene tener presente che la funzione logaritmo, che & polidroma, ammette
infinite determinazioni per cui si rende necessario considerare quella piu
opportuna al caso in esame. Infatti si ricorda che, fissato o € R, si puo
considerare la determinazione log(,) : C\ {0} — C definita ponendo, per
ogni z € C\ {0}, log(y) 2 = log|z| +if con 0 € [a, & + 27[. Tale funzione ¢
olomorfa in C\ 7, mentre nei punti della semiretta rq, la funzione log ()}
non & neanche continua (vedasi la Sezione 2.4, p. 21).

Pertanto per applicare correttamente il teorema dei residui e necessario
scegliere @ € R in modo tale che i supporti delle curve considerate non
abbiano punti in comune con 7.

Nel caso in esame, prima di fissare la determinazione piu opportuna,
conviene innanzitutto scegliere il circuito v al quale applicare il teorema dei
residui. Poiché oltre al punto singolare 0 dovuto alla funzione logaritmo vi
sono in ogni caso anche i punti singolari +%, si possono fissare 0 <r <1 < R
e considerare v costituito dai quattro cammini (gia considerati nell’esempio
precedente) v r : [0,71] — C, y2,r : [-R,—1] = C, 43, : [0,7] — C e
YarR : [ry R] — C definiti ponendo

Y1 r(t) == Re'" | te0,n], Yorr(t) i =t, te[-R,—r],

Y3, (t) :=rel™ D | te0,7], Yarp(t):=t, te[rR]

(si osservi che il cammino 73, € 'opposto del cammino 7, in [0, 7] in modo
da rispettare il verso antiorario).

A questo punto, la determinazione della funzione logaritmo puo essere
scelta con & = —7/2 in quanto in questo modo non vi ¢ alcun punto di
To sul supporto delle curve considerate. Pertanto, denotata per brevita con
log la funzione complessa log,), si considera la funzione complessa olomorfa
f: C\ 7y — C definita ponendo, per ogni z € C \ 7,

log 2z
J@)=
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A

Y4,r,.R

LT

Figura 2.8: Circuito relativo all’Esempio 2.13.8

Si osservi inoltre che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui, poiché 'unico punto singolare interno al circuito
considerato e 7, segue

/f(z) dz = 2miRes (f;1) ,
.

cioe

" log|t| + im / /R logt
dz + / ——dt + dz + dt
/Yl,R J)d R PH1 Ya,r Je)d ro P41

= 2mi Res (f;1) .

(Bisogna tenere presente che nel quarto integrale sull’intervallo [r, R] il nu-
mero complesso z = t+14-0 ha modulo ¢ ed argomento 0 per cui il logaritmo,
in base alla determinazione scelta, € log z = logt, mentre nel secondo inte-
grale sull’intervallo [—R, —r] il numero complesso z = ¢t + i - 0 ha modulo
|t| = —t ed argomento 7 per cui il logaritmo & log z = log(—t) + ir.)

Il punto ¢ & un polo del primo ordine e pertanto

_ logi

. . . log 1+ im/2 T
Res (f51) = lim(= — ) f(z) = "ot = BLEIW2 7

Poiché limy, |, o 2z log z/(2% + 1) = 0, dal teorema di Jordan sul grande
cerchio segue limp 4 fﬂﬂ .. /(2) dz = 0; inoltre, poiché lim; .oz f(2) = 0,

dal teorema di Jordan sul piccolo cerchio si ha anche lim, o+ f% o (2)dz =
0. ’
Infine, si osserva che

" log [t| 4 i Rlogt + i
/ 0g2!~|—z7rdt:/ og +mdt.
_p t?+1 . t?P+1
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Passando al limite per r — 07 e per R — 400 nelle relazioni ottenute, si ha

T logt oo 1
2/ = dt+i7r/ = at=Ty,
o 241 , 241 2

da cui

Si conclude che l'integrale richiesto € uguale a 0.

Esempio 2.13.9 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

400 1
[ g
0 ¢ —1

Si osserva innanzitutto che la funzione u(x) := logz/(x? — 1) & integrabile
in [0,400[ in quanto nel punto 0 & un infinito di ordine arbitrariamente
piccolo, nel punto 1 la funzione tende al limite finito 1/2 e nel punto +o00 &
un infinitesimo di ordine maggiore di 2—e¢ per ogni 0 < € < 2. In particolare,
il punto 1 & una singolarita eliminabile per v e quindi in tale punto si puo
intendere che la funzione w sia stata prolungata per continuita. In tal modo,
non sara necessario considerare circuiti il cui supporto non contenga il punto
1.

Tenendo conto dei punti singolari della funzione, si possono ora fissare
0 < r <1 < R e considerare il circuito v costituito dai quattro cammini
Mkt 10,7/2) = € Yopr : [FR—=7] = C, 350 1 [0,7/2) = C e app :
[r, R] — C definiti ponendo

Yr(t) == Re™ | te [0, g} , Yorr(t) :=—it, te[-R,—r],
Y3.r(t) == re20 g e [O, g} , Yarr(t):=t, te[rR]
(si osservi che il cammino 73, ¢ opposto del cammino 7y, (t) := re® in

[0,7/2] in modo da rispettare il verso antiorario; per lo stesso motivo il
cammino vz, g € 'opposto del cammino vy(t) :=it, t € [r, R]).

A questo punto, la determinazione della funzione logaritmo puo essere
scelta con a = —m (si tratta quindi della funzione logaritmo principale log).
Pertanto, si considera la funzione complessa olomorfa f : C\R_ — C definita
ponendo, per ogni z € C\ R_,

log 2z
22 -1

f(z) =



60 CAPITOLO 2. FUNZIONI COMPLESSE

Y2,r,R

NN
Y3,
0 —

r Y4rR R
Figura 2.9: Circuito relativo all’Esempio 2.13.9

Si osservi inoltre che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui, poiché non vi sono punti singolari interni al

circuito considerato, segue
/ f(z)dz=0,
¥

. [T log(—it) R logt
d —=dt d dt=0.
[Yl,Rf(Z) z—H/R P +/73’Tf(z) z+/r T 0

Poiché lim|,_, o, 2 log z/(2%2 — 1) = 0, dal teorema di Jordan sul grande

cerchio segue limp_, 1 o f'Yl n f(2)dz = 0; inoltre, poiché lim, . z f(z) = 0,

dal teorema di Jordan sul piccolo cerchio si ha anche lim, g+ |. s (2)dz =
0. ’

Infine, si osserva che

—r . r . R .
z/ log(—it) g = —i/ log(it) dt:z’/ logt + im/2 gt

_p t?*+1 r t2+1 2 +1

R Jogt L |
- z/ e dt—w/ =t
. 2+1 2 /), t2+1

Passando al limite per 7 — 07 e per R — 400 nelle relazioni ottenute, si ha

T Jogt oo T Jogt
z/ 8 dt—ﬂ/ dt+/ 98 gt=0,
0 t2+1 2 )y t?+1 0 t2—1

da cui, uguagliando le parti reali ed immaginarie,

T logt
/ et =0,
o 241

cioe

Unfatti

. . log |z| + iarg z
1 =1 —_— 2
) = e oy

e log |z| ¢ un infinito di ordine arbitrariamente piccolo arg z ¢ limitata, mentre z/(2% — 1)
¢ un infinitesimo di ordine 1
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+ool t +oo 1 2
/ 20g dt:ﬂ-/ Tdtzl
o t2—1 2 Jo t241 4

Si osservi che e stato ritrovato il risultato dell’Esempio 2.13.8 precedente.

Esempio 2.13.10 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

/+°° log
s dr.
o (z+1)

Nonostante la somiglianza con gli esempi precedenti, in questo caso &
richiesto I'utilizzo di un circuito particolare (si puo verificare direttamente
che i circuiti utilizzati negli esempi precedenti in questo caso non portano
alla soluzione dell’integrale richiesto).

Si osserva innanzitutto che la funzione u(x) := logz/(x+1)? & integrabile
in [0,400[ in quanto nel punto 0 & un infinito di ordine arbitrariamente
piccolo e nel punto +oo € un infinitesimo di ordine maggiore di 2 — € per
ogni 0 < e < 2.

Nel caso in esame, tenendo presente che —1 & un punto singolare, con-
viene fissare 0 < r < 1 < R e considerare «y costituito dai quattro cammini
Y,k :10,27] = C, v20r: 1Rl = C, 43, : [0,27] = Ceyappr:[r,R] — C
definiti ponendo

7 r(t) == Re' | te 0, 27] , Yorr(t):=r+R—t, te[rR],

'73,7“(25) = Tei(27r_t) ) le [07 27‘-] ) 74,T,R(t) =1 9 te [Ta R] .

Si osservi che il cammino 73, & 'opposto del cammino o .(t) := 7€’ in [0, 7]
in modo da rispettare il verso antiorario.

La determinazione della funzione logaritmo viene scelta con o = 0. Per
essere precisi, per evitare che sul supporto delle curve considerate vi siano i
punti singolari dell’intervallo [r, R], bisognerebbe fissare € > 0 e considerare
i cammini v; g e 3, definiti in [e, 27 — €] e conseguentemente v2, g € V4, R
in modo tale da ottenere un circuito e alla fine bisognerebbe considerare
e — 07; per semplicita di calcoli, si preferisce porre direttamente e = 0.
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Figura 2.10: Circuito relativo all’Esempio 2.13.10

Si osservi inoltre che il circuito viene percorso in senso antiorario per
cui il cammino 72, r € l'opposto del cammino 74, r; tuttavia, per ogni
t € [r, R], la funzione logaritmo sul cammino 7, r assume il valore logt
mentre sul cammino 74, g assume il valore logt + i2m; da cio ¢ prevedibile
che considerando la somma dei due integrali lungo v2, g € V4, g si annulli il
termine con la funzione logaritmo e cid non consente di calcolare I'integrale
richiesto. Per evitare tale inconveniente, si considera il quadrato del logar-
itmo nella funzione da integrare e, come si vedra, tale espediente consentira
di ottenere l'integrale richiesto.

Pertanto, denotata per brevita con log la determinazione della funzione
logaritmo olomorfa in C \ Ry, si considera la funzione complessa olomorfa
f: C\ R4 — C definita ponendo, per ogni z € C\ R,

. 10g2,2
J() = (z+1)2°

Dal teorema dei residui, poiché 'unico punto singolare interno al circuito
considerato ¢ —1, segue

/f(z) dz = 2miRes (f;—1) .
.

Il punto —1 & un polo del secondo ordine per f e quindi

21
8% _ _9ir .

. d 9 log22 .
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Quindi
/ f(2)ds /R (log(r + R —t) +i2m)? " +/ f(2)de
Y1,R T (r+R—t+1)? Y3
R log?t
dt = 4x? .
+/, (t+1)2 i

Poiché lim,| o 2 log? z/(z+1)% = 0, dal teorema di Jordan sul grande
cerchio segue limp_, 1 o f'Yl,R f(z)dz = 0; inoltre, poiché lim,_.oz f(z) = 0,
dal teorema di Jordan sul piccolo cerchio si ha anche lim,_,g+ f"/3,r f(z)dz =
0 (il teorema di Jordan sul grande cerchio viene applicato separatamente
alle due semicirconferenze (’Yl,R)\[o,n] e (71,R)|jx,2x] © analogamente quello
sul piccolo cerchio viene applicato separatamente alle due semicirconferenze
(73,7’)\[0,#] e (73,r>|[7r,27r])'

Infine, si osserva che, ponendo s = r + R — t nel secondo integrale,

_/R (log(r + R —t) +i27)? dt:/r (log s + i27)? ds
. GrR—t+1)? R (512
R ; 2
:_/ (logt + i2m) dt
. (t+1)2

R 2 R R
log=t logt 1
[ g [ B [N L
. (t+1) .+ D) .+ D)

Si osserva che sommando gli integrali lungo le curve ¥, g € 74, R, si elidono
i termini con log? t e rimane invece il termine con logt che era quello che in-
teressava; da qui Popportunita d considerare log? anziché log nell’espressione
della funzione f.

Passando al limite per r — 0% e per R — +o00 nelle relazioni ottenute,
si ha

too logt tee
_4m'/ o8 2dt+4772/ it =4rx?,
o (t+1) o (t+1)

e confrontando le parti reali ed immaginarie si ottiene

T logt toeoo
/ 8 _dt=0, / =1,
, (t+ ) o (t+1)

Si conclude che l'integrale richiesto € uguale a 0.
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Si osserva che allo stesso risultato si poteva pervenire al modo seguente
oo ogt 1 logt oo ogt
/ X_dr = / OdetJr/ 8
0 (t+1) o (t+1) 1 (t+1)
1 0
1
/ ogt dt/ log1/s ids
o (t+1)2 1 (1/s+1)2 2
1 1
logt / —logs
= dt + ds
/0 (t+1)2 o (s+1)2
1 1
logt 1
_ / 08 th—/ 8% _ds=0.
0 (t + 1) 0 (S + 1)
Esempio 2.13.11 Si vuole calcolare il seguente integrale improprio

+oo ex/3
/ dx .
e €T +1

Si osserva che la funzione u(z) := €*/3/(e* + 1) & integrabile in quanto &
continua in R e nei punti 00 € un infinitesimo di ordine arbitrariamente
grande.

Tenendo presente che e* + 1 = 0 per z = i + 2k7i, k € 7Z, si consideri
la funzione complessa f : C\ {mi+2kmi | k € Z} — C definita ponendo, per
ogni z € C\ {mi + 2kmi | k € Z},

ez/3

ez 41"

f(z) =

Si fissa ora R > 0 e si considera il circuito = costituito dai quattro
cammini v g : [-R,R] — C, var : [0,20] — C, v3r : [-R,R] — C e
Ya,r : [0,27] — C definiti ponendo

’YLR(t) =t,te [_Rv R] ’ VQ,R(t) =R+it, e [07 271'] )
v3.r(t) := —t+2mi, t € [-R,R], Ya,r(t) = —R+i(2nr—t) , t € [0, 27] .
A

o3mi
27i V3R
V4,R
i oY T Y2,R
—R Y1,R 0 R ]

Figura 2.11: Clircuito relativo all’Esempio 2.15.11
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Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui, poiché I'unico punto singolare interno al circuito
considerato ¢ i, segue

/f(z) dz = 2mwiRes (f;mi) .
.

Il punto 7ri & un polo del primo ordine per f in quanto la derivata D(e*+1) =
e” non si annulla in 77 e pertanto, applicando la regola di I’'Hopital,

ReS(f; 7”) - zh—>n7}z(z - 7”’) f(Z) = eTri/3 ZILH;Z Zz_‘}'wf
eﬂ/S lim i _ 6m/3 _ _eﬂ'i/B _
z—Ti €% -1
Quindi
R ot/3 2m o (R+it)/3 R g(—t+2m)/3
_pet+1 o ettt 41 —r e+l
271 o(—R+i(2n—t))/3 ;
— / Ty = i
0 e fi—it ]
Poiché
2r | L(R+it)/3 2m 1
/ |t = / ey
o |efitit 41 0 lefett = (=1)]

2w R/3 1
< / L N —
0 left] = | = 1]]

27 R/3 oR/3
< dt =2
- /0 et —1 TR 1

e poiché limp_, o 2mef/3 /(e — 1) = 0, il secondo integrale tende a 0;
analogamente si dimostra che anche il quarto integrale tende a 0 per R —
+o00. Infine, si osserva che

B /R 6(—15-:271'2‘)/3 g — /R e5/3p2mi/3 s — _627”'/3 /R el/3 it
g et+1 R es+1 _pet+1

e quindi, passando al limite per R — +oco nelle relazioni ottenute, si ha

. oo Lt/3 .
(1 — 627”/3> dt = —2rie™/3
|

da cui

/oo et/3 2mie™/3 27 sin(m/3) B /3 —2\/§7r

| 1—e2m/3  1—cos(2r/3) 1+1/2 3
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Esempio 2.13.12 Si vuole calcolare il valore principale del seguente inte-

grale improprio
+oo sin x
dx

Si osserva che la funzione u(x) := sin x/((m +4)(z — 1)) & integrabile in
un intorno dei punti oo in quanto € un infinitesimo in +oo di ordine 3;
tuttavia, la funzione u non & integrabile in un intorno del punto 1 in quanto
in tale punto ¢ un infinito di ordine 1. In questo caso, se il seguente limite
esiste ed e finito

lim / T smz / U sinx
S\l e 0"t L, @rae-n™)

esso viene denominato wvalore principale dell’integrale improprio e si pone
+o0 1-r :
sinz sinz
v. ————dxr = lim dx
(vp. )/ (22 +4)(x —1) 0+ </OO (22 4+4)(x —1)

N /*oo sinx dx)
14r (@2 +4)(z 1) '

Si consideri ora la funzione complessa olomorfa f : C\ {1,+2i} — C
definita ponendo, per ogni z € C\ {1, +2i},

1

&=

Tenendo conto che i punti singolari della funzione sono 1 e 424, si possono
ora fissare 0 < r < 1 ed R > 2 e considerare il circuito v costituito dai
quattro cammini 1 g : [0,7] = C, v2,r: [-R,1—7r] = C, 73, : [0,7] = C
e Yarr: [1+7 R — C definiti ponendo

1r(t) == Re™ | te0,n], Yorr(t):=t, te[-R,1—r],
Y3r(t) =1’ - te0,7], Yarr(t) =1, te[l+rR]
(si osservi che il cammino 73, ¢ 'opposto del cammino g, (t) := re' in

[0, 7] in modo da rispettare il verso antiorario.

YrR 10 1 Y4,mR R
Figura 2.12: Clircuito relativo all’Esempio 2.15.12
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Si osservi inoltre che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui, poiché 'unico punto singolare interno al circuito
considerato e 2i, segue

/f(z) dz = 2miRes (f;2i) .
g

Il punto 2i & un polo del primo ordine per f e pertanto

. . . . eiz 6_2
Res (f;2i) = Zh_}n211(z —2i) f(2) = Zh_{gl (z+2i)(z — 1) - 4i(20 —1)

Quindi

/YI,R f(2) dz+/;r(75%—k:;'5(7§_1)dt+/73’r £(2) dz

R et
+ e dt
/1+7~ (2 +4)(t = 1)
T m(2i 4+ 1)

T 2e2(2i— 1) 10€2

Poiché limy,_ 100 1/((2* + 4)(z — 1)) = 0, dal lemma di Jordan segue
limp_ oo f%R f(2)dz = 0; inoltre, poiché lim, 1 (z—1) f(z) = €/5, dal teo-
rema di Jordan sul piccolo cerchio si ha lim,_,q+ ‘[’73,7‘ f(z)dz = —ime /5 (il
segno negativo & giustificato dal fatto che il cammino considerato € 'opposto
di quello considerato nel teorema di Jordan).

Passando al limite per R — +o0o nelle relazioni ottenute, si ha

/1 i et it + /+°° et g = ime! ~ m(2i+1) .
e @A) (-1 R CET 5 102
Poiché
ime!  w(2+1) 2¢?sinl —1 _ e?cosl—1
_ SO ) VO e
5 10€2 10z T I

uguagliando le parti reali ed immaginarie, si ottiene

(o.p.) /+°° cost " 2¢2sinl — 1
v.p. —— = M
PI @ rai—1) 102

oo sint e2cosl —1
.p. — At =2r————
(Up)/_oo @+ 4 —1) T 02

Esercizi 2.13.13 Sulla base degli esempi svolti si possono calcolare i seguen-
ti integrali impropri.
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1. Si calcoli il seguente integrale improprio

/+°° log
dr .
o (z+1)(z2+1)

Suggerimento: Conviene considerare la funzione complessa f : C\{—1,+i} —
C definita ponendo, per ogni z € C\ {—1, +i},

1og2 z

1z) = CES )

ed il seguente circuito con i punti singolari interni —1 e +4:

Figura 2.13: Circuito relativo all’Esercizio 2.13.13, 1

2. Si calcoli il seguente integrale improprio

/ T 2 logx d
——dz .
0 (l’2 + 1)2
Suggerimento: Conviene considerare la funzione complessa f : C\{—1, +i} —

C definita ponendo, per ogni z € C\ {—1, +i},

z log? 2

f(z) :m

ed il seguente circuito con il punto singolare interno i:
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Figura 2.14: Clircuito relativo all’Esercizio 2.13.13, 2

3. Si calcoli il seguente integrale improprio

Suggerimento: Ponendo s = (1 — z)/x si ottiene l'integrale

/+°° log s
Tros10%

A questo punto si considera la funzione complessa f : C\ (R U{-1£i}) —» C
definita ponendo, per ogni z € C\ (Ry U{—1+1i}),

log2 z

&)= 3o

ed il seguente circuito con i punti singolari interni —1 =+ 4:
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Figura 2.15: Clircuito relativo all’Esercizio 2.13.13, 3

4. Si calcoli il seguente integrale improprio

oo /] 2
[ ()
0 r—1

Suggerimento: Conviene considerare la funzione complessa olomorfa f : C\
(R_ U{1}) — C definita ponendo, per ogni z € C\ (R_ U {1}),

7(e) = (151)

ed il seguente circuito senza punti singolari interni (il punto 1 puo essere

considerato sul supporto del circuito in quanto ¢ un punto singolare isolato):

Y2,r,R

\\k
Y3,r
0 1 —

r 74rR R

Figura 2.16: Clircuito relativo all’Esercizio 2.13.13, 4
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5. Si calcoli il seguente integrale improprio

/+°° coshz/2 de
0

cosh x

Suggerimento: Conviene considerare la funzione f(z) := e*/2/ cosh z definita
in C\ {(n/2+ km)i | k € Z} ed il seguente circuito:

A
0i37/2
i Y3,R
Y4,R
l oim/2 T V2.R
-R Y1,R 0 R )

Figura 2.17: Clircuito relativo all’Esercizio 2.13.13, 5

Come nell’Esempio 2.13.11, si dimostra che gli integrali lungo 72, r € Y4,r
tendono a 0.

6. Si calcoli il seguente integrale improprio

+o00o .562
72 dx .
0 cosh” x

Suggerimento: Conviene considerare la funzione f(z) := 2™/ cosh®z (con
m > 1) definita in C\ {(7/2 + kn)i | k € Z} ed il seguente circuito:

A

¢i37/2

LT V3,R
Y4,R
l 9im/2 TW’R
"R e 1o R i

Figura 2.18: Circuito relativo all’Esercizio 2.153.13, 6

Come nell’Esempio 2.13.11, si dimostra che gli integrali lungo 72, r € v4,r
tendono a 0; inoltre, dai calcoli effettuati, segue che bisogna considerare
m = 3 per ottenere 'integrale che interessa nella somma degli integrali lungo

Y1,R € V3,R-
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7. Si calcoli il valore principale del seguente integrale improprio

T xocosx
dz
(”p)/ 22— 55 +6

Suggerimento: Conviene considerare la funzione complessa f : C\{2,3} — C
definita ponendo, per ogni z € C\ {2, 3},
o # 1z
f(z): 25216

ed il seguente circuito senza punti singolari interni:

Figura 2.19: Circuito relativo all’Esercizio 2.13.13, 7

8. Utilizzando il teorema dei residui, verificare le seguenti uguaglianze

+o0 ﬁ _\/§
S A
+00 1
(b) . mdl’:ﬂ'

+20 cos(aur) ™
_ —af
(c) /oo ZiE®=ge"
1

+oo T
@ or) [ e g

2.14 Applicazioni al calcolo della somma di una
serie

a>0, 3>0.

Si consideri una serie numerica

 an, an€C, (2.14.1)
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e sia f :  — C una funzione olomorfa in €2 e tale che N C 2 e, per ogni
n € N, f(n) = a,. Si consideri ora un’ulteriore funzione ¢ : C\ N — C
avente poli del primo ordine nei numeri naturali e tale che, per ogni n € N,
Res (p;n) = 1. Infine, per ogni n € N, si ay, un circuito con supporto
contenuto in 2 e contenente al proprio interno i punti {0,...,n}. Allora,
tenendo presente che f & olomorfa in N, per ogni n € N si ha Res (f-¢;n) =
f(n)Res (p;n) = a, e conseguentemente

/ f(z)p(z)dz = 27riZRes(f cpr k) = ZTriZak .
n k=0 k=0

Dalla formula precedente, considerando il limite per n — +oo si ottiene la
somma della serie (2.14.1).

> Una funzione ¢ che verifica le proprieta precedenti ¢ la funzione ¢(z) =
mcos(mz)/ sin(rz) che & definita in C\Z e in ogni n € Z ha un polo del primo
ordine (infatti la derivata non si annulla in n); si verifica direttamente poi
che Res (p;n) = 1.

Esempio 2.14.1 Ad esempio, si vuole calcolare la somma della serie

“+oo

1
Zm-

n=0

Si osserva innanzitutto che la serie € convergente in quanto il termine gen-
erale ¢ infinitesimo di ordine 4.

Si considerino la funzione f(z) := 1/(2% + 1)? definita per z € C \ {%i}
e la funzione ¢(z) := mwcos(nz)/sin(nz) e, per ogni n > 2 si consideri il
circuito 7, costituito dai quattro cammini vy, : [-n —1/2,n 4+ 1/2] — C,
Yot [-n,n] = C, y3 : [-n—1/2,n+1/2] - C e 4y : [-n,n] — C
definiti ponendo

. 1 1
Malt)=t—in, te —n—gntgl,

I
72,n(t) =n+ 5 +it, te [—’I’L,TL] )

. 1 1
Y3n(t) :=—t+in, te [—n—Q,n—FQ} ;

Yan(t):=—-—n—=—it, te[-n,n].
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\
ni Y3.n
-
Yan
l T Y2,n
'Y
—n—1/2 0 n+1/2
®*—7
— —ni
Yin

Figura 2.20: Circuito per il calcolo della somma di una serie

Si osservi che il circuito viene percorso in senso antiorario.
Dal teorema dei residui, poiché i punti singolari interni al circuito con-
siderato sono +i per la funzione f e {—n,...,n} per la funzione @, segue

/ 7 cos(7z) ds — 2m’( i Res (f - o5 k)

. sin(mz) (22 +1)2

k=—n

+Res (f - p;i) + Res (f - ¢; _Z)>
0
_ 1
= 27TZ < kzz_n WRGS (()07 k)

"~ 1
——— _Res(p:k)—1
+kZ:0 (kg + 1)2 s (90a )

+Res(f-<p;i)+Res(f-gp;—i)>
o 1

:2m<2kzzow—1
+Res(f~g0;i)+Res(f-<p;—i)>.

I punti +¢ sono poli del secondo ordine per f - ¢ e pertanto

, d  mwcos(mz) 7 el 4 4me?™ —1
R cord) = lim ——— >\ %
es (et =i e G+~ 4 (1)
d mcos(mz) m eA™ 4 4me?™ — 1

Res (f - 3 —i) = lim — —
es(f - @5 =i) 2l dz sin(mz) (z — 1) 4 (2™ —1)2

Inoltre, si pud dimostrare facilmente che lim, 4 f% f)e(z)dz =0 e

quindi, passando al limite per n — o0 nelle relazioni ottenute, si ha

i 1 1 7 e +dre?™ — 1

112 271 (@ _1p

n=0
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>  Nel caso in cui si debba calcolare la somma di una serie alternante

—+00

S (1),

n=0

conviene considerare una funzione ¢ : C\ N — C con poli del primo ordine
nei punti di N e tale che, per ogni n € N, Res(¢,n) = (—1)"; un esempio
puo essere la funzione ¢(z) := 7/ sin(nz), definita per z € C\ Z.






Capitolo 3

Cenni di teoria della misura

Nel presente capitolo ci si sofferma solamente sulle definizioni fondamentali
della teoria della misura e degli spazi di funzioni integrabili, sia allo scopo
di fissare le notazioni utilizzate nel seguito che per rendere autonoma la
trattazione dei capitoli successivi.

3.1 La teoria della misura secondo Lebesgue

Il primo passo e la definizione della misura degli n-intervalli di R™. Siano
a=(ay,...,an),b=(b1,...,by,) € R" tali che, perognii=1,...,n, a; <b;.
La misura m([ai, b1] X - -+ X [an, by]) dell’n-intervallo

[a1,b1] X -+ X [apn,by] :=={(z1,...,2n) ER" |[Vi=1,....,n: a; < z; < b;}

e definita ponendo
m([a1, b1] X -+ X [an, ba]) = [ [ (0 — as) -

La misura degli altri n-intervalli (aperti o semiaperti) viene definita allo
stesso modo.

Un sottoinsieme P di R™ viene denominato plurintervallo (oppure in-
sieme elementare) se si pud rappresentare almeno in un modo come unione di
un numero finito di n-intervalli. Un plurintervallo viene denominato aperto
(rispettivamente, chiuso, semiaperto a sinistra oppure semiaperto a destra)
se si puo rappresentare come unione di un numero finito di n-intervalli aperti
(rispettivamente, chiusi, semiaperti a sinistra oppure semiaperti a destra).

L’insieme di tutti i plurintervalli di R" viene denotato con P(R™).

Quindi, se P ¢ un plurintervallo, esistono Ji,...,J, n-intervalli di R"

tali che )
P = U Iy ;
k=1
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si puo dimostrare che conseguentemente esistono un numero finito di n-

intervalli I1,..., I, a due a due disgiunti e tali che
m
P= U I .
k=1

Si pone allora

La definizione precedente non dipende ovviamente dagli intervalli I, ..., I,
con interni a due a due disgiunti ed aventi P come unione.

Una volta definita la misura dei plurintervalli, si puo definire la misura
esterna p*(A) di ogni sottoinsieme A C R™ ponendo

w (A) = inf m(Py) ,
(Pr)kag€P(R™)N keZN
AC pen Pr

con la convenzione p*(A) = 400 se ognuna delle serie a secondo membro ¢
divergente.

Infine, un sottoinsieme A C R™ viene denominato misurabile se, per ogni
e > 0, esiste un plurintervallo P € P(R") tale che u*(A A P) < ¢e.!

Se A e un sottoinsieme misurabile di R™ si pone

Tra le proprieta notevoli della misura di un sottoinsieme di R” si seg-
nalano le seguenti

1. L’insieme vuoto & misurabile e m(()) = 0;

2. Se A e B sono sottoinsiemi misurabili di R™ tali che A C B, risulta
m(B\ A) = m(B) — m(A);

3. Se (Ag)ken € una successione di insiemi misurabili a due a due disgiunti
di R™, allora |J,c Ax € misurabile e

m <U Ak> =Y m(Ay).

keN keN

LA A P denota la differenza simmetrica di A e P, cioe A A P = (A\ P)U(P\ A).

Secondo la definizione di misurabilita data da Carathéodory nel 1918, un sottoinsieme
A di R™ & misurabile se, per ogni ulteriore sottoinsieme B di R", risulta p*(B) = p* (BN
A) 4+ p* (BN (R™\ A)). Si riconosce che tale condizione vale se ¢ verificata per ogni B
plurintervallo di R".
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>  Un concetto importante della teoria della misura considerata riguarda
la conseguente definizione di insieme di misura nulla, che & da considerarsi
un sottoinsieme misurabile di R™ avente misura esterna nulla. Poiché ogni
sottoinsieme N C R™ avente misura esterna nulla & misurabile,? si puo dire
che un sottoinsieme N di R™ ha misura nulla se e solo se, per ogni € > 0,
esiste una successione (Py)gen di plurintervalli tale che

NclJP, D mP)<e.

keN keN

Inoltre, poiché ogni plurintervallo € unione di un numero finito di n-intervalli,
la condizione precedente e equivalente a richiedere che, per ogni € > 0, esista
una successione (Ij)ren di n-intervalli tale che

NclU, D m)<e.

keN keN

>  Ad esempio, si riconosce facilmente che il seguente sottoinsieme di R”
D:={(z1,...,2n) ER" |Vi=1,...,n: z; €[0,1]NQ} =[0,1]" N Q"

ha misura nulla. Infatti, D & numerabile e quindi si puo scrivere D =
Urentar}, con ap = (ar1,- .-, arn) € [0,1]"NQ". Per ogni ¢ > 0 e per ogni
k € N, si consideri I’n-intervallo

I, = [ag,1 — Ok, ap1 + 0k) X -+ X [agmn — O, arpn + Ok

e

St )/n’ la cui misura ¢ ovviamente

dove 0, :=

9 S

Risulta quindi D C (Jen Ik ©
1
Y om) =€) gy =¢,
keN keN

da cui, tenendo presente 'arbitrarieta di ¢ > 0, segue m(D) = 0.
Si osserva che insieme D non & misurabile secondo Peano-Jordan.?

>  La definizione di insieme di misura nulla consente di introdurre le pro-
prieta quasi ovunque verificate. Se ' € un sottoinsieme di R™ e se per ogni

2Infatti, utilizzando la definizione adottata, basta considerare il plurintervallo P = ()
per ottenere p*(N A P) = 0, oppure, alternativamente, fissato € > 0, un plurintervallo P
con misura esterna minore di ¢ per cui p*(N A P) < e.

381 ricorda che un sottoinsieme A limitato e dotato di punti interni di R™ si dice
misurabile secondo Peano-Jordan se la sua misura interna m;(A) coincide con la sua
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x € E & assegnata la proprieta P(x), si dice che P & quasi ovunque vera se
esiste un sottoinsieme N C F di misura nulla secondo Lebesgue tale che la
proprieta P(z) sia vera per ogni x € E'\ N.

Pertanto, ad esempio, se f,g : F — R sono funzioni reali, si dice che
f = g quasi ovunque (brevemente f = g q.0.) se 'uguaglianza f(z) = g(x)
vale per ogni x € E'\ N, con N C E di misura nulla.

3.2 Funzioni misurabili e sommabili

Se A e un arbitrario sottoinsieme di R”, si denota con ¢4 : R® — R la
funzione caratteristica di A definita ponendo, per ogni x € R",

() = 1, reA;
PAV= 0, zeRM\ A.

Se I ¢ un n-intervallo di R", ¢ naturale porre

[ erta)dn = m().

Pilt in generale, se ¢ : R" — C & una funzione a scala, cioé se esistono
un numero finito I, ..., I, di n-intervalli e ¢1,...,¢, € C tali che p =

E?:l Ck1,,, S1 pone
/cp(x) dx = Z cem(Iy) (€C)
k=1

(si dimostra che il secondo membro dell’'uguaglianza precedente dipende solo
da ¢ e non dalla sua particolare rappresentazione).

>  Una funzione f : R” — C si dice misurabile se esiste una successione
(¢r)ken di funzioni a scala tali che

lim ¢ = f q.o. (3.2.1)
k—+o00
misura esterna me(A), dove
m;(A) ;= su m(P) me(A) := inf m(P);
()= s m(P) (4)i= | int | m(P)
PCA ACP

il valore comune m(A) = m;(A) = me(A) viene denominato misura dell’insieme A. Un
sottoinsieme A limitato ma non dotato di punti interni & misurabile secondo Peano-Jordan
se me(A) = 0 ed in tal caso si pone anche m(A) = 0. Infine un sottoinsieme non limitato
A ¢ misurabile secondo Peano-Jordan se lo ¢ la sua intersezione con ogni sottoinsieme

limitato misurabile di R™ e se sup m(AN B) < +o0; in tal caso, tale valore
B misurabile limitato
viene assunto come misura di A.

Per quanto riguarda il caso in esame dell’insieme D = [0, 1]"NQ", si riconosce facilmente
che ogni plurintervallo contenente D contiene anche [0, 1]™ e quindi m.(D) = 1; poiché D
non e dotato di punti interni, esso non ¢ quindi misurabile secondo Peano-Jordan.
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(cioe, esiste un sottoinsieme N di R™ di misura nulla tale che i lim pp(z) =

——+400
f(z) per ogni x € R"\ N).
Se f:R"™ — C e una funzione misurabile, si pone

/f(:z:) dr = lim [ pp(z)dz .
k—4o00
Anche in questo caso si dimostra che il valore dell’integrale nn dipende
dalla particolare successione (¢ )ren verificante la (3.2.1)
Infine, una funzione f : R” — C si dice sommabile se ¢ misurabile e
se inoltre la successione (¢i)ren di funzioni a scala prevista nella (3.2.1)
verifica la condizione

V6>0EIZ/ENVh,kZV:/\goh(x)—gok(x)dx<6.

Se f & sommabile, risulta [ f(z)dz < +oo.

Si osserva che un sottoinsieme F di R” risulta misurabile se e solo se la
sua funzione caratteristica g ¢ misurabile;? inoltre, £ ha misura finita se
e solo se pp € sommabile.

>  La teoria dell’integrazione puo essere estesa alle funzioni definite in
un sottoinsieme misurabile ' di R™; basta infatti semplicemente estendere
tali funzioni a tutto R™ considerandole nulle al di fuori di E. Pertanto,
una funzione f : F — C viene denominata misurabile (rispettivamente,
sommabile) se la funzione f : R" — C definita ponendo, per ogni z € R",

rs L f($)7 .’L'EE,
=1 o0, zERM\ E,

¢ misurabile (rispettivamente, sommabile). Si pone, in tal caso

/Ef(x)dx ::/f(x)dx.

Inoltre, per ogni funzione misurabile f : R™ — C si puo definire l'integrale
su F ponendo

[ tards = [ @) et ds

3.3 Spazi L?

In tutto il seguito verranno identificate le funzioni che sono quasi ovunque
uguali.

4Tale condizione pud essere assunta come definizione di insieme misurabile.
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Siano F un sottoinsieme misurabile di R™ e 1 < p < 4o00. Lo spazio
LP(E) viene definito come segue

LP(E) = {u:FE — C| |ufP ¢ sommabile}

= {u:R" = C|upnpg=0,|ulf ¢ sommabile} .

Lo spazio vettoriale (reale se si considerano solamente funzioni a valori
reali, altrimenti complesso) LP(F) & munito della seguente norma, per ogni

u € LP(E) 1
full o= ([ 1uPo) ) "

>  Una funzione u : E — C si dice essenzialmente limitata se esiste un
sottoinsieme N C E di misura nulla tale che up\y ¢ limitata (quindi, u &
limitata quasi ovunque).

5Si ricorda che se V & uno spazio vettoriale su K (con K = R oppure K = C), una

funzione || - || : V' — R si dice norma su V se verifica le seguenti proprieta, per ogni
u,veVelek

L lul = 0;

2. |ull =0 u=0;

3. [Pl = A lull;

4 fJu ol < lufl + vl

In questo caso la coppia (V, || - ||) viene denominata spazio normato su K. Dalla norma si
puo sempre dedurre una distanza, cio¢ una funzione d : V- x V' — R verificante le seguenti
proprieta, per ogni u,v,z € V,

1. d(u,v) > 0;

2. d(u,v) =0 u=nuv;

3. d(u,v) = d(v,u);

4. d(u,z) < d(u,v) + d(v, z).

Nel caso degli spazi normati basta infatti porre, per ogni u,v € V,
d(u,v) = [Ju =] .

Tale distanza viene denominata distanza dedotta dalla norma ||| e la coppia (V, d) diventa
uno spazio metrico.
Negli spazi metrici viene definita in modo naturale la convergenza di successioni. Infatti,
una successione (an)nen di elementi di V' & convergente verso a € V se
lim a,=a < Ve>03veN: Vn>v: |a,—a|<e.

n—-+oo
Inoltre, si dice che la successione (an)nen verifica la condizione di Cauchy se
Ve>03veN: Vanm>v: |a, —an|<e.

Ovviamente, ogni successione convergente verifica la condizione di Cauchy, mentre il
viceversa non vale in generale.
Uno spazio metrico (V, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy & convergente.
Uno spazio normato (V, || -||) si dice spazio di Banach se & uno spazio metrico completo
munito della distanza dedotta dalla norma.
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In definitiva, le funzioni essenzialmente limitate sono quelle che coinci-
dono quasi ovunque con una funzione limitata.

> Ad esempio, si consideri la funzione f : [0,1] — R ponendo, per ogni
z € [0,1], f(x) == pone(®)/z (dove ¢)g1jng denota come al solito la
funzione caratteristica dell’insieme |0, 1]NQ e dove, per convenzione, f(0) =
0). Allora f ¢ essenzialmente limitata ma non limitata.

> Se u : E — C & una funzione essenzialmente limitata, si definisce
I'estremo superiore essenziale di |u| il numero reale

U = Sup essu := inf su u(x)l . 3.3.1
oo =supesui= | inf oo (@)l (33.)

Lo spazio vettoriale di tutte le funzioni essenzialmente limitate su F viene
denotato con L (F); quindi

L*(E) := {u:E — R | u é essenzialmente limitata in F'}

= {u:E—R|uypng =0, u e essenzialmente limitata} .

Inoltre (L*°(E),| - ||co) € uno spazio normato.

>  Nel caso in cui £ = R", si usa la notazione piu semplice LP per denotare
lo spazio LP(R™).
> Seguono ora alcune proprieta essenziali degli spazi (LP(E), || - ||p) con
1<p<+oc0.
Se 1 < p < +o0, si definisce coniugato di p, il numero reale p’ che verifica
la condizione
1 1
p p
Ovviamente 1 < p’ < +00 e p’ = p/(p—1). Inoltre, anche 1 e +00 si dicono
coniugati.
Si osservi che I'unico numero coniugato con sé stesso & 2.

Teorema 3.3.1 (Diseguaglianza di Holder) Siano 1 < p,p’ < 400 co-
niugati e u € LP(E), v € LP (E). Allora u-v € LY(E) e inoltre

Ju-vl[1 < ||U”p HUHp’ )

cioeé, per 1 < p < 400,

/lu |d:c<</ u(a ‘pd:U)l/p </ o d:v)l/p

e, perp=1,
/]u \da:<supessv/]u )| dx .
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La proprieta seguente in realta e stata gia utilizzata affermando che
(LP(E),| - ||p) € uno spazio normato, in quanto esprime proprio la quarta
proprieta della norma.

Teorema 3.3.2 (Diseguaglianza di Minkowski) Siano 1 < p < 400 e
u,v € LP(E). Allora u+v € LP(E) e

[u+ollp < ully +[lvllp

cioe, per 1 < p < +00,

(/E\U(x) +’U($)’pdx> 1/p - </E ’u(x)]pdx> 1/p+ </E\v(x)\1)dx> 1/p |

e, se p=—+0o0,

sup ess (u + v) < sup essu + sup ess v .

>  La distanza dedotta dalla norma || - || viene denotata con d,; quindi,
per ogni u,v € LP(E),
dp(u,v) = [lu =2 .

Pertanto, se 1 < p < 400 una successione (ug)gen di elementi di LP(E)
converge verso u € LP(FE) se

Ve>03dveN: Vk>v: /|uk(x)—u(:z:)|pd:x<€;
E

se p = +00, la condizione precedente diventa
Ve>03veN: VE>v: supess(ug —u) <c.

La stessa successione verifica la condizione di Cauchy se
Ve>03dveN: Vhk>v: / lup(z) — ug(x)|Pdx < €
E

per 1 < p < +o0, mentre
Ve>03veN: Vhk>v: supess(up —ug) <e
se p = +00.

Una proprieta importante relativa alla convergenza negli spazi LP(E) &
data dal seguente risultato.

Teorema 3.3.3 Per ogni 1 < p < +oo, (LP(E),| - ||p) € uno spazio di
Banach.
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Pertanto, ogni successione di Cauchy in LP(E) risulta convergente in
norma LP.

Si osserva infine che la convergenza nella norma LP implica quella quasi
ovunque; pertanto

m ug(x) =u(zx) q.o..

li — =0 i
k—1>r-il-looHuk ullp — k—1>+oo

Esempio 3.3.4 Sia a > 0 e si consideri la funzione u : [0,1] — R definita
ponendo, per ogni x €]0, 1],
1
u(x) == s
(si osservi che ¢ sufficiente definire le funzioni in LP a meno di un insieme
di misura nulla, in quanto le funzioni che differiscono in insiemi di misura
nulla vengono identificate).
1
/

Ovviamente, risulta
se e solo se ap < 1 e quindi u € LP([0,1]) se @ < 1/p, mentre u ¢ LP([0,1]) se
a > 1/p. Se p = +o0, si verifica direttamente che u ¢ L*°([0,1]) in quanto
u non ¢ essenzialmente limitata.

p
dr < +00

X

Esempio 3.3.5 Sia a > 0 e si consideri, per ogni k£ > 1, la funzione

ug(z) ==k ppam(z), rER.
kDé
0
|
|
0 ’1/k .

Figura 3.1: Grafico della funzione k* ¢jo 1/

Allora risulta ovviamente u; € LP(R) per ogni 1 < p < 400 ed inoltre,

se 1 <p < +4o0,
, 1/k Lap Lop kapfl
g = [ ke = 52 =

mentre
[uklloo = K% .

Pertanto, la successione (uy)i>1 non € convergente in norma | - || mentre,
se 1 < p < +o0, la successione (ug)r>1 converge alla funzione nulla nella
norma || - ||, se e solo se ap — 1 < 1, cioe se p < 1/a.
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Oltre alla proprieta di completezza prima considerata, I'integrale di Lebesgue
ha il vantaggio di rendere piti generali alcune proprieta di passaggio al limite,
di seguito considerate.

Teorema 3.3.6 (Teorema sulla convergenza dominata di Lebesgue)
Siano (ug)gen una successione di funzioni misurabili in R™ e u : R — C
tali che

1. i =
Jim (o) = u(@) g.0.

2. Esiste una funzione g : R™ — R, sommabile e tale che, per ogni k € N,

lug| < g.

Allora v & sommabile ed inoltre

lim /]uk(a:) —u(z)|de =0 (lim [ ug(x)de = /u(x) dx) .

k——+o0 k——+o0

Teorema 3.3.7 (Dipendenza da parametri) Siano E un sottoinsieme
misurabile di R™, A un sottoinsieme aperto non vuoto diR* ed f : ExA — C
una funzione verificante le sequenti condizioni:

1. Per ognit € A, la funzione parziale f(-,t) : E — C ¢ misurabile;®

2. Per ogni x € E, la funzione parziale f(z,-): A — C ¢é continua.

Inoltre, si supponga che esista una funzione g : E — Ry sommabile e
tale che, per ogni (x,t) € E x A, |f(x,t)] < g(z).

Allora, la funzione F : A — C definita ponendo, per ognit € A,

F(t) := /Ef(z,t) dx |

e continua.

In pit, se si suppone che, per ogni x € E, f(x,-) € C*(A) e inoltre”

of

Vi=1,...,k:
7 Y Y '8tl

<x,t>] < g |

allora si ha anche F € C1(A).

SPer ogni « € E, f(-,t)(z) := f(x,t) e analogamente, per ogni t € A, f(x, )(t) :=
o)

7Si ricorda che se k = 1, una funzione u : A — C se & derivabile e la sua derivata &
continua. Se k > 1, si scrive u € C'(A) per indicare che u & dotata di tutte le derivate
parziali prime in A e che queste sono continue in A (poiché A & aperto, cid comporta che
u & differenziabile in A).
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3.4 Spazi di Hilbert e prodotto scalare in L*(F)

Sia H uno spazio vettoriale su K, dove K = R oppure K = C.
Si dice che una funzione (-, -) : H x H — K & un prodotto scalare su H
se verifica le seguenti condizioni:

1. Per ogni z € H: (x,z) > 0 e inoltre

(x,2) =0 <= z=0;

2. Per ogni x,y € H: (y,z) = (x,y);
3. Per ogni z,y,z € H: (x+y,2) = (z,2) + (y, 2);
4. Perognixz € He A€ K: (\z,y) = X (z,v).

Assegnato un prodotto scalare, si puo definire la funzione || - || : H — R
ponendo, per ogni x € H,

2]l =/ (2, ) -

Si verifica facilmente che || - || € una norma su H, denominata norma dedotta
dal prodotto scalare.

Si dice che (H, (-, -)) € uno spazio di Hilbert se lo spazio normato (H, ||-||)
munito della norma dedotta dal prodotto scalare &€ uno spazio di Banach.

> Assegnato uno spazio normato (V, || -||), ci si pud chiedere se esiste un
prodotto scalare su V tale che la norma da esso dedotta coincida con quella
originaria di V.

La risposta a tale domanda ¢ affermativa se e solo se la norma di V'
verifica la seguente regola del parallelogramma

Va,yeV: llz+yl® +llz -yl = 2))® + lly]* -

>  Nel caso degli spazi LP(F), con E sottoinsieme misurabile di R™, si
puo riconoscere che la regola del parallelogramma ¢ valida se e solo se p = 2.
Pertanto L?(E) puod essere munito di un prodotto scalare munito del quale
risulta uno spazio di Hilbert.

Il prodotto scalare (-, -) : L? x L?(E) — C & definito ponendo, per ogni
u,v € L3(E),

(u,v) = /E w(z)v(@) dz .

>  Per ogni 1 < p < +00, si pud considerare lo spazio #P delle successioni
p-sommabili definito come segue

+oo

7= {(ar)ren € CV | D |aglP < 400} ;
k=0
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si pone inoltre

0 := {(ap)ren € CV | sup|ag| < +o0} .
keN

Si riconosce facilmente che P ¢ uno spazio di Banach munito della norma

400 1/p
(ar)kenllp == [ D laxlP |, 1<p<+oo, |l(ak)renlloo = sup lak| .
— keN

Anche in questo caso la norma || - ||, deriva da un prodotto scalare
solamente nel caso p = 2; in ¢2, il prodotto scalare ¢ definito nel modo
seguente

400
((ar)ker, (b)ren) =) ax by ;
k=0

lo spazio (¢2, (-, -)) risulta uno spazio di Hilbert.

> Oltre agli esempi di spazi di Hilbert considerati, conviene tenere pre-
sente che anche K" & uno spazio di Hilbert munito del prodotto scalare

n
(@,y) =Y e Tk,
k=1

per ogni z = (z1,...,2,) € K" e y = (y1,...,yn) € K". Il prodotto scalare
(x,y) in K™ viene spesso brevemente denotato con z -y e la norma da esso
dedotta semplicemente con | - |.

> Si consideri ora un arbitrario spazio di Hilbert (H, (-, -)). Si dice che
una successione (uy)ren di elementi di H ¢ una base hilbertiana di (H, (-, - ))
se verifica le seguenti proprieta:

1. (uk)ken € un sistema ortonormale (cioe, per ogni h, k € N,

1, h==Fk;
(up, ug) = Opg <:{O, h7ék;)

2. (ug)gen € un sistema di generatori di H (cioe, per ogni u € H, esiste
una successione (ay)ren di elementi di K tale che

+o0o
u = Z ak U, . (3.4.1)
k=0

>  Se (ug)ren € una base hilbertiana di (H, (-, -)), per ogni u € H, la
successione (ay)ken di elementi di K verificante la (3.4.1) ¢ unica ed e data
da

ar = (u,ug) , keN.
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Pertanto
—+o0

u = Z(u,uk> Ug -

k=0

Valgono inoltre la seguente uguaglianza di Bessel

+o0o
lull3 = lax]?
k=0

e uguaglianza di Parseval

+0o0
() = apbe,  ax = (u,ug), b = (v,upv) .
k=0

> Nello spazio di Hilbert (L2([0,27]), (-, -)), una base hilbertiana & cos-
tituita dalla successione (uy)rez, dove per ogni k € Z, la funzione uy :
[0,27] — C & definita ponendo, per ogni ¢ € [0, 27],

ezkt

N d

ug(t) :==

3.5 Cenni sugli spazi di Schwartz

Ci si limita ad introdurre alcuni spazi di funzioni con le relative nozioni di
convergenza.

Sia  un sottoinsieme di R"; assegnata una funzione ¢ : @ — C, si
denomina supporto di ¢ il seguente insieme

Spty = {r € Q| p(z) # 0}

(quindi il supporto di ¢ € il piu piccolo insieme chiuso al di fuori del quale
¢ si annulla).

Si dice inoltre che una funzione ¢ : @ — C & a supporto compatto se
Spt ¢ € un sottoinsieme compatto (cioe, chiuso e limitato) di R™.

Si ponga

D(Q) == {p € C®(Q) | ¢ & a supporto compatto}®

Per brevita, si pone inoltre D = D(R™).

Se (¢k)ken € una successione di elementi di D(Q2) e se ¢ € D(R), si dice
che (¢k)ken converge verso ¢ in D(£2) se esiste un sottoinsieme compatto
K C Q) tale che

8Si denota con C*°(Q) lo spazio delle funzioni dotate di derivate parziali di ogni ordine

in Q.
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1. VkeN: Sptyr C K

2. Per ogni n-pla & = (a1,...,a,) di numeri naturali, la successione
(D“pp)ken converge uniformemente verso D%p.?

Ogni funzionale lineare continuo 7' : D(2) — C viene denominato dis-
tribuzione. Quindi T : D(Q2) — C & una distribuzione se verifica le seguenti
proprieta

1. Per ogni ¢, € D(Q), si ha T + ) = T(p) + T(¥);
2. Per ogni p € D(Q2) e A € K, si ha T'(Ap) = AT(p);

3. Per ogni successione (pg)ren di elementi di D(§2) convergente verso
v € D() in D(Q), la successione numerica (T (g ))ken converge verso

().

Lo spazio delle distribuzioni viene denotato con D’(2); si pone inoltre,
per brevita, D' = D'(R").

>  Siponga () := C*°(0). Una successione (¢x)ren di elementi di £(2)
converge verso ¢ € £(£2) in £(f2) se, per ogni sottoinsieme compatto K C 2
e per ogni multi-indice «, la successione (D )ren converge uniformemente
verso D% in K.

Ogni funzionale lineare continuo 7' : £(2) — C viene denominato dis-
tribuzione a supporto compatto.

Lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto viene denotato con
E'(Q); si pone inoltre, per brevita, & = £'(R™).

>  Infine, si considera lo spazio di Schwartz S = S(R™) costituito dalle
funzioni a decrescenza rapida, cioé dalle funzioni ¢ € C°°(R"™) tali che,
considerati due arbitrari multi-indici o = (g, ..., ) € 8= (81,...,0n), €
definita la funzione ¢, g : R™ — C ponendo, per ogni x € R",

Pa,5(w) = 2% Dp(a)
(si ricorda che z* = z{* - - - z&"), si abbia

Va3 € LOO(Rn) .

9Si ricorda che una n-pla o = (a1, ..., an) di numeri naturali viene denominata multi-
indice e che la sua lunghezza € data da

la] == a1+ +an;
la derivata rispetto ad un multi-indice ¢ definita come segue

glel

D= ————
« «@ N
Ozt -+ Ozp™
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Una successione (¢ )gen di elementi di S converge verso ¢ € S in S se,
considerati due arbitrari multi-indici a e 3, la successione (z® D8y (2))ren
converge uniformemente verso z® DPp(z) in R”.

Ogni funzionale lineare continuo 7" : § — C viene denominato dis-
tribuzione temperata.

Lo spazio delle distribuzioni temperate viene denotato con S’.

> Risulta sempre D(Q2) C £() e conseguentemente &'() C D'(2). Se
Q = R", si ha inoltre D C S C £ e conseguentemente £’ € &' C D'.






Capitolo 4

La trasformata di Fourier

Nel presente capitolo vengono considerate alcune proprieta elementari della
trasformata di Fourier insieme a qualche applicazione.

4.1 Definizioni e prime proprieta

Sia u € LY(R™). Si definisce trasformata di Fourier di u, e si denota con
F(u) (oppure semplicemente con @), la funzione F(u) : R" — C definita
ponendo, per ogni £ € R”,

F(u)(€) = /n u(z) e @ dr . (4.1.1)

Si osserva innanzitutto che l'integrale a secondo membro ha senso in
quanto u € L'(R™) ed inoltre, per ogni x, & € R?, |e™™@¢| = 1.

La trasformata di Fourier ¢ lineare, nel senso che, se u,v € L'() e se
A€ C, siha

Fu+v)=F(u)+ F), F(Au) = AF(u) ,

come segue direttamente dalla linearita dell’integrale in (4.1.1).
Dalla (4.1.1), si ottiene subito, per ogni u € L'(R") e £ € R™,

Flue) = [

Pertanto, se u assume valori reali, si ha

u(z) cos(x - &) dx —1i / u(z) sin(x - §) dz .

n n

Re(F(u)©) = [ ule) cos(a-)da.
Im (F(u)(§)) := —/nu(m) sin(x - &) dx .

Osservazione 4.1.1 Nel caso n = 1, tenendo presente che l'integrale su R
di una funzione dispari ¢ nullo, si ottengono le seguenti proprieta:
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1. Se u € L*(R) & pari, allora F(u) ¢ pari;

2. Se u € LY(R) & dispari, allora F(u) & dispari;

3. Se u € L'(R) ¢ reale e pari, allora F(u) ¢ reale e pari;

4. Se u € L*(R) & reale e dispari, allora F(u) & immaginaria e dispari.

Infatti, per quanto riguarda la proprieta 1., e sufficiente osservare che,
per ogni A € R,

+00 +oo
F(u)(=A) = / u(zx) cos(—Ax) dr = / u(z) cos(Ax) dz = F(u)(N)

—00 —0o0

e quindi u & pari (tenendo presente che la funzione coseno & pari, si ha inoltre

+oo

F(u)(A) = 2/ u(z) cos(Ax) dz .
0
Analogamente, si dimostra la seconda proprieta e, in tal caso si ha
+o00
F(u)(A) = 22'/ u(z) sin(Ax) dz .
0

Per quanto riguarda le proprieta 3. e 4., basta tener presente le espres-
sioni gia fornite della parte reale e della parte immaginaria di F(u)(\) ed
applicare le proprieta 1. e 2.

Si enunciano ora alcune regole di trasformazione.

1. Sia A = (aij)ij=1,.,n una matrice n x n non singolare. Allora A
definisce in modo naturale la trasformazione x — A - x di R" in sé;
precisamente, per ogni x = (z1,...,x,) € R", si pone

ap -+ Qip x1

n n
Az = T i I Zalkl’k,---,zankxk :
k=1 k=1

an1 - Qnn Tn

Sia ora u € L*(R") e si definisca la funzione v(x) := u(A - ) per ogni
r € R". Allora v € L'(R") ed inoltre, per ogni ¢ € R™,

Fu)A™ g

F)©) =T

dove A~ denota l'inversa della trasposta della matrice A.
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Infatti, posto y = A - x, si ha

Fu(A-x))(§) = /nu(A~w)e_ix'5dx

1 1
— —i(A7 y)€ g
et A Sy MW Y
1 iy (A-T. Fu) (AT -¢)
_ iy (A8 qoy =
et A S MW Y | det A]
Nel caso particolare in cui n = 1, la proprieta precedente si puo
esprimere come segue, per ogni a # 0,
1 A
F(u(az))(N) = m]—"(u) e AeR.

2. Se u € LY(R") e se a € R", allora la funzione u(z — a) & ancora in
L'(R") e si ha, per ogni £ € R,

Flu(z —a))(€) = e F(u)(€) .
Infatti, posto y = x — a, si ha
Flu(z —a))(&) = /n u(z —a) e " da
- / uly) e e gy

= et /n u(y) e Ve dy = e Fu)(§) .

3. Se u € LYR") e se a € R™, allora la funzione €!*®u(z) & ancora in
L'(R") e si ha, per ogni ¢ € R™,

F(e " u(@))(§) = F(u) (€~ a) .

4. Se u € L'(R") e se a € R™, allora la funzione u(z) cos(a - z) & ancora
in L'(R") e si ha, per ogni £ € R?,

F(u(z) cos(a - x))(&) = % (F(u)(§ —a) + F(u)(§ +a)) .
5. Se u € L'(R™) e se a € R, allora la funzione u(x) sin(a - z) & ancora

in L'(R") e si ha, per ogni ¢ € R",

1

Flu(z) sin(a-2))(€) = 5= (F)(§ —a) = F(u)(§ +a)) .
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Le proprieta 3. e 4. precedenti si dimostrano procedendo come nelle
proprieta 1. e 2.

> Seguono a questo punto alcune proprieta di regolarita della trasformata
di Fourier.
1. Per ogni w € LY(R"), si ha F(u) € C(R") N L>®(R") ed inoltre
[F(w)l[oe < [[ull1-

Infatti, 'ultima stima segue dal fatto che |e™®¢| = 1 e pertanto
[F()llo = sup

/ u(z) e ¢ dx
é‘eRn n

sup/ [u(@)| e da = ||ul1 -
é‘eRn n

IN

2. (Lemma di Riemann-Lebesgue) Per ogni v € L'(R"), si ha

Jim Fw)(©) =0.

Dalle proprieta precedenti segue che F(u) € Cp(R™) e quindi la trasfor-
mata di Fourier ¢ una funzione uniformemente continua.

Le proprieta successive, di frequente utilizzo, vengono enunciate per
brevita solamente nel caso n = 1.

1. Si supponga che u € LY(R) e che la funzione x - u(z) sia anch’essa in
LY(R). Allora F(u) € C*(R) ed inoltre, per ogni \ € R,

(F(w)'(A) = =i Fla - u(z))(A) -

2. Si supponga che u € C!(R) e che u,u’ € L'(R). Allora, per ogni
A ER,
Fu)N) =i ANF(u)(N) .

>  Considerato il prodotto di convoluzione u * v di due funzioni u,v €
LY(R™)

wrv(e) = [ ulw-y)oy)dy.
risulta u * v € L' (R") ed inoltre

Fuxv)=F(u)  F(v).

>  Si considera ora brevemente il problema dell’inversione della trasfor-
mata di Fourier. Sia u € L'(R"); poiché F(u) € C(R™) N L>(R"), per poter
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invertire la trasformata di Fourier bisogna richiedere v € C(R™) N L*°(R")
oltre naturalmente alla condizione F(u) € L'(R™).

Imponendo pertanto le condizioni u € L*(R") N C(R") N L*®(R") ed
F(u) € LY(R"), risulta, per ogni z € R",

= U e de
Gy L e de

Se si suppongono solamente le condizioni u, F(u) € L'(R"), allora la formula
precedente vale quasi ovunque.

> Nello spazio L?(R"), la trasformata di Fourier puo essere definita nel
modo seguente.
Sia u € L?(R") e, per ogni a > 0, si consideri la funzione w - Pl—a,an

. u(e), @ €l-aa,
VazeR": u'so[a,arl(”f):{ 0, z €R"\ [~a,a]" .

Allora la trasformata F(u) ¢ definita ponendo, per ogni £ € R,

Fu)(§) = lim Flu-opanqe)©) = lim [ u@)ppqun(z)e " da.

a——+00 a——+00 R

Il limite precedente va inteso nel senso della convergenza in L?(R") essendo
anche F(u) € L2(R™).

4.2 FEsempi ed applicazioni
Esempio 4.2.1 Si consideri la trasformata di Fourier della funzione
u(zx) == emar? | reR,

con a > 0 fissato.
Per ogni A € R, si ha

+o0

. +o0 A
f(u)()\) = / e—agyze—z)\x dr = / e—(ax2+z>\x) dr

—Oo
Poiché

) A\ A2
ax® 4+ 1A\x <\/5:E+22\/6> +4a’

ponendo t := \/a x, si ottiene

—\2/(4a) +00 )
Flu)(A) = = e~ HN(Va)? gy

Ve )



98 CAPITOLO 4. LA TRASFORMATA DI FOURIER

A questo punto si osserva che la funzione f(z) := e=** ¢ olomorfa in C e
quindi, per ogni R > 0, il suo integrale & nullo lungo il circuito costituito

dai segmenti

7)) =t, te[-R R];
Yo (t) := R+t , te :0’2\)>5: ;
lt) ==+ 5= te[-RR):
74(t)::—R+i<2\)>a—t> ., te 02\/\/6 .
‘
Y3,R

Y4,R T

l T Y2,R

TR R

Figura 4.1: Circuito relativo all’Esempio 4.2.1

Pertanto, risulta

R A (2v/a R
/ e—t2 dt + Z / /( f) 6_(R+it)2 dt _ / e—(—t+>\/(2\/6))2 dt
—R 0 R

A (2v/a
_i/ /(2v/a) e_(_R+z‘(>\/(2\/5)_t))2 dt = 0;
0

tenendo presente che

A (2+/a
/ /@Va) e~ (R+it)? gy
0

IN

max

2v/a tefo.n/(2v/a)]

_ A max |e—(R2+2iRt—t2) |

2V/a tef0,)/(2/a)]
= —)\ max e Rt

2v/a tefo.n/(2v/a)]
A —R2432/(da)

)\ _ ,L'2
’6 (R+1it) ’

per R — +o0 si ha che l'integrale

A (2+/a
/ /2o o~ (BFit)? gy
0
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tende a 0; in maniera esattamente analoga si riconosce che anche l'integrale

A (2/a) |
/ o~ (~RH(N(2va) D) gy
0

tende a 0 per R — +00.!
Si conclude quindi che

/OO e dt — /00 e~ (TN VA g — )

da cui, osservato che

/ NV gy / T N Va)? g / T AV gy

—0o0 —00

e ricordando che

/ e_tht:ﬁ,

— 00
si ottiene

/ T etV eva? gy / T ettt =

F(u)(\) = \/Z e~/1a)

>  Con un metodo diverso, si puo pervenire all’espressione della trasfor-
mata di Fourier di u senza utilizzare il teorema dei residui. Infatti, nel caso
in esame, risulta u € C1(R) con u’ € L' (R) e quindi, dalle proprieta generali
delle trasformate di Fourier,

Quindi

Fu)YN) = ixF(u)(N) AeR;

'In realta, si potrebbe applicare il teorema di Cauchy-Carnot: Se f : Q — C & olomorfa
su una semistriscia

S:={z€Clci<aRez+blmz<cy,, —bRez+almz > c}

contenuta in € e se
lim  f(z) =0,
|z| =400
z€S

allora anche l'integrale di f lungo il segmento SN {z € C| —bRez+ almz = R} tende
a 0 per R — +o0.
Nel caso in esame, si considerano le semistrisce

A
Sy = €C|Rez>0,0<I < ,
+ z | Rez > _mz_2\/a

A
S_:= 2z€C|Rez<0,0<Imz<

2va
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inoltre anche la funzione v(x) := zu(x) ¢ in L'(R) e pertanto, sempre dalle
proprieta generali delle trasformate di Fourier, si ha F(u) € C'(R) e, per
ogni A € R,

Fu)(\) = —i Fv)(\), AeER.

Dall’equazione v/ (z) = —2az e~ = —2azu(z), considerando la trasfor-

mata di Fourier di entrambi i membri, si ottiene

INF)(V) = =22 Fu) (\) = —2ai Fu) (V)

—1
da cui /

F(u) ) = — A ‘

F(u) 2a
La soluzione generale di tale equazione differenziale lineare del primo ordine
e data da

F)(\) =ce /M) R,
e tenendo presente che deve essere

oo —ax? 1 oo —(v/ax)?
F(u)(0) = e dzx = NG Vae dx

—0o0

1 [T e T
ﬁ/_oo ‘ [

si ricava ¢ = /7 /a, da cui ancora

F(u)(\) = \/Z e /Ma)

> Siosserva ancora che si poteva calcolare la trasformata di Fourier della
: 2 .

funzione u(x) := e~ e tenere presente che, per ogni a > 0, la trasformata

di Fourier della funzione v(z) := u(ax) ¢ data da

FN = o 7w (3)

la a

naturalmente, anche in questo modo si perviene allo stesso risultato.

Esempio 4.2.2 Utilizzando le regole di trasformazione e 1'Esempio 4.2.1
precedente, si possono calcolare le trasformate di Fourier delle funzioni v, w :
R — C definite ponendo, per ogni = € R,

v(x) = e—alz=b)? , a>0,beR;
=e

w(zx) iczg—a(z—b)* a>0,bceR.
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Infatti, considerata la funzione u(z) := e~ dell’Esempio 4.2.1 prece-
dente, si ha, per ogni A € R,

Fo)N) = Flulx=b)(\) =e PFlu)(1)

—  oibA \/?e)\z/(4a)_\/?e)\2/(4a)ib)\.
a a

Conseguentemente, per ogni A € R,

F(w)(N\) = F(ev(x))(N) = Fv)(A —c) = \/Z o~ (A—0)?/(4a)—ib(A—c)

Esempio 4.2.3 Siano aj,as > 0, by, c1,dy,ba,co,da € R e si consideri la
funzione u : R — C definita ponendo, per ogni = € R,

u(x) == eic1zg=ar(z=b1)? cos(diz) + gl g=an(w=b2)* sin(daz) .
La trasformata di Fourier ¢ lineare e quindi, considerate le funzioni
ui(z) = eic1tg=ar(z=b1)* cos(diz), wa(z)= gic2tgaz(v=b2)* sin(da)
risulta
Dalle regole di trasformazione e tenendo presente I’Esempio 4.2.2 prece-

dente, si ottiene

T o—(A—c1=d1)?/(4ar)—ibi (A—c1—d1)

Flan() =5 /= ,

1 .
f(ug)()\) - 1 e—()\—CQ—d2)2/(4a2)—2b2(>\—62—d2)

21 a9 ’

da cui si ricava F(u)(\).

Esempio 4.2.4 Sia a > 0 e si consideri la funzione u : R — C definita
ponendo, per ogni z € R,

e z>0;
u(z) =19 ¢ z<0.

Allora u € L'(R) e, per ogni A € R, risulta

ef(aJri/\)m "

—(a+1iX)

1

R
0

m
r—+400

+o0 .
F(u)(A) = / e (TN gy =
0

Se si considera la funzione

v(x>::{o, x>0;

e z <0,
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si ha v € L'(R) e analogamente, per ogni A € R, risulta

- \ 0 (N g i ela—iN)z 1
(U)(>_/ ¢ T ke (@—iA) | Ca—i\’

—o
Dalle due trasformate precedenti e dalla linearita della trasformata di

Fourier, si ottiene anche, per ogni A € R,

1,1 2
a+i\N a—i\ a2+ N2’

Fe (A = F(u)(A) + F(v)(A) =

Esempio 4.2.5 Sia a € R\ {0} e si consideri la funzione u : R — C definita
ponendo, per ogni z € R,

B 1
a2+ a2

u(x) :

Si osserva innanzitutto che u € L'(R) e quindi si pud considerare la
trasformata di Fourier di u.
Si ha, per ogni A € R,

F \) = oo 1 7i)\xd
(u)(\) = a2+x2e T .

Si supponga in una prima fase A > 0 e si considerino R > |a|, la funzione
u(z) = e~%/(a®+22) ed il circuito costituito dai cammini v, g : [0, 7] — C
e ¥2.r : [—R, R] — C definiti ponendo

Y r(t) :=Re™™, tel0,7], Yor(t):=t, te[-R,R].

—R - 0 Y2,R R

Figura 4.2: Circuito relativo all’Esempio 4.2.5

Poiché u ha un polo del primo ordine in —|ali, dal teorema dei residui
segue

/ u(z) dz +/ u(z) dz = —2mi Res (u; —|al?)
71,R Y2,R
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(il segno negativo ¢ dovuto al fatto che il circuito & orientato in senso orario)

ed inoltre ,
e~ iAz e—|a\)\

Res (u; —|alt) = lim = —
( , ’ | ) z——lali & — |(Z|Z 2]a|2

da cui
7.[.6—|a\)\

/ u(z)dz + / u(z)dz =
Y,R Y2,R |al

La funzione e~** ¢ limitata sul semipiano Im z < 0 in quanto, se z = x + iy
con y < 0, risulta |[e"?| = |e™eN| = |eM] < 1 (si & scelto A > 0 ed un
circuito contenuto nel semipiano delle parti immaginarie negative proprio
per far valere la limitatezza di e=*¥) e pertanto si ha lim,| 4o u(z) = 0.
Quindi, per il teorema di Jordan sul grande cerchio, I'integrale di u lungo il
cammino 7, g tende a 0 per R — +oo0.

Pertanto

oo ,—iAt —la|x
e e
/ ———dt = lim / u(z)dz = T
oo @2+t R—+00 /., 5 |al

da cui, per ogni A > 0,

%

,n.e—|a|>\

Flu)(A) =

|al
La funzione F(u) deve essere pari e quindi, per ogni A € R,
—laAl
Te
Flu)(A) = ——
|al
>  Alternativamente, si poteva anche utilizzare la formula di inversione
applicata alla trasformata trovata nell’Esempio 4.2.4 precedente; infatti sia
la funzione considerata che la sua trasformata sono in L*(R)NL>(R)NCp(R).
Si supponga, per semplicita, a > 0; essendo, per ogni A € R,
2a
a?+ X2’

Flehn) =
si ottiene, per ogni x € R,

—alz|

¥

e

/+f><> 2a A g\
oo A2 N2

/+OO 1 A
e dA
oo @2+ N2

(ot

e quindi, invertendo i ruoli delle variabili A ed x, si ha

Flagm ) V=T (=7 () O,

3|2 3|
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4.3 Applicazioni alla risoluzione di problemi dif-
ferenziali

Il vantaggio di applicare la trasformata di Fourier ad un’equazione differen-
ziale deriva dal fatto che 'operazione di derivazione viene trasformata nel
prodotto della funzione per la variabile indipendente.
Si consideri, ad esempio, un’equazione lineare di ordine n a coefficienti
costanti
™ + a1 u™ Y 4 a4 agu = f(x) ;

supponendo che u sia di classe C"™(R) e che sia sommabile con tutte le sue
derivate fino all’ordine n, si puo considerare la trasformata di Fourier di u
e delle sue derivate. Applicando ripetutamente la regola di trasformazione
della derivata prima, si ha

F)N) = ixFw)(N), F)N) = =N2Fu)(\), ...,
FwM)() = (iN)" F(u)(N)
e quindi, posto v = F(u) e g = F(f), si ottiene ’equazione algebrica
(GN)™ 4 an—1(iIN)™ P 4 -+ + a1iX + ag) v = g(\)

che puo essere risolta facilmente. A questo punto tuttavia, per determinare
la soluzione u bisogna considerare la trasformata inversa di Fourier di v.



Capitolo 5

La trasformata di Laplace

Nel presente capitolo si considera brevemente un ulteriore tipo di trasforma-
ta che in diverse applicazioni, come per la risoluzione di equazioni differen-
ziali, presenta dei vantaggi rispetto alla trasformata di Fourier.

Anche per la trasformata di Laplace ci si limita a considerare le proprieta
piu immediate insieme a qualche esempio ed applicazione.

Nel seguito del capitolo si seguira la convenzione di denotare con lettere
maiuscole le funzioni assegnate e con la corrispondente lettera minuscola la
relativa trasformata di Laplace.

5.1 Proprieta generali

Sia F : [0,400[— C una funzione arbitraria (F' puo essere definita anche in
un insieme contenente [0, +oo[ purché il suo supporto Spt(F') sia contenuto

in [0, +00]).
Si dice che F' & L-trasformabile oppure trasformabile secondo Laplace se
esiste A € R tale che la funzione F)(t) := F(t) e~ sia sommabile (ciog,

Fy € LY([0, +00()).
In tal caso, si possono definire ’insieme di convergenza assoluta

Qp = {s € C | F, € L'([0,+00[)}

e la funzione L(F') : Qp — C ponendo, per ogni s € Qp,

+o00
L(F)(s) := /0 F(t)e st dt .

Tale funzione viene denominata trasformata di Laplace di F'; talvolta viene
denotata semplicemente con il simbolo f.

Si riconosce facilmente che, se A € RN Qp, allora per ogni s € C tale che
Res > A, si ha ancora Fy € L([0, +00o]) e quindi s € Qp.
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Infatti, e sufficiente tener presente che

+oo 400 .
F(t) e_St dt = / F(t) e—/\t e(—Res+)\)t e—z(Ims)t dt
0 0

e che il secondo membro & sommabile in quanto la funzione F(t)e ' &
sommabile e la funzione e(~RestMt & limitata (anzi, compresa tra 0 e 1
ed infinitesima per ¢t — 400 se Res > A ed uguale costantemente ad

1 se Res = \); inoltre, per quanto riguarda la funzione e~illms)t i ha
ovviamente |e "™ )?| = 1 ¢ quindi & anch’essa limitata.
Pertanto, considerata 1’ascissa di convergenza assoluta di F
Ap=inf{A € R| F\ € L'([0, +c[)},
con la convenzione A\ := —oo se l'insieme {\ € R | F) € L(]0, +o0c[)} non

¢ limitato inferiormente, valgono le seguenti proprieta
1. Se Ap = —o0, allora Qp = C;
2. Se Ar € R, allora

i) Il semipiano {s € C | Res > Ap} & contenuto in Qp (cioe, la
trasformata di Laplace & definita per Res > Ap);

ii) Il semipiano {s € C | Res < Ap} ha intersezione vuota con Qp
(cioe, la trasformata di Laplace non & definita in alcun punto
Res < A F)

Considerato A € Qr NR, la trasformata di Laplace ¢ quindi definita su
tutta la retta {A +iu | u € R} e risulta, per ogni u € R,

LF)(A+ip) = 0+OO F(t)ye Me Mt dt = F(Fy\)(n) -

La formula precedente esprime un legame tra la trasformata di Laplace
e quella di Fourier; in essa, la funzione F viene intesa estesa a tutto R
assumendo il valore 0 in | — 0o, 0, per cui U'integrale su [0, +oo[ coincide con
quello su tutta la retta come previsto nella trasformata di Fourier.

Si puo pertanto affermare che se A\p € Qp, allora ogni s € C tale
che Res = Ap € ancora in Qg e quindi in questo caso 2r coincide con
il semipiano chiuso {s € C | Res > Ar}.

Se A\p ¢ Qp, si pud dire solamente che

{s€C|Res>Ap} CQr C{s€C|Res>Ap}.

Seguono ora alcune proprieta elementari della trasformata di Laplace.
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1. Se F : [0,400[— C & L-trasformabile, allora L(F') ¢ olomorfa nel
semipiano {s € C | Res > Ar} e si ha, per ogni k € N ed s € C tale
che Res > Ap,

L(F)P(s) = (=) L(t* F(1))(s) -

Inoltre
lim L(F)(s)=0.

Re s—+oo

2. Siano F,G : [0,4+00[— C funzioni L-trasformabili. Allora, per ogni
s € QpNQga,

L(F+G)(s)=L(F)(s)+ L(G)(s) .
Inoltre, per ogni o € C,
L(aF)=aLl(F).

La presente proprieta esprime la linearita della trasformata di Laplace,
anche se la trasformata della somma puo non essere definita nello stesso
insieme di convergenza della trasformata di F' o di G.

> A questo punto possono essere enunciate alcune regole di trasformazione.

1. Se F : [0,4+00[— C ¢ L-trasformabile e se a > 0, allora la funzione
G(t) :== F(at) & L-trasformabile e si ha, per ogni Res > aAp,

c@)s) = - £r) (2) .

a a

Infatti, effettuando la sostituzione 7 = at,

+0o0 +oo
/ Gt)e stdt = / F(at)e * dt
0 0

1 [t 1 s
= - F(r)e™*™/%dr = = L(F) (7) ;
a Jo a a
si osservi che per 'ultima uguaglianza & necessario imporre Re (s/a) > Ap e
quindi, poiché a ¢ reale, Res > alp.

2. Se F : [0,400]— C & L-trasformabile e se a > 0, allora la funzione
G(t) :== F(t—a) (F viene considerata nulla in [0, a[) & L-trasformabile
e si ha, per ogni Res > Ap,

L(G)(s) = =% L(F)(s) .
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Infatti, effettuando la sostituzione 7 =t — a,

+oo +oo
/ Gt)e*'dt = / F(t—a)e st dt
0 0

+oo
= e /0 F(r)e™Tdr =e % L(F)(s) .

3. Se F : [0, +00[— C & L-trasformabile e se o € C, allora la funzione
G(t) := e F(t) ¢ L-trasformabile e si ha, per ogni Res > Ar + Rea,

L(G)(s) =L(F)(s—a).

+oo +o00
/ Gt)e*'dt = / F(t)e* e 5 dt
0 0

= /+00 F(t)e G~ dt = L(F)(s — a) .
0

> Per enunciare le proprieta successive, € necessario ricorrere ad alcune
ulteriori proprieta delle funzioni ed all’introduzione di nuovi spazi di fun-
zioni.

Innanzitutto, siano I un intervallo di R e f : I — C una funzione. Si
dice che f & assolutamente continua se, per ogni € > 0, esiste § > 0 tale
che, assegnato un numero finito di intervalli aperti e a due a due disgiunti
I; =la;,bj[C I, j=1,...,m, se vale la condizione Z?Zl(bj —aj) < 6, allora
deve essere anche > 7", [f(b;) — f(aj)| <e.

Dalla definizione precedente segue subito che una funzione assoluta-
mente continua ¢ anche uniformemente continua (basta considerare nella
definizione il caso m = 1) e quindi continua.

Una caratterizzazione semplice delle funzioni assolutamente continue si
esprime dicendo che f & assolutamente continua se e solo se ¢ derivabile
quasi ovunque e f’ € L'(I) (quindi le funzioni assolutamente coincidono
con le primitive delle funzioni in L!(T)).

L’insieme delle funzioni assolutamente continue su I viene denotato con
AC (I).

In diverse circostanze, si € interessati a proprieta locali per cui non e
importante che la funzione assegnata sia assolutamente continua in tutto
il suo insieme di definizione, ma solamente in un intorno di ogni punto
prefissato.

Pertanto, si dice che una funzione f : I — C ¢ localmente assolutamente
continua se € assolutamente continua in ogni intervallo chiuso e limitato
contenuto in I.
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L’insieme delle funzioni localmente assolutamente continue su I viene
denotato con ACj. (I).

Introdotto lo spazio Li (I) delle funzioni localmente sommabili su I (cioe
delle funzioni che sono sommabili in ogni intervallo chiuso e limitato con-
tenuto in I), si ha che f € AC)y. (1) se e solo se f & derivabile quasi ovunque
e f/ € Ll (I) (quindi le funzioni localmente assolutamente coincidono con
le primitive delle funzioni in L{ (I)).

Per quanto riguarda le proprieta delle trasformate di Laplace, si & ovvi-

amente interessati agli spazi AC ([0, +00[) € ACjqc ([0, +00]).

Teorema 5.1.1 Sia F : [0,+oc0[— C una funzione L-trasformabile e si
supponga che F € ACyo. ([0, +00[) e che F' sia L-trasformabile. Allora, per
ogni s € C tale che Res > Ap, si ha

L(F')(s)=sL(F)(s)— F(0) .

Teorema 5.1.2 Sia F : [0,4+00[— C una funzione L-trasformabile. Allora,
per ogni s € C tale che Re s > max{0, Ar}, si ha

c (/Ot Fr) dr) (s) = éﬁ(F)(s) .

Teorema 5.1.3 Sia F : [0,+oc0[— C una funzione L-trasformabile e si
supponga che anche la funzione F(t)/t sia L-trasformabile. Allora, per ogni
s € C tale che Res > max{0,\r}, si ha

c <F(t)> (s) = / S (P 0) do

t Re s+ilm s

(quindi 'integrazione va calcolata sulla parte reale di s da Res a +00).

+o0o+ilms

[ 15

0

Figura 5.1: Semiretta di integrazione relativa al Teorema 5.1.3

Teorema 5.1.4 Sia F : [0,+oc0[— C una funzione L-trasformabile e si
supponga che F € ACye ([0, +00]) e che F' sia L-trasformabile. Allora

!Se F & definita anche in un intorno sinistro di 0, bisogna considerare F(07) =
lim, o+ F(t) anziché F(0).
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1. (Valore iniziale) 5 lin[:L sL(F)(s)=F(0) €C;
e S—100
2. (Valore finale) Se si suppone in pit F € AC([0,400[), allora il
sequente limite
lim F(t) =: F(400)

t——+o0

esiste in C; inoltre F' & limitata, A\p <0 e

lim sL(F)(s) = F(400) .
R‘.Segs)>00

> Sipuo riconoscere che se F, G : [0, +oo[— C sono funzioni £L-trasforma-
bili, si puo considerare il prodotto di convoluzione F x G : [0,4+o00[— C
definito ponendo, per ogni t € [0, +o0],

FoGt) = /tF(t—T)G(T)dT.

Allora F %G & anch’esso L-trasformabile con Ap.g = max{Ar, Ag} e inoltre,
per ogni s € C tale che Res > Ar.q, si ha

L(F*G)(s)=L(F)(s) L(G)(s) .

In particolare, si consideri la funzione di Heaviside H : R — R definita
ponendo, per ogni t € R,

1, t>0;
H(t)‘_{o, t<0.

Allora, la formula precedente applicata con G := H fornisce

L(F % H)(s) = 5(?(8) ,

per ogni s € C tale che Re s > max{0, A\r}. Tenendo presente che
+00 t
L(F+«H)(s) = E( F(t—7’)d7’>(s)z£(/ F(t—7)d7>(s)
0 0

= (- /tOF(r) dr> (s) =L </OtF(r) dr> (s)

(si e tenuto conto del fatto che F' si annulla in | — 00,0[ e si & applicato
il cambiamento di variabile r = ¢t — 1), si ritrova il risultato ottenuto nel
Teorema 5.1.2.
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5.2 Inversione della trasformata di Laplace

Sia F' : [0,4o00[— C una funzione L-trasformabile con ascissa assoluta di
convergenza Ap e si supponga che esista un sottoinsieme finito H C [0, +-00]
tale che F sia derivabile in [0, +oo[\H ed inoltre nei punti di H esistano e
siano finiti i limiti sinistro e destro di F' e le derivate sinistra e destra di
F (se F non ¢ continua in ¢, posto F(t*) =: lim,_;+ F(7) e analogamente
F(t™) := lim,_;- F(7), la derivata destra ¢ da intendersi come il seguente
limite F (¢) := lim, .+ (F(7) — F(t*))/(t — 7) e analogamente la derivata
sinistra & data da F’ (t) :=lim,_,— (F(7) — F(t7))/(t — 7)).
Allora per ogni a € R tale che a > A e per ogni t > 0, si ha
atico F(tT)+F(t)

1 ) L(F)(s) e ds = :

2mi a—1i00

Quindi, I'integrale e calcolato sulla retta verticale Res = a.

a—+ 100

a — 100
Figura 5.2: Retta di integrazione per la trasformata inversa di Laplace

Nel caso in cui F' ¢ continua in ¢ > 0, la formula precedente diventa

1 a-+1 00
= -— (v.p.) L(F)(s) et ds .

a—1i 00

F(t)

o

Quest’ultima formula fornisce la funzione F in termini della sua trasfor-
mata di Laplace. Seguono ora alcune condizioni sufficienti per la sua validita.

Teorema 5.2.1 Sia A € R e si supponga che f: {s € C| Res >} - C
sia una funzione olomorfa per cui esistono M >0 ed o > 1 tali che

M
1+ |s]”

VseC, Res>A: [f(s)] <

Allora esiste una funzione L-trasformabile e continua F : [0, +oo[— C tale
che
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1. Ap < X ed inoltre, per ogni s € C, Res > A, f(s) = L(F)(s).

2. Per ognia € C, Rea> X\ e per ogni t > 0,

a-+1t 00
F(t) = — (v.p.)/ L(F)(s)e ds .

—100

Teorema 5.2.2 Sia A > 0 e si supponga che g : {s € C| Res > \} - C
sta una funzione olomorfa per cui esistono M > 0 ed o > 1 tali che

VseC, Res>A: < .
s es>X: 1g0)| < 1w

Sia inoltre ¢ € C e si consideri la funzione f : {s € C | Res > A\} — C
definita ponendo, per ogni s € C, Res > A,

J(s) =5 +g(s).

Allora esiste una funzione L-trasformabile e continua F : [0, 4o00]— C
tale che

1. Ap < X ed inoltre, per ogni s € C, Res > A, f(s) = L(F)(s).

2. Per ognia € C, Rea > X\ e per ognit > 0,

1 a-+1 00
F(t) = — (v.p.)/ L(F)(s)eds .
a—1 00
> Si osserva che una funzione razionale

P(s)
Q(s)

f(s) =

con P e @ polinomi tali che deg P < deg @) verifica le condizioni previste nel
teorema precedente e quindi ¢ una trasformata di Laplace, la cui trasformata
inversa F' puo essere determinata decomponendo f in una somma di fratti
semplici (cioe, con denominatori di grado 1).

In particolare, se () ha solamente zeri del primo ordine z1,..., z,,, vale
la seguente formula di Heaviside:

o < P(Zk) ezkt
F(t);Q/(Zk) , t>0.
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5.3 Applicazioni alla risoluzione di problemi dif-
ferenziali

Come prima applicazione si consideri un problema di Cauchy relativo ad
un’equazione lineare di ordine n a coefficienti costanti

Y™ 4a, YOU 4o 40 Y +aY = F(t) ;

Y(0) =wyo;

Yn_l(O) = Yn—1 -

Postoy = L(Y) ed f = L(F) e supponendo che sia Y che le sue derivate fino
all’ordine n — 1 siano localmente assolutamente continue, si puo applicare il
Teorema 5.1.1 e si ottiene

LY (s)=sL(Y)(s) =Y (0) =sy(s) — o,
LY (s)=sLY)(s)=Y'(0) = 52 y(s) —syo— Y1 ,---,

LY (s) = sy Y)(s) —yr=(0)

= s"y(s)—s""yo— "Y1 — - — SYn-2 — Yn-1 -

Sostituendo nell’equazione differenziale, si ottiene un’equazione algebrica
del tipo
Qls)+P(s)y=1,
dove @@ & un polinomio di grado n — 1 che dipende dai coefficienti dell’e-
quazione e dalle condizioni iniziali e P(s) = s" + 15" V-4 a1 s+ao
e il polinomio caratteristico dell’equazione differenziale.
Si ottiene quindi
_ f(s) = Q(s)

y(S) - P(S)

ed applicando la formula di inversione

_ L[ ) - Q)
Y(t)—zm,/a_iC>O We ds .

5.4 Esempi ed applicazioni

Al fine di considerare funzioni con supporto in [0,4oc[, si ricorda che la
funzione di Heaviside H : R — R ¢ definita ponendo, per ogni ¢t € R,

1, t>0;
H(t)‘_{o, t<0.
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Esempio 5.4.1 La trasformata di Laplace della funzione di Heaviside ha
ascissa di convergenza assoluta A\ = 0 e, per ogni Re s > 0, risulta

Infatti, e & sommabile in [0, +-00[ se e solo se A > 0; inoltre, se s € C e
Res > 0, si ha

—+00

cam = [ e [

e_St] B

S 0 S

Esempio 5.4.2 Dall’esempio precedente ed applicando le regole generali di
trasformazione, si ricavano facilmente le seguenti trasformate di Laplace.
Per ogni a > 0, la funzione

1, t>a;
F(t)::H(t—a):{ 0 f <4

e L-trasformabile e si ha Ap = 0 e, per ogni Res > 0,

e
L(F)(s) =
Inoltre, per ogni a € C, la funzione G(t) := e*F(t) ¢ anch’essa L-
trasformabile, A\¢ = Re « e si ha, per ogni Res > Re«,
L(G)(s) = L(F e
(@)(s) = L(F)(s —a) = <

Le trasformate precedenti possono essere facilmente ricavate diretta-
mente dalla definizione.

Esempio 5.4.3 Sia w > 0 e si considerino le funzioni F': R - Re G : R —
R definite ponendo, per ogni t € R,

F(t) :== H(t) cos(wt) = { go’s(wt) ; Itf z 8 :
QO:mem@:{?@W i;&

Quindi F(t) = H(t)(e“! + e~™!)/2 e analogamente G(t) = H(t)(e™! —
e~ ™) /(24); utilizzando la linearita della trasformazione di Laplace e le regole
di trasformazione si ottiene allora che F' e G sono L-trasformabili e, per ogni
Res > 0 (= Re (iw)), si ha

_

L(F)(s) = 5 (CHE)e™")(s)+ LH(E)e™)(s))

2

1 1 1 s

- — + - == 3
2\s—itw s+iw s 4w
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e analogamente

L(G)(s) = %(C(H(t)e"”t)(S)—E(H(t)e’”)(S))

1 1 1 . w
2 \s—iw s+iw) s2+w?’
Esempio 5.4.4 Sia k € N e si consideri la funzione

th t>0;
0, t<0.

Utilizzando il fatto che la trasformata di Laplace della funzione di Heav-
iside & olomorfa e, per ogni k € N si ha

LH)P(s) = (=D)L H(®))(s), Res>0,

si ottiene direttamente che la funzione F' & L-trasformabile ed inoltre, per
ogni Res > 0,

L)) = (-0 £ () = (04D (1) = (C0F (0 S =

S

(la penultima uguaglianza si riconosce facilmente procedendo per induzione
su k € N).

Esempio 5.4.5 Si consideri il seguente problema di Cauchy

Y'"4+Y =t,
Y(0)=-1,
Y'(0)=1.

Posto y = L(Y), dalla regola di trasformazione delle derivate e tenendo
presenti le condizioni iniziali imposte, risulta

Y =sy—-Y(0)=sy+1
e conseguentemente
Y'=5s(sy+1)-Y'(0)=s’y+s—1.

Inoltre, la trasformata di Laplace della funzione F(t) = t & f(s) = 1/s?
(vedasi ’'Esempio 5.4.4 precedente) e quindi si ottiene 1'equazione sy + s —
1+y=1/s% dacui

1 1—s 1 1 1 S 1 S

y232(1—|—82)+1+52:?_1—1—82+1—|—52_1+52:?_1—1—82'
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Dagli esempi precedenti, si ricava che

S

To 2= L(cost)(s) ,

e quindi si ottiene la soluzione richiesta

Y(t) =t —cost.

> Si osservi che per determinare la soluzione generale dell’equazione
differenziale Y” +Y = t, & sufficiente considerare il problema di Cauchy

Y'+Y =t,
Y(O):Cl,
Y'(0)=co,

analogo a quello gia risolto, ma con condizioni iniziali arbitrarie. Procedendo
in maniera analoga si trova infatti Y/ = sy —c1, Y/ = sy —c1 5 — o, € si
ottiene I'equazione s2y — c1 5 — ca +y = 1/s2%, da cui

1 €18+ co 1 1 s 1

T prpe) B s S A g R P A PR

pertanto Y =t + (cg — 1) sint + ¢ cost.

Puo essere utile ricorrere alla soluzione generale anche nei casi in cui
le condizioni iniziali non vengano imposte nel punto 0 (in questo caso si
puo trovare la soluzione generale e successivamente determinare la soluzione
richiesta imponendo le condizioni iniziali) oppure nei casi in cui le condizioni
iniziali non siano quelle del problema di Cauchy (ad esempio, potrebbero
essere imposte le condizioni Y (a) = a e Y(b) = con a # b).

Esempio 5.4.6 Si risolva la seguente equazione differenziale
Y@ _3y" 42y’ =Pt

Come osservato alla fine dell’Esempio 5.4.5 precedente, conviene considerare
il seguente problema di Cauchy con condizioni iniziali arbitrarie nel punto
0:

VG - 3Y" 42V = et

Y(O) =C,
Y/(O) =C2,
Y”(O) =C3 .

Posto y = L(Y'), dalla regola di trasformazione delle derivate e tenendo
presenti le condizioni iniziali imposte, risulta

Y=sy—-Y(0)=sy—ac
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e conseguentemente
Y'=s(sy—c1)=Y'(0)=s’y—c1s—co,

y®) :5(52y—015702)—yﬂ(0):S3y*0182*023*03-

Inoltre, la trasformata di Laplace della funzione F(t) = t3 & f(s) = 6/s*
(vedasi ’Esempio 5.4.4 precedente) e quindi dalle regole di trasformazione,
la trasformata di Laplace della funzione G(t) = t3et & g(s) = f(s+ 1) =
6/(s+1)* (con A\g = —1). Si ottiene pertanto 'equazione 53y —c; s> —cg s —
c3—3(s’y—c1s—ca) +2(sy—c1) =6/(s+1)* da cui

o 52+ (cg — 3c1)s + 3 — 3ca + 2¢1 6
B s(s—1)(s—2) s(s—1)(s—2)(s+1)*~

Infine, decomponendo la funzione a secondo membro con la regola di Hermite

6+ 2c1 — 3co + c3 3 — 16¢9 + 8cs 2 —2Tcog + 27c3
2s  8(s—1) 54(s — 2)
1 11 85 575
s+ D4 6(s+1)3  36(s+1)2  216(s+1)

Considerando infine la trasformazione inversa di Laplace si ottiene

6+ 2c; — 3¢y +c3 3 — 16¢9 + 8c3 t+2*2762+2703 o2t
— e

2 8 54
_}t:'s —t Etz —t _ 85t —t 97 ot

6°°¢ T12°° T3 216

Y(t) =

> Il presente esempio rappresenta una linea guida per la risoluzione delle
equazioni differenziali lineari ordinarie a coefficienti costanti di ordine n;
dopo aver considerato le trasformate di Laplace della funzione incognita
e del termine noto, si ottiene un’equazione algebrica dalla quale si ricava
facilmente la trasformata di Laplace della soluzione; a questo punto conviene
usare la formula di decomposizione di Hermite per scrivere tale trasformata
come somma di funzioni razionali di ognuna delle quali si possa calcolare
direttamente la trasformata inversa di Laplace.

Esempio 5.4.7 Si risolva la seguente equazione differenziale
YO 41y =542t

Si ponga y = L(Y). La trasformata di Laplace della funzione 5+ 2e~* &
data da 5/s+2/(s + 1) e inoltre, imponendo le condizioni iniziali arbitrarie
Y(0) =¢1, Y'(0) = c2 e Y'(0) = c3, si ottiene

Y’zsy—cl, Y”:SQy—Cls—CQ, Y(3):s3y—0152—025—03.
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Pertanto, si ottiene ’equazione algebrica

3 2 2 ) 2
sy —c18° —cs—c3+sy—c1s—cp=—+——,
s s+1
dalla quale si ricava
_ 5 2 c1 c1+ ¢ ey +c3
y_s3(s+1)+32(3+1)2+s+1 s(s+1)+32(s+1)'
Ponendo

5 _A B, C. D
3(s+1) s s2 s s+1°

dal principio di uguaglianza di due polinomi si ottengono le equazioni
A+D=0, A+B=0, B+C=0, C=5

le cui soluzioni sono A =C =5e B =D = —5 e dalle quali si ottiene

) 5 5 5 )

SErl) s £ H s+l
Analogamente, si pone

2 A, B_C D
s2(s+1)2 s 82 s+1  (s+1)2

e dal principio di uguaglianza di due polinomi si ottengono le equazioni
A+C=0, 2A+B+C+D=0, A+2B=0, B=2;

che risolte forniscono A = -4, B=2,C=4e D =2, da cui
2 4 2 4 2

32(s+1)2: g+?+8+1+(s+1)2'

Inoltre, posto ancora
c1+co A B

s(s+1) s  s+17

si ottiene A =c¢1 +cy e B= —c; — ¢y da cul

€1+ c2 c1t+c2  C1+C2
s(s+1) s s+1 7
Infine, ponendo
co + c3 A B C

s2(s+1) ;+37+3+1’

si ottengono le equazioni

A+C=0, A+B=0, B=cy+cs3;
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che forniscono A = —¢cy —c3 e B=C = ¢y + ¢3 da cuil
c2 +c3 __C2+C3 co+c3 co+c3
s2(s+1) s s2 s+1 7

Sostituendo tutte le decomposizioni nell’espressione della soluzione y, si
ottiene

55,5 5 4.2 4 3 o
Yo s 2T 8 541 s 82 s+l (s+1)2 s+1
cit+c c+ca catc3  catc3 Cca+tc3

+ - - +
s s+1 s 52 s+1
- 61—03+1+62+C3—3 i 2c1 +c3—1 2
B s 52 s3 s+1 (s+1)2°

Considerando le trasformate inverse di Laplace, si ottiene
5
Y(t) =cC1 —C3+1+(CQ+03 —3)t+§t2—|—(261 +c3 — l)eft—|—2te*t .

Infine, tenendo presente che le costanti arbitrarie ¢; —c3+1, co +c3— 3
e 2c1 4 ¢3 — 1 sono indipendenti, la soluzione puo essere anche scritta nella
forma

5
Y (t) =c1+cQt+C3e*t+§t2+2te*t,

con c¢1, ¢a, ¢3 costanti arbitrarie (in questo caso non pitt uguali a Y/ (0), Y’(0)
e Y(0)).

Esempio 5.4.8 Si consideri il seguente problema differenziale (di Stiirm-

Liouville)
Y" +4Y = cos 3t ,

Y(0)=1,

(5) .

Si ponga y = L(Y). La trasformata di Laplace della funzione cos 3t &
data da s/(s? +9) e inoltre, posto Y'(0) = C, risulta

Y =sy—1, Y'=sy—s—-C.
Pertanto, si ottiene I’equazione

sPy —s—C+4y =

2497
dalla quale si ricava
s+ C s
Y < et E o+
s C 1 s 1 s
- 82+4+82+4_582+9+552+4
6 s C 1 s

55244  22+4 55249
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(per la seconda uguaglianza si ¢ posto

1 A B

(s2+9)(s%2 +4) 82—|—9+82—|—4

e si & applicato il principio di uguaglianza di due polinomi).
Considerando le trasformate inverse di Laplace, si ottiene

6 C 1
Y(t) = = cos 2t + Esin%— gCOSSt;

infine, tenendo presente che la condizione Y (0) = 1 & stata gia imposta,
¢ sufficiente risolvere 'equazione Y (7/4) = 0, dalla quale si ottiene C' =

—+/2/5. La soluzione cercata ¢ quindi

1 1
Y(t)= g cos 2t — E\/isin% - gcos?;t .

Esempio 5.4.9 Si consideri il seguente sistema di equazioni differenziali

lineari del primo ordine
X' -Y=1,

Y+Y+ X' =0,
X0)=2,Y(0)=-1.

Siponga z := L(X) e y := L(Y'). Tenendo presenti le condizioni iniziali,

si ha
X' =sx—-2, Y =sy+1

e pertanto si ottiene il sistema algebrico lineare

st —2—y=

I

1
5
sy+1l4+y+sx—2=0.

Risolvendo tale sistema si trova

1+2+1 s+1
r = — — — = -
275 TEY Y s(s+2)

Ponendo
s+ 1 A B

T s(s+2) ;+s—i—27

dal principio di uguaglianza di due polinomi si trova A = B

conseguentemente
1 1
Y= =5~ 5/ 5"
25 2(s+2)
considerando le trasformate inverse di Laplace, si ottiene
1 1
Y(t)=—=—-e 2.

2 2

—-1/2 e
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Procedendo in maniera analoga, si ha

1 2 1 1 1 7

2 s 252 2s(s+2) 2s2 + 4s

da cui

1

4(s+2)°
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