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Introduzione

Il problema di integrare le equazioni del moto di un corpo rigido non e di
facile soluzione: questo sistema infatti non e integrabile, se non in casi parti-
colari. Emerge quindi la necessita di passare a un’integrazione approssimata,
I'integrazione numerica su varieta, che ¢ un problema ben studiato [5].

Ci sono due esigenze:

e trovare un integratore che lasci invariante la varieta delle configurazioni
del corpo rigido (con punto fisso), SO(3);

e parametrizzare SO(3), che, essendo compatta, non ha sistemi di coor-
dinate composti da una sola carta.

La prima richiesta e soddifatta dagli integratori simplettici di tipo splitting,
che consentono di lavorare con una precisione piuttosto elevata e che, inoltre,
conservano ’energia [3, 5].

Per la parametrizzazione di SO(3), si possono sfruttare le sue proprieta di
gruppo di Lie [6]: si introducono i parametri di Eulero, che stabiliscono una
corrispondenza 2 : 1 tra SO(3) e la sfera S® dei quaternioni unitari. In que-
sto modo non c’e il problema del cambiamento di carte, e inoltre si scrive il
sistema nello spazio H dei quaternioni, la cui struttura topologica permette
di definire in maniera naturale una proiezione su S®, quella che realizza la
minima distanza. Allora il problema viene formulato in H, e ad ogni itera-
zione si proietta il risultato su S3, che risulta quindi invariante anche rispetto
al flusso calcolato numericamente, riducendo 1’errore di arrotondamento.

La relazione tra quaternioni e corpo rigido ¢ nota dalla meccanica classica
[4]; il loro uso in ambito numerico ¢ stato introdotto da Touma e Wisdom
in un articolo del 1994 [7]; attualmente, questa & ritenuta la migliore imple-
mentazione degli algoritmi splitting per il corpo rigido. E possibile scrivere
un algoritmo anche con carte locali (angoli di Eulero), ma con maggiore dif-
ficolta [2].

Nel primo capitolo di questo lavoro, vengono riassunti i risultati principali
della meccanica razionale a proposito del corpo rigido (per cui si veda [1])



6 INTRODUZIONE

e vengono scritte le equazioni del moto come sistema del primo ordine in
SO(3) x R®, che ¢ isomorfo al fibrato cotangente T*SO(3). 1l secondo capi-
tolo presenta il calcolo del flusso approssimato in modo splitting, nel caso di
un corpo simmetrico soggetto a forze gravitazionali, mentre il terzo illustra la
corrispondenza tra S* e SO(3) e il calcolo del flusso approssimato in S3 x R3.
Il codice dell’algoritmo, che & stato implementato con il software Mathe-
matica, € riportato nell’appendice; come illustrazione, sono state realizzate
animazioni dei moti di ellissoidi e trottole, anche in casi non integrabili in
modo esatto; esse sono incluse nel floppy allegato.

Desidero ringraziare il relatore, prof. Francesco Fasso, per I'attenzione e
la disponibilita con cui mi ha guidato in questo lavoro.



Capitolo 1

Le equazioni del corpo rigido

Sia ¥ = (O, E;, Ey, E3) un sistema di riferimento ortonormale in (R?, o), che
supporremo fisso e chiameremo base spaziale.

Consideriamo un corpo rigido, cioé un sistema S di N + 1 punti materiali
{Xy,...,Xn}, che soddisfano al vincolo di rigidita:

1X; — X;| = cij, 1<j=0,...,N, con ¢;; costanti.

Supponiamo che il punto X, di S sia fisso e coincida con l'origine 0 del
riferimento 3, Xy = O.

Consideriamo poi un sistema di riferimento ortonormale solidale al corpo,
o = (0, e, ey, e;), la cui origine coincida con l'origine 0 di X, e che sia base
principale d’inerzia, ovvero ’operatore d’inerzia I di S rispetto a X si scriva
nella base ¢ in forma diagonale,

I= I, , I, > 0.

Useremo lettere maiuscole per le terne delle coordinate dei vettori espresse
nella base X, minuscole per quelle espresse nella base o.

Per individuare una configurazione del corpo rigido S, e sufficiente asse-
gnare una rotazione che trasformi il riferimento spaziale in quello solidale al
corpo; quindi lo spazio delle configurazioni del corpo rigido (con punto fisso)
e SO(3).

Sia allora R la rotazione che manda il riferimento fisso in quello mobile,
e, = REZ, ]5)Z = RTGZ’, 1= 1, 2, 3.

Se Q ¢ la terna delle coordinate di un punto nella base spaziale e q la sua
terna nella base solidale, si ha Q = Rq.
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Un moto di S & un cammino ¢t — R(¢) in SO(3).
Consideriamo il moto di un vettore, t — v(t): possiamo derivare v sia
rispetto alla base spaziale, sia rispetto a quella solidale. La relazione tra le
due operazioni di derivazione é:

d

5 v+ RTRv. (1.1)

g

V= —

5 dt

Ad un moto di S, risulta quindi associata la matrice R'R, che & antisimme-
trica.

Ricordiamo che lo spazio delle matrici antisimmetriche so(3) = Skew(3),
munito del commutatore [, -] ([A, B] = AB — BA), & isomorfo, come algebra
di Lie, a (R3, x), dove x ¢ il prodotto vettoriale. L’isomorfismo di algebre
di Lie e

A W1 0 —Ww1 w2
: (R, x) = (s0(3),[]): w=] w | »o=| w 0 -ws |,
W3 —Wo W3 0
con inverso
) 0 a b ) —c
50(3) — R3 : A=| -a 0 ¢ |— A= b
-b —c 0 —a

Questo isomorfismo soddisfa la proprietd che, per ogni u € R?,
Ru = RuR7; (1.2)

infatti, preso un qualsiasi v € R3?,

——

(Ru)v = (Ru) x v = (Ru) x (RRTv) = R(u x RTv) = RiiR v.

In questo isomorfismo, la matrice antisimmetrica RTR ¢ quindi associata
a un vettore w, detto wvelocita angolare:

w = (R'R)

Per quanto riguarda 1’espressione di €2 nella base spaziale, 2 = Rw, si ha,
da (1.2):
Q =RoR" = RR'RR" = RR”.
Le equazioni del moto per il sistema S corrispondono al secondo gruppo

delle equazioni cardinali: '
M, = Ny, (1.3)
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dove M, ¢ il momento angolare totale del corpo, cioe la somma dei momenti
angolari delle particelle che lo compongono, e Ny ¢ la somma dei momenti
delle forze agenti sui singoli punti del corpo. Conviene scrivere le equazioni
nella base solidale: ricordando che tra le operazioni di derivazione nelle due
basi sussiste la relazione (1.1), si ha

l’flo + w X my = ny. (14)
Ricordando la relazione tra momento e velocita angolare, my = lw, si ottiene
Iw 4+ w x Iw = ny. (1.5)

Per il principio di d’Alembert, I’equazione (1.5) dovra essere una equazione
del secondo ordine per R = R(t), sulla varieta SO(3). Si puo scrivere allora
un sistema del primo ordine nel fibrato tangente T.SO(3). Sfruttando poi gli
isomorfismi

TSO(3) — SO(3) x s0(3) —» SO(3) x R3
(R, R) — (R, R"TR) +— (R, w=(R"R)),

si pud considerare il sistema, in SO(3) x R®,

{ I = ny—wx (lw) (1.6)

R = R (& RTR =0).

Conviene passare al momento, m = my: questo equivale a passare al fibrato
cotangente, T*SO(3). 1l sistema diventa

B (1.7)

m = ny+mx (I"'m)
R = R(I"'m).

1.1 Calcolo del momento delle forze esterne

Per risolvere le equazioni, & utile avere una espressione di ng in funzione
della matrice di rotazione R. Calcoliamo quindi, in funzione di R, I’operatore
antisimmetrico associato a ng, ny.

Supponiamo che le forze esterne Fj,, h = 0,... N, agenti sugli N + 1 punti di
S, siano conservative, cioe esista una funzione di classe C?

Vo REOVHD L R V =V(Xo,...,Xn)
tale che
F,(X X )——8—V(X Xy)
h 0y -3 <4xN) — axh 0y ---9<4%N/-
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Allora, nella base spaziale si ha

N N
oV
Ny E (Xp —Xo) x Fp(Xo,...,Xy) = — E Xp X a—Xh(XO’ , Xn)
h=1 h=1

Siccome il sistema & vincolato, le forze attive dipendono di fatto solo dalla
restrizione di V' a SO(3): per trovarla, osserviamo che, poiché x;, = RTX},
sono le coordinate dei punti di S nella base solidale, il potenziale é:

V(R) = V(RXO, FPEIN RXN).

Calcoliamo le derivate di V, indicando con (X}, X2 X3) le coordinate dei
vettori Xy, e con (z, 22, z3) quelle dei vettori xp:

v OV O(Rxa)
OR;; axh OR;;

_ ZZ ov 8 Rxh

2 2= 0X, OR;;

ov 0
- ZZaXpaR Rthp?aRIB) (x,ll,x,%,xz)]
ij

h=0 p=1
17 I
- R. 29
ZZ@XZ&RZ.J_ (1:21 palh
Al
= ixh'
h:oaXh
Ora,
N N
No:(Né,NgaNg’):—ZXhXa—v=—Z(Rxh)Xa—V
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Quindi,

Pertanto,

Definiamo la parte antisimmetrica di una matrice A:

Rot(A) := A — A”.

v\

Ora, nelle equazioni compare ny: ricordando (1.2), la sua espressione é:

~ T ~
~ oV oV
= _ TN _ T e T RpT
ng = R"NgR=R (R(a ) 5 R)R

~ T ~
av 2OV

Si ha allora

N-O = Rot
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In conclusione, le equazioni per S sono:

{rh = ng(R) +m xI"'m

R = R®, (18)

\T v
dove w = I"'m, ny(R) = Rot [(g—‘};) R} .



Capitolo 2

Costruzione di un integratore
splitting

Abbiamo visto che, per determinare i moti del corpo rigido, & necessario
integrare il sistema di equazioni differenziali ordinarie in SO(3) x R® ~
T*SO(3)
S -1
m nOA(R) +mxI"'m 2.1)
R = R,

v

\T
dove w =1"'m, ny(R) = Rot [(g—g) R]

Questo sistema, in generale, non ¢ integrabile in modo esatto; i soli casi
integrabili noti sono i seguenti:

caso di Eulero-Poinsot: le forze esterne sono nulle, ng = 0;

trottola di Lagrange: il corpo ¢ simmetrico, con due momenti d’inerzia
(calcolati rispetto al punto O) uguali (I; = I3), con baricentro sull’asse
generato da es, e soggetto alla forza peso;

trottola di Cauchy-Kowalevskaya: i momenti d’inerzia sono I = I, =
213, il corpo e soggetto alla forza peso, non € omogeneo, ma il baricentro
¢ sul piano individuato dai vettori ey, es.

Per tutti gli altri casi, siamo dunque interessati a trovare un integratore nu-
merico.

Ci occuperemo del caso particolare in cui il corpo & simmetrico (I; = ) e le
forze in gioco sono gravitazionali.

Ora, poiché abbiamo formulato il problema in SO(3) x R* ~ T*S0(3), le
equazioni (2.1) sono equivalenti alle equazioni di Hamilton per ’hamiltonia-
na H =T+ YV, dove T & I'energia cinetica e V il potenziale gravitazionale.

13
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Il flusso ®}* al tempo t del sistema (2.1) pud essere calcolato in modo ap-
prossimato tramite un algoritmo splitting, a partire dai flussi ®] e ®} legati,
rispettivamente, all’energia cinetica e a quella potenziale; valgono infatti le
seguenti formule di approssimazione, per cui si veda [5]:

Formula di Lie-Trotter: ®F = ®To®) + O(t?)
Formula di Strang: 7t = OV odT o dY + O(3).
2 2

I flussi simplettici approssimati ®7 o ®}, ®Y o ®T o ®Y hanno inoltre le
2 2

proprieta di conservare l’energia e di mantenere invariante la varieta, cioe,

se il dato iniziale & in SO(3), i suoi evoluti si mantengono in SO(3), come

spiega [3].
Calcoliamo quindi i flussi esatti ®], ®), per utilizzare 'algoritmo splitting
di Strang.

2.1 Calcolo del flusso legato all’energia cine-
tica
Per calcolare il flusso ®! legato all’energia cinetica, dobbiamo “spegnere”

I’energia potenziale V: ¢ il caso di Eulero-Poinsot, in cui non ci sono forze
attive, integrabile in modo esatto. Posto quindi ny = 0, il sistema (2.1)

diventa: . -1
m = mxI'm
{ R = R& (22)
con w=1I1"'m.

Proposizione 2.1.1 Nel caso simmetrico (I, = 1), la soluzione di (2.2),

con dati iniziali (mg = (m$,m3,m3), Ry), ¢

{mt = B!'my,

R, = RoA/B, (2:3)

dove

cos(ft) —sin(Bt) 0
B; = exp(fté;) = | sin(Bt) cos(Bt) 0 |,
0 0 1

— Ir—13,,3
con f = Fr2mg.




2.1. CALCOLO DEL FLUSSO LEGATO ALL’ENERGIA CINETICA 15

DIMOSTRAZIONE:
It
1. Siccome I7! = I? , la prima equazione diventa
Lt
motms i_lf
m=mxI"'m=| —myms %2_1?
0
Da rz(t) = 0, si ottiene m3(t) = m3. Posto 8 = 13 mO, la soluzione
di
{ mi(t) = Bma(t)
ma(t) = —Bma(t)
e
my; = mjcos(Bt) + m?sin(Bt)
my = —mgsin(Bt) +m3cos(Bt).
Quindi la soluzione della prima equazione &
my cos(fBt) sin(ft) 0 mg
my | = | —sin(Bt) cos(Bt) 0 mi |,

ciod m; = BI'my, con B; come nell’enunciato.

2. Per la seconda equazione, ricordiamo dalla meccanica razionale che i
moti del corpo rigido simmetrico sono precessioni regolari, con velocita
angolare, espressa nella base solidale,

wit) = gm(t) + Himies (2.6)
= @ N(t) + /B €3,
dove ||m]| & costante nel tempo, o = ”I2H, u(t) = ||r$)|. La matrice

R soddisfa R = R&@: quest’ultima ¢ una equazione differenziale del
primo ordine in forma normale, con w dipendente dal tempo secondo la
relazione (2.6), e ha dunque una e una sola soluzione, una volta fissato il
dato iniziale Ry. Basta quindi verlﬁcare che R; = RoA;B; ¢ solumone
Si osservi ora che A soddisfa A = Aau( ), e dunque ATA = a,u(O),
analogamente, BTB = Bés. Allora,

R'R = BTATRIR((AB+ AB) = BTATAB +B'B
= aBT4(0)B + 5& = aBTwu(0) + 56 = ap(t) + f&.
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L’ultima uguaglianza segue dal fatto che, siccome p(0) = AT (0) (A &
una rotazione attorno a ),
BTu(0) = BTATu(0) = BT AT

1
= — BTATR™ = —R™ = u(?).
T ® A RoM =1y )

Questo mostra che la matrice R dell’enunciato risolve I'equazione dif-
ferenziale RTR = @. 0

2.2 Calcolo del flusso legato al potenziale gra-
vitazionale

Il flusso @, legato all’energia potenziale ¢ il flusso del sistema
m = I
: 2.

con ng = Rot [(%)TR} .

Supponiamo che le forze attive siano di tipo gravitazionale, con accelerazione
G =1, e che il corpo abbia massa totale M = 1.

Sia g = (g1, g2, g3) la terna delle coordinate del centro di massa del corpo nel
riferimento solidale; allora G = (G4, Gs,G3) = Rg & la terna nel riferimento
spaziale.

Il potenziale risulta dunque

V(R) = MGG3 = (R"g)® = Ri391 + Rozgo + Rs303;

per quanto riguarda il suo gradiente,

1 00 g

ov

ﬁ(R) =100 ¢
0 0 gs

Allora,
o)
= Rot — | R
gy O <8R>
0 0 —g91R11—g92R21—9g3R31
= 0 0 —g1R12—92R22—g3R32 5

g1 R11+g92R21+93R31 g1 R12+g92R22+g3R32 0
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quindi,
g1 Ri2 + gaRog + g3Rso
ny = —g1Ri1 — g2 Ro1 — g3Rs:
0

In conclusione, il flusso al tempo ¢, ®}, nel caso gravitazionale, &

g1 Ri2 + gaRos + g3 R3o
m, = mo+itng=my+t| —giRi — goRo — g3l (2.8)
0 .

Rt = R().






Capitolo 3

Uso dei quaternioni

Come spiegato nel capitolo precedente, per risolvere il sistema in SO(3) X
R3 ~ T*SO(3)

m = nyR)+mxI'm

. - 1

R = R, (3.1)

~\T v
dove w = I"'m, ng(R) = Rot [(%) R] , consideriamo il flusso appros-

simato ®, := @} o ®f o ®} e una discretizzazione nel tempo: per trovare
2 2

la soluzione al tempo ¢, si considerano n intervalli di ampiezza h = % e si
calcola:

i%ho%ho...o(bh'

-

nvolte

E quindi necessario parametrizzare SO(3), che & una variet differenziabile
immersa in R?. Una parametrizzazione di SO(3) ¢ quella degli angoli di
FEulero; utilizzandola, pero, si incontrano calcoli laboriosi, e in particolare si
trova la necessita di usare almeno due carte (perché SO(3) & compatta).
Conviene dunque integrare il sistema in R?, lo spazio dove & immersa SO(3):
(3.1) pud infatti essere prolungato per continuitd su tutto un aperto di R®
contenente SO(3). SO(3) & invariante rispetto al flusso del sistema @7, cioe,
se Rg € SO(3), si ha che {®}*(R) : h € R} C SO(3); lo stesso avviene per

il flusso approssimato ®j := ®}, o 7 o ¥}
2 2

Quando pero si passa al flusso approssimato calcolato numericamente @L\[ ,
SO(3) non ¢ pitli invariante, a causa dell’errore di arrotondamento: presa Ry €
SO(3), siavra &)ﬁf(RO) = ®¥(Ro)+A, con A, in generale, non appartenente a
SO(3). Sara dunque necessario, a ogni passo, “ritornare” alla varietd SO(3)
mediante una proiezione; non € pero chiaro quale sia la migliore proiezione
da usare.

19
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A tal fine, risulta piu semplice sfruttare la parametrizzazione di SO(3) fornita
dal corpo H dei quaternioni, secondo un’idea esposta da Touma e Wisdom in
[7]: & noto infatti che la sfera unitaria S3 = {x € H : ||x|| = 1} ricopre SO(3)
tramite un rivestimento a due fogli, che € inoltre un omomorfismo di gruppi.
Una volta scritto il sistema (3.1) in S® x R?, lo si pud integrare in modo
approssimato; anche in questo caso S3 non sard invariante, ma, per tornare
sopra S* ad ogni passo della discretizzazione, bastera utilizzare la proiezione
che realizza la minima distanza, cioé normalizzare il quaternione prodotto
nell’ultima iterazione. Lavorando invece in SO(3), minimizzare l'errore di
arrotondamento non sarebbe altrettanto facile.

3.1 I parametri di Eulero

Il rivestimento a due fogli di S® su SO(3) ¢ dato dai cosiddetti parametri di
Eulero.

Definizione 3.1.1 La mappa dei parametri di Fulero é

E: 82 — SO(3)
p +— &(p):= I+20%+2uu

dove p= (UO: 11) = (U’Oaula U2, U3)-

Proposizione 3.1.2 £ : S* — SO(3) ¢é un rivestimento a due fogli.

DIMOSTRAZIONE:
1. & ¢ ben definita, cioe, se p € S3, £(p) € SO(3):
EM@EM)T = I+ 21 + 2upt) (I + 26% — 2uol)
= (I+26%)?2 — 4u0?
= T+ 48" + 48% — 4uy’0?

= T+4[a*+ 61 - ue?)).

Si ha ora, per ogni v € R®, w € R3:

vw = VX W
Viw = vx(vxw) = (vow)v—|v|*w
¥ o= s
¢ o= v
quindi U* = —|jul]?t? = —(1 — ue?)u?, da cui £(p)€(p)? =1 per ogni

p €S2
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2. &€ e suriettiva su SO(3): Sfruttiamo i seguenti lemmi, la cui dimostra-
zione si puo trovare in [6]:

Lemma 1 (Teorema di Eulero) Ogni A € SO(3) é una rotazione
in R® di un angolo 0 attorno a un asse w.

Lemma 2 (Versione infinitesimale di Eulero) Per ogni w € R,
exp(tw) & una rotazione attorno a w di un angolo t|w]|.

Questi due lemmi mostrano che exp : so(3) — SO(3) ¢ suriettiva.
Ora, per vedere la suriettivita di £, basta vedere che, per ogni w € R?,
esiste un p € S? tale che £(p) = exp(w). Utilizziamo il seguente
lemma, per la cui dimostrazione si rinvia ancora a [6]:

Lemma 3 (Formula di Rodrigues) Per ogni w € R?,

sinflwl| . 1—cos|w| .,

[[wll [[wi]?

2||lwl[>  sin[lw] _

Poiché, se p = (ug, u), £(p) = I + 2u? + 2u,l, basta prendere:
1

[w]]
cos( 5 ,
u— 2|lw||> W_‘ : (||W||>‘ w
=y/—————w=|sin| — || —.
1 — cos ||w]| 2 /| lwll
3. ¢2:1:

Siano p = (ug, u), q = (v, v). Allora si ha £(p) = £(q) se e solo se

Uy =

—cos[[wl| 2[lw[l

I+ 262 + 2ugt = I + 292 + 20,V :

questa espressione e vera per p = £q, quindi £ non e 1 : 1. Inoltre, si

ha
—(u9? + usz?) Ui Us ULUs
~2 2 2 )
u’ = U Uy —(u1® + ug®) UgUs :
2 2
UiuUs UoU3 —(Ul + Ug )
quindi,

—(U,QQ + ’LL32) U1Ug — UgU3 Ui1Us + UogU2
EP)=1+2| wus+upus —(ui®+us®) ugusz — uguy
Uguz — Uly  Uplz + uguy  —(ug? + uo?)
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e analogamente

—(U22 + U32) V1V — VU3 V1V3 + VU2
g(q) =I+2 V1V2 + VgU3 _(U12 + 'U32) V2V3 — VYyUq
VU3 — Ugls  VaU3 + Vo1 —(v12 + v5?)

Ora, se £(p) = £(q), si avra £(&(p) — I) = 3(£(q) — I), quindi le due
matrici sono uguali. Dall’'uguaglianza delle diagonali, si ottiene

2 2 2 2 2 2.
Uy =0, U™ = Va2, Uz = V3 ;

ma, poiché ug? + |[ul|>2 = 1 = v + ||v||?, sard up = +w,. Infine,
dall’uguaglianza dei termini non diagonali, si trova che dev’essere

U = Vo, Uy = v, Ug = Vg, U3 = Vs,
oppure
Uy = —Vg, Uy = —vy, Uy = —Vg, uz = —v3.
Pertanto, £(p) = £(q) si hase solose p=+q: £e2: 1.

4. & é differenziabile: ovvio. O

Osservazione 1 Dato p = (ug,u) € S3, si possono prendere €] — 7,7,
e € S?, tali che ug = cos (£), u=sin(£)e. Allora £(u) = exp(6€), cioé si
ottiene la rotazione di angolo 0 attorno a e.

Osservazione 2 Viceversa, per il Lemma 1, ogni A € SO(3) & una rotazione
attorno a un asse w (supponiamo pure ||w|| = 1) di un angolo 6. Allora, per
ottenere una delle due controimmagini di A rispetto ad &, bastera prendere

Uy = COS (g) , U =sin (g) w; laltra controimmagine sard (—ug, —u).

La mappa £ : S — SO(3) ha un’altra importante proprieta: & un
omomorfismo di gruppi moltiplicativi,

E(p) £(q) = £(pq).

Il prodotto del gruppo S & il prodotto tra quaternioni: se p = (ug,u),
q= (UOa V),
pPq = (ugtp —uov, uyv+vou+u X v).
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3.2 Integratore in S°® x R’

Ora, utilizzando i parametri di Eulero, possiamo scrivere i flussi esatti ®7,
®)’, nel dominio S x R3.

Per quanto riguarda l’energia cinetica (nel caso simmetrico), il flusso esatto
al tempo h é:

ol : SOB) xR — SO(3) x R?
Ro Ry = RoAyBy,
() = (o)

Ay, = exp (ai),

con

By = exp(bé3),

Il
|||
L’
Iz—f3m3
LI; "

a=nh

b=~h

Ora, poiché £ € omomorfismo,

An = exp (a) = £((cos (5 ) sin (§) )

B, = exp(be3) = &((cos (g) , Sin (g) €s)),

Bl = exp(b&3) = &((cos (g) , —sin (g) es)).

Allora il flusso calcolato con i quaternioni &

Ul S3x R — ) .S3a><]R3 o
( Qo ) = (CIh:qO cos (5()a51n(§)/~t)(005(§)asm () es) )

my my;, = &((cos (%) , — sin (%) e3))my

Passando invece al potenziale gravitazionale, il flusso esatto al tempo h e

o) : SOB)xR — SO(3) x R®
R, =Ry
R0 — 91 R12+92 R22+93 R32
my my = mg + h —g91R11—9g2R21—g3R31

0
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Ricordiamo che la matrice associata a un quaternione (ug, u) &

1—2(ug? +u3?)  2(wyus —uguz)  2(uiuz + uouz)
E((ug,u)) = 2(urus + uguz) 1 —2(us® +us?)  2(uguz — uguy)
2(’U,1U3 - u0u2) 2(’11,2’11,3 + U()Ul) 1-— 2(’LL12 + ’U,22)

Il flusso nell’ambito dei quaternioni sara quindi

Y. S3xR — S3 x R?
qr = Qo
g1 R12+g2R22+9g3 R32
do ,
my my = my + h —g91R11—g2R21—9g3R31
0
dove

R12 = 2(’&1”2 — UQU3), R22 =1- 2(U12 + U32), R32 = 2(U2’U,3 + Uoul),

Rll =1- 2(’11,22 + U32), R21 = 2(’&1”2 + ’U,()Ug), R31 = 2(”1’&3 — u0u2).

11 flusso approssimato con cui costruire I'integratore numerico risulta dunque
U, =0 oNoUl o No WY,
2 2

dove N(q,n) = (g7, n)-



Appendice A

Codice e risultati
dell’integrazione numerica

A.1 1l codice

L’algoritmo discusso nei capitoli precedenti e stato implementato con il soft-
ware Mathematica, per produrre animazioni di corpi rigidi in movimento.
Vediamo qui di seguito le funzioni che abbiamo creato; esse accettano come
variabili i momenti d’inerzia I, I5 e le coordinate del baricentro del corpo
rigido.

Le seguenti funzioni definiscono il prodotto e la norma nel corpo dei qua-
ternioni, il normalizzato di un quaternione, I'isomorfismo = di R® in SO(3),
la mappa dei parametri di Eulero &:

Prod[{u0_, u_}, {vO_, v_}] :=
{u0*v0 - u . v, uO*v + vO*u + Cross[u, v]}
e3 := {0, 0, 1}
Norm[v_] := Sqrtlv . v]
NormQ[u_] := Norm[Flatten[ul]
NormalQ[q_] := q/NormQ[ql]
Normalizza[{q_, m_}] := {NormalQ[ql, m}

Hat[{v1_, v2_, v3_}] :=
{{0, -v3, v2}, {v3, 0, -vi}, {-v2, vi, 0}}
Eulero[{u0_, u_}] :=
IdentityMatrix[3] + 2%uO*Hat[u] + 2+Hat[u] . Hat[u]

In seguito, vengono definiti le costanti a e b utilizzate precedentemente e il
versore j; vengono costruiti gli integratori esatti in S* x R® per la sola energia

25
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cinetica e per la sola energia potenziale U7 e U}, e quello approssimato {Ivlh,
secondo la formula di Strang. Esso restituisce una lista di matrici di rotazione
che individuano le configurazioni del corpo rigido.

alfa[I2_, I3_, m_, h_] h* (Norm[m] /I2)
betalI2_, I3_, m_, h_] := h*m . e3*((I2 - I3)/(I2*I3))
mu[m_] := If[Norm[m] == 0, O*m, m/Norm[m]]

FT[I2_, I3_, {q_, m_}, h_] :=
{Prod[Prodlq,
{Cos[alfal[I2, I3, m, h]l/2],
Sin[alfa[I2, I3, m, h]/2]*mul[m]}],
{Cos[betalI2, I3, m, h]/2], Sin[betal[I2, I3, m, h]/2]*e3}],
Eulero[{Cos[beta[I2, I3, m, h]/2],
(-Sin[betal[I2, I3, m, h]/2])*e3}] . m}

FV[I2_, I3_, Gi_, G2_, G3_,{{u0_, {ul_, uv2_, u3_}}, m_}, h_]:=
Module[{r21 = 2x(ul*u2 + u0*u3), r31 = 2*x(ul*u3 - uld*u2),
ril 1 - 2%(u2°2 + u3"2), ri12 = 2x(ul*u2 - ud*u3l),
r32 2% (u2*%u3 + ul*ul), r22 =1 - 2x(ul"2 + u3"2)7},
{{u0, {ul, u2, u3}}, m + h*x{G1l*r12 + G2*r22 + G3*r32,
(-G1)*r11 - G2xr21 - G3*r31, 0}1}]

FStrang[I2_, I3_, Gi_, G2_, G3_, {q0_, mO_}, h_] :=
FV[I2, I3, G1, G2, G3, FT[I2, I3,
FV[I2, I3, G1, G2, G3, {q0, m0}, h/2], h], h/2]

ListaS1[I2_, I3_, G1_, G2_, G3_, dati_, n_, h_] :=
NestList[FStrang[I2, I3, G1, G2, G3, #1, h] & , dati, n]

ListaS2[I2_, I3_, Gi_, G2_, G3_, {q0_, mO_}, n_, h_] :=
Extract[ListaS1[I2, I3, G1, G2, G3, {q0, m0}, n, h],
Table[{i, 1}, {i, n + 1}]1]

ListaS3[I2_, I3_, Gi_, G2_, G3_, {q0_, mO_}, n_, h_] :=
Module[{lista = ListaS2[I2, I3, G1, G2, G3, {q0, m0}, n, hl},
Table[Eulero[listal[[i]l]], {i, n + 1}]1]

ListaS4[I2_, I3_, G1_, G2_, G3_, {q0_, m0_}, n_, h_] :=
Extract[ListaS1[I2, I3, G1, G2, G3, {q0, mO}, n, hl,
Table[{i, 2}, {i, n + 1}]]

Infine, una volta determinato il moto approssimato del corpo rigido grazie
agli integratori introdotti, abbiamo realizzato alcune immagini, prima del
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moto di un ellissoide, poi di una trottola costituita da due coni sovrapposti;
e possibile vedere il moto di corpi non omogenei, semplicemente spostando il
baricentro. Il primo gruppo di istruzioni definisce una funzione che fa ruotare
gli oggetti grafici, a partire dalla matrice di rotazione.

Needs["Graphics ‘Shapes ‘"] ;

Unprotect [RotateShape] ;

0ff [General: :spelll];

RotateShape[shape_, rotmat_] :=

shape /. {poly:Polygon[_] :> Map[rotmat . #1 & , poly, {2}],

line:Line[_] :> Map[rotmat . #1 & , line, {2}],
point:Point[_] :> Map[rotmat . #1 & , point, {1}1};

ProtectRotateShape;

On[General: :spelli]

Le seguenti funzioni disegnano un ellissoide che si muove con il suo riferi-
mento.

Refer2[R_, lungh ] := Graphics3D[{RGBColor[1, 0, 0],
Line[{{0, 0, 0}, R . {lungh, 0, 0}}], RGBColor[0, 1, 0],
Line[{{0, 0, 0}, R . {0, lungh, 0}}], RGBColor[0, O, 1],
Line[{{0, 0, 0}, R . {0, O, lungh}}1}]

EllIn2[ax2_, ax3_] :=

Graphics3D[AffineShape[Sphere[], {ax2, ax2, ax3}]]
momento[m_, R_, lungh_] := Graphics3D[{GrayLevell[O],
Line[{{0, 0, 0}, lungh*R . mul[m]}]1}]

Rotazione2[ax2_, ax3_, R_] := RotateShape[E11In2[ax2, ax3], RI]
Rotazione4[I2_, I3_, R_, m_] :=
Module[{ax2 = 1/Sqrt[I2], ax3 = 1/Sqrt[I3], lunghezzal,
lunghezza = 1.5*Max[ax2, ax3];
Show[Rotazione2[ax2, ax3, R],
Refer2[R, lunghezza], momento[m, R, lunghezza],
PlotRange ->{{-lunghezza, lunghezza},
{-lunghezza, lunghezza},
{-lunghezza, lunghezzal},
Boxed -> False]]
Grafico5[I2_, I3_, Gi_, G2_, G3_, {q0_, m0_}, n_, h_] :=
Module[{listal = ListaS3[I2, I3, G1, G2, G3, {q0, mO}, n, h],
lista2 = ListaS4[I2, I3, G1, G2, G3, {q0, mO}, n, hl},
Table[Rotazione4[I2, I3, listall[[il], lista2[[i]]],
{i, n + 1}]11]
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I comandi seguenti producono i disegni del moto di una trottola costituita da
due coni sovrapposti, con base comune di raggio r e altezze rispettivamente
h1, hs; il punto fisso O e il vertice del cono di altezza hs. Il calcolo dei
momenti d’inerzia per questa trottola porge:

9 1 3 1 1
L=1I,=—1r? “hyd + —h® + —h2hy + hihy?
1 2 20T+h1+h2<52+101+212+ 1ha™ |,

I = 22
37 10"

il suo baricentro &

1 1 3
— [ =A2+ Sh2+ hh .
<050a h1+h2<4 1+4 2+ 12))

Refer3[lunghl_, lungh2_ ] := {RGBColor[1, 0, 0],
Line[{{0, 0, 0}, {lungh2, 0, 0}}], RGBColor[O0, 1, 0],
Line[{{0, 0, 0}, {0, lungh2, 0}}], RGBColor[0, 0, 11,
Line[{{0, 0, 0}, {0, 0, lungh1}}1}

Trottolal[r_, hl_, h2_] := Graphics3D[
{TranslateShape[RotateShape[Cone[r, h2/2],

{{1, o, 0},{0, 1, 03},{0, O, -1}}1,
{0, 0, h2/2}]1,
TranslateShape[Cone[r, h1/2],{0, 0, h2 + h1/2}],
Refer3[2*hl + h2, 1.5%r]}]

I2Trottola[R_, hi_, h2_] :=

(1/(h1+h2))*((9/20) *R"2* (h1+h2)

+ (3/5)*h2°3+h1°3/10+h1"2%(h2/2) + h1xh2"2)
I3Trottola[R_, hi_, h2_] (3/10)*R"2
G3TrottolalR_, hl_, h2_] :=

(1/(h1 + h2))*(h1"2/4 + (3/4)*h2"2 + h1xh2)

Rotazione5[r_, hi_, h2_, R_] := Module[{lunghezza = 2xhl + h2},
Show[RotateShape[Trottolal[r, hil, h2], R],
PlotRange->{{-lunghezza,lunghezza},
{-lunghezza,lunghezza},
{-lunghezza, lunghezzal},
Boxed -> False, ImageSize -> 400]]
Grafico6[r_, hi_, h2_, {q0_, mO_}, n_, h_] :=
Module [{I2=I2Trottolal[r, hl, h2],I3=I3Trottolalr, hi, h2],
G3 = G3Trottolal[r, hil, h2], listall,
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listal = ListaS3[I2, I3, 0, 0, G3, {q0, m0}, n, hl;

Table[Rotazione5[r, h1l, h2, listall[[ill], {i, n + 1}1]
Grafico7[angolo_, n_, h_] := Grafico6[1, 1, 2,

{{Cos[angolo/2], {Sin[angolo/2], 0, 0}}, {0, 0, 10}}, n, h]
Grafico8[r_, h1_, h2_, G1_, G2_, G3_, {q0_, mO_}, n_, h_] :=

Module [{I2=I2Trottolalr, hil, h2],I3=I3Trottolalr, hi, h2],
listal},
listal = ListaS3[I2, I3, Gi, G2, G3, {q0, m0}, n, hl;
Table[Rotazione5[r, hil, h2, listall[ill]l, {i, n + 13}]1]

A.2 Le animazioni prodotte

Abbiamo esaminato innanzitutto il moto di un ellissoide omogeneo, in cui il
punto fisso ¢ il centro di simmetria: € quindi il caso di Eulero-Poinsot, dato
che la forza gravitazionale, applicata al baricentro O, ha momento nullo ri-
spetto allo stesso punto O. Dalla meccanica razionale, sappiamo che questo
corpo rigido coincide con il proprio ellissoide d’inerzia; alternativamente, lo
possiamo vedere come ellissoide d’inerzia di un corpo con i medesimi momen-
ti d’inerzia e baricentro nel punto O. E noto inoltre che, in questo caso, il
momento d’inerzia M ¢ integrale primo: dalle animazioni, si vede infatti che
il vettore del momento rimane costante. Il moto € una precessione regolare:
I’asse e3 ruota attorno al momento angolare.

Se spostiamo il baricentro, passiamo a un ellissoide non omogeneo (che non
¢ piu ellissoide d’inerzia di alcun corpo); si accende allora la forza gravitazio-
nale, e vediamo ruotare anche il momento d’inerzia (che non ¢ piu integrale
primo); il moto perde di regolarita.

Abbiamo poi prodotto le immagini del moto di una trottola, a forma di dop-
pio cono: nel caso omogeneo, ¢ una trottola di Lagrange. Si possono vedere
moti di rotazione, con diverse configurazioni iniziali.

Eseguendo con Mathematica il programma trottole.nb, contenuto nel flop-
py allegato, si possono vedere le animazioni dei moti di un ellissoide nelle
condizioni di Eulero-Poinsot, un ellissoide non omogeneo soggetto a gravita,
e alcune trottole di Lagrange con moti diversi.
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