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1 Introduzione

Il problema degli N corpi consiste nello studio del moto di un sistema in
cui N punti materiali sono soggetti all’interazione gravitazionale reciproca.
E di grande interesse poiche costituisce uno dei problemi fondamentali della
Meccanica. Inoltre € un problema non integrabile per cui e utile la ricerca di
soluzioni particolari.

Maxwell nel 1890 per descrivere il comportamento degli anelli di Saturno
studio un modello semplificato di N corpi della stessa massa m orbitanti at-
torno un corpo centrale di massa M > m. Questo caso particolare e chiamato
problema degli N 41 corpi. Maxwell trovo che per questo sistema esiste una
soluzione particolare in cui gli N corpi, equidisposti su una circonferenza,
ruotano tutti attorno al corpo centrale con la stessa velocita angolare w.
Tale moto stazionario e detto configurazione centrale ad anello. Maxwell
inoltre inizio lo studio della stabilita spettrale, cioe la stabilita del sistema
linearizzato.

X2

X1

Figura 1: Configurazione centrale ad anello.

La ricerca di configurazioni centrali e di moti stazionari per il problema
degli N 4+ 1 corpi, e lo studio della stabilita per questi moti, ¢ quindi un
argomento molto studiato, si veda Saari [1] e se ne sono ricavati importanti
risultati. In particolare:

e Elmabsout [2] come Maxwell trova che le configurazioni centrali ad
anello sono soluzioni particolari per il problema degli N + 1 corpi.

e Moeckel [3] dimostra che la configurazione centrale ad anello nel proble-
ma degli N +1 corpi ¢ spettralmente stabile per valori sufficientemente



elevati del rapporto fra le masse M/m se N > 7. Mentre e instabile
per tutti i valori del rapporto fra le masse se N < 7.

e Lo stesso risultato ¢ stato indipendentemente ottenuto da Elmabsout [4],
il quale ha inoltre dimostrato che il rapporto tra le masse deve essere

maggiore di una quantita che dipende da N e per N grande cresce come
2N3/5.

In questa tesi tratteremo una semplificazione del problema degli N+1
corpi in cui il corpo centrale di massa M e considerato fisso. Ossia il cor-
po centrale non fa propriamente parte del sistema ma genera solamente un
campo gravitazionale di cui risentono gli altri corpi. Inoltre tutti i corpi
appartengono ad un piano.

Tale problema ¢ stato gia studiato in una tesi di laurea da F. Diana [5]
limitatamente ai casi N = 2, 3.

Per questo problema determineremo tutte le configurazioni centrali ad
anello che sono moti stazionari del sistema. In seguito ci concentreremo sullo
studio della stabilita di questi moti. In particolare, per N = 2,...,10 e
N = 25,50, 75,100, studieremo la stabilita spettrale del sistema che equivale
allo studio degli autovalori della matrice Jacobiana J del sistema linearizzato
attorno a tali equilibri.

z=Jz

Il calcolo degli autovalori della matrice J per il problema degli N +1 corpi
¢ stato svolto da Elmabsout [4] in modo analitico per N fissato, tuttavia per il
problema semplificato abbiamo scelto di procedere con metodi parzialmente
numerici.

Vedremo cosi che per tutti i vari valori di N considerati, per il problema
semplificato, la stabilita spettrale si presenta per valori del rapporto fra le
masse p = M/m maggiori di una certo valore di soglia che cresce con N.
In particolare, per N grandi, vedremo che questo valore di soglia cresce, a
meno di una costante moltiplicativa, allo stesso modo di quello stimato da
Elmabsout per il problema degli N + 1 corpi non semplificato.



2 Formulazione Lagrangiana del problema

Consideriamo il sistema composto da N corpi di massa m soggetti all’in-
terazione gravitazionale reciproca e al campo gravitazionale generato da un
ulteriore corpo di massa M considerato fisso nell’origine. Questo sistema ha
Lagrangiana

(z, 1 ——mZ\ i —I—ZGﬁ\/ﬁn Z|x3—xk| (1)

Vogliamo vedere se esistono dei moti stazionari per gli N corpi in cui
questi ruotano tutti con moto circolare uniforme attorno all’origine, e inoltre
vogliamo provare a studiarne la stabilita spettrale che ¢ condizione necessaria
per la stabilita.

Cominciamo col mostrare alcuni semplici fatti che ci torneranno utili nella
trattazione successiva.

2.1 Riscalamento della Lagrangiana

In primo luogo cerchiamo di trasformare la Lagrangiana (1) che dipende dai
parametri G, m e M in una che dipenda dal solo rapporto M/m =: pu.

Proposizione 1 La Lagrangiana (1) e la Lagrangiana
_os 1 - -
¥) = 52 % = V(@)
V(i) = —
) Z o Z =

danno luogo alle stesse equazioni del moto a meno del cambiamento di coor-
dinate

(2)

Lj

Fo— I 3
T = (3)
e del riscalamento del tempo
~ t
t—t = —— 4
— (4)

Dimostrazione

La Lagrangiana L & equivalente alla Lagrangiana L/m, che sotto il cambio
di coordinate (3) diventa

Z(f,i)z%L(me,me = Z|xj| m*G?) — V(&)



con

Le equazioni di Lagrange per questa Lagrangiana sono, con abuso di no-
tazione

2z

Con il riscalamento del tempo (4) queste equazioni diventano

e s
ﬁ‘FV(QE):O

che sono le equazioni di Lagrange per la Lagrangiana (2). [J

2.2 Invarianza delle soluzioni per omotetie

Un’altra osservazione che ci tornera utile in seguito riguarda il fatto che
soluzioni relative a configurazioni e velocita iniziali che differiscono per un
riscalamento evolvono allo stesso modo a meno di un riscalamento del tem-
po. Si ha cioe un’invarianza per omotetie delle soluzioni delle equazioni di
Lagrange.

Proposizione 2 Se t — x(t) ¢ soluzione delle equazioni di Lagrange di
Lagrangiana (2), allora anche

t = ax(a~?t)
¢ soluzione Yo > 0.

Dimostrazione

La Lagrangiana (2) ha I'energia potenziale V' funzione omogenea! di grado
—1. Allora dimostreremo la proposizione in generale per la Lagrangiana

) 1. n
L(q,q)=§ICJ\2—V(Q) g€R

dove V(q) ¢ omogenea di grado —1.

!Una funzione f : R™ \ {0} — R si dice omogenea di grado p se f(\z) = APV (z),
YA >0,z #0.



Sia t — ¢(t) soluzione delle equazioni di Lagrange di L(q, ¢), cioe
G(t)=-=V"(q(t)) Wt (5)
Fissato «, vogliamo vedere se esiste S € R, S # 0, tale che anche
t = q(t) = aq(St)
sia soluzione delle equazioni di Lagrange di L. Derivando si ottiene
q(t) = aSq(St),  q(t) = aS*{(St)
Dunque dato che ¢(t) & soluzione delle equazioni di Lagrange, ¢(t) soddisfa
q(t) = aS*G(St) = —aS?V' (¢(S1))
Siccome V' & omogenea di grado —1, V' & omogenea di grado —2 e si ha
q(t) = —a’S*V'(aq(St)) = —a®S*V'(4(S1))
Dunque se e solo se
5% =1, cioe S=a3?
allora ¢(t) e soluzione delle equazioni di Lagrange (5). O

Alla luce di questo fatto ci chiediamo se le soluzioni che differiscono per
un’omotetia abbiano le stesse proprieta di stabilita. Per verificarlo ricor-
diamo innanzitutto la definizione di soluzione stabile di un’equzione differen-
ziale 2 = F(z), z € R™. Denotiamo con ¢(t;yo,to) la soluzione di questa
equazione, con dato iniziale yq al tempo t,.

Definizione 1 Ipotizziamo che ogni soluzione del sistema differenziale con-
siderato sia definita per tutti i tempi. Allora una soluzione z(t) é detta stabile
se Ve >0 e Vty > 0 esiste 0 > 0, che dipende da € e da ty, tale che

Proposizione 3 x(t) ¢ soluzione stabile del sistema di Lagrangiana (2) se
e solo se, Yo > 0, la soluzione &(t) := ax(a=%?t) ¢ stabile.



Dimostrazione
La Proposizione 2 assicura che, per « fissato, Z(t) & soluzione. Verifichiamone

la stabilita. )
Fissati € > 0 e ty > 0, dimostriamo che esiste § tale che
|2(f0) —do]| <6 = |2(F) — d(Fi 0. To)| <& VieR
to = a %, Yo := o go.

definisco
€=
Per la stabilita di z(t) si ha allora che esiste 6 > 0 tale che
[2(t) — o(t;yo. to)| <e VEeR

“ZL‘(to)—yo“ <0 -

L’invarianza per omotetie implica ag(a~3/%t; yo, a=3/%ty) = ¢(t; ayo, to). Ora

si noti che
(o) — 0| = Haw(a*g/zfo) — ayo|| = a||z(te) — wol| < a6

Dunque, se prendo 6 = ad, abbiamo
Hf(f) — o(t; yoﬂgo)” = 04H$(0473/2£) — ¢(a™3?t; y, 073/27?0)“
= al|z(t) — ¢(t;yo. to)|| < ae =&

che e la condizione per la stabilita. [
Questa proprieta ci permettera di poter studiare la stabilita di una sola con-
figurazione ad anello invece di quella di un intera famiglia a un parametro di

soluzioni tutte omotetiche tra loro.



3 Moti stazionari

In questo capitolo dimostreremo 'esistenza di moti stazionari del sistema in
cui gli N corpi di massa m ruotano tutti con la stessa velocita angolare w
attorno al corpo di massa M fisso. Cioe gli N corpi si muovono di moto
circolare uniforme lungo una circonferenza di raggio R (Figura 1).

La Proposizione 1 ci permette di studiare il sistema di Lagrangiana (2)

L=T-V

dove T e V sono rispettivamente il termine cinetico e il potenziale gravi-
tazionale. Introducendo la notazione

zj = (T15, Taj), j=1,....N
riscriviamo i termini della Lagrangiana in questo modo
al 1
T= Z ) oy + 43;)

7=1
N

al 1
Z ( xly +I2j)1/2 " Z 1/2>

j=1 k=j+1 (($1j — x15)? + (95 — 95%)2)

3.1 Scelta del sistema di coordinate

Per semplificare il problema eseguiamo un passaggio in coordinate dipendenti
dal tempo, passiamo ad un sistema di coordinate rotanti con velocita angolare
w. Con questa scelta, infatti, il problema di trovare un moto stazionario in
cui tutti i corpi ruotano con velocita angolare w si riduce al problema ben pit
semplice di ricerca di un equilibrio. Nelle nuove coordinate la Lagrangiana
avra la forma

Lw:T_V_‘/;en_‘/cor (6)

in cui sono comparsi rispettivamente i potenziali centrifugo e di Coriolis

1 N
_ 2 2 2
Veen = — % E ($1j + 732]')
Jj=1
N
Veor =W E (332j1t1j - $1j5€2j)

Jj=1

Notiamo che, anche se le nuove coordinate sono dipendenti dal tempo, la
Lagrangiana ottenuta ¢ indipendente dal tempo.



Passiamo ora alle coordinate polari (7, ¢;)
X1; = TjCOS @, To; = 1rj8ingj, j=1....N

Ricalcolati nelle nuove coordinate i termini della Lagrangiana sono

=1
N N 1
>
- T - 2 2 _ . .
S\ S \/'rj + 72 — 211 cos(pE — ;)
| N
2 2
‘/cen - 5&) er
=1
N
Veor = —w Z TJZ()O_]
=1

3.2 Ricerca degli equilibri

La configurazione di equilibrio che cerchiamo, in coordinate polari si scrive

2T .

(r*, ") = (rsz,¢7=N(2—1)> i=1,...,N

dove si ¢ operata la scelta ¢] = 0, possibile vista 'invarianza per rotazioni
del sistema, 2.

Proposizione 4 Per il sistema di Lagrangiana L, data da (6) esiste una
configurazione di equilibrio nella quale gli N corpi sono distribuiti uniforme-
mente su una circonferenza di raggio R centrata nell’origine se e solo se

o f(N)+p _ 1
wh= dove f(N) = — (7)

Dimostrazione

La Lagrangiana L, ¢ della forma:

2In realtd c’e una famiglia ad un parametro di equilibri ottentuti dalla rotazione di
quello cercato: (r*,¢*) = (rf = R,¢f =2 (i—1)+a),i=1,...,N, a € [0,27].

10



dove i termini Vo =V + Vier € Vi = V., sono rispettivamente omogenei di
ordine zero e ordine uno nelle velocita. Sappiamo che (1*, ¢p*) & configurazione
di equilibrio per le equazioni di Lagrange di Lagrangiana L, se e solo se e
punto critico di Vj, cioe

87“]' ’

Le derivate di V sono:

N

Vs 1 2r; — 21 cos(vr — @;) I

G ) =35 Lt e
j ‘ (rj + i — 211y cos(ipy — @j)) J

Eaakand
Sl
S

N .
oVy 1 2r;ry sin(pr — ¢;)
AN o S J—

(rj +ri — 211y cos(py — <pj))

bk
Sl
S

La prima di queste calcolata sull’equilibrio diventa

Vo, v Y1 2R- 2R cos (2 (k — j)) L
8_73<T’90)_Z§<

— —w’R
2R? — 2R? cos (% (k — j)))3/2 R?

:Z ! ﬁ—sz

Y V23 R2 (1 — Cos (W”(k —j)))1/2 R?

k#]
f(N> I 2
= JR2 +ﬁ—WR

Vediamo adesso che f;(IN) € uguale al termine f(N) della (7). Infatti
definendo il nuovo indice [ := k — ;7 abbiamo

N—j 1 -1

B = Y e ot
! l:—zj-i—l 4 }sm (Nl)‘ l:Z 4 ‘sm N Z 4 |sm
1£0

11



Definendo ora !’ := N + 1 si vede che i termini a denominatore nelle somma-
torie soddisfano

(TN e (T e (T e (T
sm(Nl)‘— sm(Nl—HT)’ sm(N(l—l—N))‘ sm(Nl)‘
Quindi
N—-1 1 N—j 1 N—-1 1
fi(N) = V7T T+ TN —————7 = f(N)
! l,:NZjH 4 |SlIl (ﬁl’)‘ lz:; 4 |Sln (Nl)‘ 1221: 4 ‘sm (ﬁl)|
A questo punto otteniamo che g—‘g(r*, ©*) € nullo se e solo se

f(N) w
R2 +E—W2R:0

cioe

»  f(N)+
w:(};M

Abbiamo dunque ottenuto la condizione (7) cercata.

7T|/2

el
o
—cos(6) cos(0)

Figura 2: Coseni di angoli supplementari.

Ora per terminare la dimostrazione bisogna verificare che anche g—:{f’, (r*, ¢*)
J

sia identicamente nulla per tale valore di w. Adottiamo anche qui un cambio

12



di indice [ = k — j come prima

=2

Moy, o) =
Ggoj ’

1 sm( )
5[2R2—2R2 cos (37

2sin (%l) cos (% )
R[2—2(1—2sin® (£1))]**

cos (%Z) _0
ARsin? (Z1)

o

=

-1

g

=

-1

=1

poiche notiamo che nella sommatoria appaiono termini che si elidono due a
due, infatti come si vede in Figura 2 si sommano i coseni di angoli supple-
mentari. [l

13



4 Studio della stabilita

Ci limiteremo allo studio della stabilita del sistema linearizzato. Dovremo
linearizzare il sistema di equazioni di Lagrange di Lagrangiana L, data da (6)
attorno alla configurazione di equilibrio (r*, *) usando per w ’espressione
trovata (7).

Osserviamo che la configurazione di equilibrio trovata della quale inda-
ghiamo la stabilita

2

e in realta una famiglia di equilibri che dipendono dal parametro R. Sfruttan-
do la Proposizione 3, che ci dice che moti omotetici tra loro hanno le stesse
proprieta di stabilita, ci limiteremo a studiare il caso in cui R = 1. Quindi
studieremo la linearizzazione del sistema attorno alla sola configurazione di
equilibrio

2
(T*,w*)z(ﬁ=17s@2‘ ]\7;(@—1)> i=1,...,N.

4.1 Linearizzazione del sistema

Riscriviamo innanzitutto le equazioni di Lagrange per L, come sistema del

primo ordine con z = (71, 1,71, @1, - - -, TN, ON, TN, PN )-

i=X(2), z€(RyxS'xR)Y
Scrivendo le equazioni di Lagrange in forma normale si trova X = (X7,..., Xy)
con

T
_ ©j -
Xi(z) = =1,...,.N
]( ) Xj3(z) J
Xja(z)

dove

Xs(2) r]goj + w? rj 4+ 2wrjp; —
j
_ Z 1 — 21y, cos(pj — i)
3/2
ki T + rk — 211y, cos(p; — ‘Pk)) /

Xju(z) =— 2 (90J+W)

resin(e; — k)

3/2
vy T (7"]2 + 12— 2rry cos(p; — gpk)) /

14



Il sistema linearizzato attorno all’equilibrio z* = (r*, ¢*,0,0) &
z2=J(z—2")

dove J & la matrice Jacobiana di X(z) calcolata sul punto di equilibrio
considerato z*:

). O
5z, (z).

Nel nostro caso J € una matrice 4N x 4N e si trova con un lungo calcolo che
ha la seguente forma a blocchi

Ji':

ON ON [N ON
ON ON ON ]N

A B Oy aly

—B C —Oé[N ON

J:

Le espressioni per i blocchi A, B, C' e per il parametro reale v sono riportate
in Appendice.

4.2 Autovalori per N =2

Nel caso N = 2, cioe con due soli corpi che girano attorno a quello fis-
so, i blocchi B e C' diventano nulli ed il calcolo analitico degli autovalori e
semplice. Il polinomio caratteristico della matrice J e

6i4)\2 (14402 4p) (14 00" +4(3+ 007 )

e le sue radici, ovvero gli autovalori della matrice J sono
/\172 - 0

1
)\374 = :|:§ —1- 4u

1
)\576 = :|:§\/—1—2,u—2 —2M+M2

1w 1
Ars = 4/ == — & 4+ —/—2u+ p2
7,8 \/4 2+2 Ht

La condizione affinché questi abbiano tutti parte reale nulla o negativa e

—2p+p* >0

15



cioe
u<0 o u=>2
Visto che pn = M /m rappresenta il rapporto fra le masse la prima condizione

e da scartare. Otteniamo quindi che per N = 2 c’e stabilita spettrale se e
solo se p > 2.

4.3 Ricerca numerica degli autovalori (N > 2)

Il calcolo degli autovalori per N > 2 diventa pitt complicato ed ¢ stato svolto
con metodi combinati simbolico-numerici al variare del parametro p = M /m.

Abbiamo innanzitutto sviluppato un programma usando Mathematica
(riportato in Appendice), che scrive simbolicamente le equazioni di Lagrange
e la loro linearizzazione sull’equilibrio. In questo modo si e calcolata la
linearizzazione del sistema per i seguenti valori di N

N=3,...,10 e N =25,50, 75, 100.

N = 100 si puo considerare il valore limite, ottenibile con un comune
personal computer, per cui effettuare il calcolo della linearizzazione. In questo
caso infatti e stata generata una matrice 400 x 400, e il tempo di calcolo e
stato superiore alle dodici ore.

Il calcolo degli autovalori della linearizzazione ¢ poi stato fatto numerica-
mente ed e molto pit rapido. Troviamo che, per tutti i valori di N considerati,
gli autovalori della linearizzazione hanno tutti parte reale < 0 se il parametro
p & maggiore di un certo valore di soglia 1 che dipende da N (Tabella 1).

N 3 4 5 6 7 8
Mo || 8.8 23.8 484 86.8 139.9 2123
N1 9 10 25 20 75 100
o || 304 421 6750 54275 183355 434798

Tabella 1: Condizione sul rapporto delle masse.

In Appendice sono riportati i grafici che mostrano ’'andamento del mas-
simo delle parti reali degli autovalori di J, calcolata per i vari valori di NV, in
funzione del parametro .

Possiamo ora confrontare i risultati ottenuti numericamente con la stima
trovata da Elmabsout per il problema non semplificato (¢ > 2N3/5). In
Figura 3 vediamo che per N = 3,...,10 il valore di soglia pg trovato e
paragonabile alla condizione di Elmabsout.

16
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Figura 3:

400000

300000

200000

100000

Valore di soglia py confrontato con la stima di Elmabsout.

n | L L L L 1 L
20 40 60 80 100

Figura 4: Confronto con la stima di Elmabsout (¢ > 2N?3/5) per N grandi.
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In Figura 4 invece sono riportati i risultati per i valori di N piu grandi:
N = 25,50,75,100. In questo caso vediamo pero che il valore p trovato per il
problema semplificato e sempre maggiore della stima ricavata da Elmabsout
per il problema degli N + 1 corpi non semplificato.

12

11

10

0.9

08} °

07—
0

20 40 60 80 100

Figura 5: Rapporto fra jg e stima di Elmabsout in funzione di N.

Se studiamo il rapporto tra pg e la stima di Elmabsout vediamo infatti
che questo per N grandi tende a 1.09 (Figura 5). Quindi, per il problema
degli N + 1 corpi semplificato che abbiamo studiato, otteniamo I’evidenza
numerica di una stima simile a quella trovata da Elmabsout per il problema

non semplificato

2
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5 Conclusioni

La condizione di stabilita spettrale trovata ¢ solamente una condizione nec-
essaria per la stabilita. Lo studio della stabilita (alla Lyapunov) & molto
difficile, verosimilmente proibitivo. Una possibilita potrebbe essere quella
di studiare le proprieta di stabilita per tempi finiti ma molto lunghi (espo-
nenzialmente lunghi in ) con le tecniche della teoria Hamiltoniana delle
perturbazioni, specificatamente il teorema di Nekhoroshev (1976), come &
stato gia fatto nel caso di Ly e L [9].

Quello che si puo fare, quindi, e sfruttare le informazioni ottenute sulla sta-

bilita spettrale per capire in quali zone dello spazio dei parametri sia possibile
controllare ’applicabilita del teorema di Nekhoroshev.

19



6 Appendice

6.1 Matrice della linearizzazione

La matrice J della linearizzazione trovata in Sezione 4.1 ¢&:
ON ON [N ON
Onv Oy Oy Iy
A B ON OéIN
-B C —Ot]N ON

I blocchi N x N A, B, C hanno la seguente forma

J:

0X;
A=280 4i=1,...,N
aTj
X; 1 3cos (1) -1
0 LR cos (%7) -
r; 1 2 (2 — 208 (%T”))
90X 3 — cos (2(i;j)7r> o
or. 2\ 2 i F ]
J 2 (2 — 2cos ( >>
0X; 0X; .
B = 3(:— 4) 5, 7=1,...,N
Oep; Ir;
IXis _ sin (%7%)
I 1 2 (2 — 2cos (2’“7“))3/2
X sin (2(1’;3‘)#)
= - LF]
. — 3/2
Doi (2 - 2005 (2527))
0X;
C= & ,j=1,....N
dp;
0Xu _ nzi 5cos (£2) +3
doi — 2(2 — 2cos (2’”))3/2
X oS (—2(n) >—|—3 o
= i 7]

a% 2 (2 — 2cos <—2(i_j)ﬂ>>3/2

e 'espressione del parametro reale o e
a=2w

con w dato dalla (7).

20



6.2 Notebook di Mathematica

Jacobiano di qualsiasi ordine, calcolatorispetto lalistadi variabili "var", calcolatain "var"
Jacob[f _, {var_, n_}]:=Nest[ Flatten[Quter [D, {#}, var], 1] & f, n]
Termini di potenziale

Den[X_, n_]:=Flatten]
{cuter [ Plus, Take[X, n], -Take[X, n] 1% CQuter[ Plus, Drop[X, n], -Drop[X, n] 1*}, 0]

Pot2[V_, Q. n_, u_]1:=-Apply[Plus, uTake[Q n]™']-

Apply [Plus, (1/2)w[n, u]?Take[Q n1?] -w[n, u] Apply[Plus, Take[Q nl% Drop[V, n]]
Cambio coordinateda cartesiane a polari

Canbi oCoord [X_, Q, n_]:=Flatten[{Thread [Take[X, n] » Take[Q n] Cos[Drop[Q nl1]],
Thread [Drop[X, n] » Take[Q n] Sin[Drop[Q n]11]1}, 1]
Condizioni di equilibrio

win_, u_]:= (Sum[(4SinfkPi /n])™, tk, n-1}] +u)1/2

ValutalnEqQ[V_, Q, n_]:=Mdule[ {}, Fi =Table[2Pi (m-1) /n, {m n}]
Flatten[{Thread [V - Constant Array [0, 2n]],
Thread [Take[Q n] - ConstantArray [1, n]], Thread [Drop[Q n] ->Fi 1}, 111

Equazioni di Lagrange
EqL[L_, A_, V_, Q1 := Inverse[A]. (-Jacob[Jacob[L, {V, 1}1, {Q 1}].V+Jacob[L, {Q 1}1)

Linearizzazione

LinSotto[L_, A, V_, Q, n_]:=

Jacob[EqL[L, A, V, Q], {Join[Q VI, 1}] /. ValutalnEq[V, Q n]

LinTot [L_, A_, V_, Q, n_]:=ArrayFlatten[{
{ArrayFl atten [{{Constant Array [0, {2n, 2n}], IdentityMatrix [2n]}}]1},
{LinSotto[L, A V, Q nl}
13l

Funzione per lalinearizzazione

Lin[n_, u_]::l\/bdule[{},
X=Array[x, 2n];
Q=Array[q, 2n];
V=Aray[v, 2n];
PotG = (-1/2) Apply[Plus, Sinmplify|[
(Del eteCases [Flatten[Den[X, n][[1]1], 1] +Flatten[Den[X, n][[2]]1, 11, 0])'1’2 /.
Canbi oCoord [X, Q n1]] // Expand;

1
L= 3 (Take[V, n].Take[V, n] +Drop[V, n]% Take[Q n]2) - PotG -Pot2[V, Q n, ul;

A=Jacob[L, {V, 2}1;
LinTot (L, A V, Q n1] /N
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6.3 Grafici degli autovalori

Grafici della massima parte reale degli autovalori in funzione del parametro
per gli N studiati. In tuttiigrafici: in ascissa u, in ordinata Maz(Re(Autoval(J))).
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