UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PADOVA
Facolta di Scienze MM.FF.NN.
Dipartimento di Matematica Pura e Applicata

Tesi di laurea triennale in Matematica

(Pre)Quantizzazione

Geometrica
Laureando: Relatori:
Alessandro Tessari Prof. Francesco Fasso
Matricola 579454 Prof. Nicola Sansonetto

Anno Accodemico 2010/2011






Indice

1 Il problema della Quantizzazione
1.1 Un po di geometria simplettica . . . ... ... ... .......
1.2 Punto di vista classico e quantistico di un Sistema Dinamico . .
121 Le regole di quantizzazione di Dirac e Quantizzazione
Canonica . . . . ... ... ... Lo
1.2.2 Quantizzazione Geometrica e i suoi obbiettivi . . . . . .

2 Prequantizzazione
2.1 Fibrato lineare hermitiano . . . . ... ... ... ... ......
2.2 Condizione di integrabilita e teorema di Weil . . . . .. ... ..
2.3 Prequantizzazione di un sistema fisico. . . . . ... ... .. ..






Capitolo 1

Il problema della
Quantizzazione

Verso la fine del XIX secolo la fisica sembrava poter fornire una chiave di
interpretazione per gran parte dei fenomeni naturali, dal moto dei pianeti al
comportamento delle cariche elettriche. Tuttavia vi erano alcuni fenomeni,
come l'effetto fotoelettrico o la radiazione del corpo nero, che non rientravano
nel quadro interpretativo della fisica classica, ma convincimento di quasi tutti
gli scienziati dell’epoca era che, prima o poi, anche questi avrebbero trova-
to il loro posto all’interno della teoria. La situazione invece si sviluppo in
modo profondamente diverso e la possibilita di una descrizione oggettiva dei
fenomeni naturali attraverso il meccanismo deterministico di causa ed effet-
to, proprio della fisica classica, sembrava svanire quando si consideravano
fenomeni microscopici, come la dinamica delle particelle. In sostanza infatti
la fisica classica € nata e si € sviluppata osservando fenomeni che riguardano
corpi lenti e grandi e, in quest’ambito, risulta funzionare perfettamente. La
fenomenologia che si andava pero scoprendo nell’emergente fisica atomica
metteva in luce l'inadequatezza delle teorie classiche per spiegare gli strani
comportamenti dello strano mondo delle particelle.

Gia nel 1900, gli studi sull’emissione della luce da parte di un corpo incan-
descente (corpo nero), avevano portato Max Planck a ipotizzare che gli atomi
eccitati emettessero o assorbissero energia solo in quantita discrete, multipli
di una certa quantita fissa di energia. Si stavano cosi gettando le basi che
portarono, da li a breve, alla nascita della meccanica quantistica. Cercan-
do di interpretare gli aspetti della dinamica degli atomi, la meccanica matri-
ciale di Heisenberg e la meccanica ondulatoria di Schrodinger aprirono la strada
verso la struttura matematica di questa nuova teoria fisica. Dirac e, succes-
sivamente, von Neumann completarono 1’opera giungendo alla prima formu-
lazione completa della meccanica quantistica. L’aspetto profondamente inno-
vatico di questa nuova teoria fisica & che essa non si prefigge pitt di prevedere
con esattezza 1’esito di una misurazione di una data grandezza ma si limita
ad esprimere la probabilita di ottenere un dato risultato, rinunciando cosi al
determinismo proprio della fisica classica. Si osservi che questa condizione



di incertezza o indeterminazione non e da interpretarsi come dovuta a una
conoscenza incompleta, da parte dello sperimentatore, dello stato in cui si tro-
va il sistema fisico osservato, ma € una caratteristica intrinseca, ineliminabile,
del sistema e del mondo in generale.

In questo scritto ci soffermeremo sul problema della quantizzazione e, in
particolare, tratteremo la procedura della prequantizzazione geometrica, primo
passo verso la descrizione quantistica di un sistema classico.

Cominceremo, nella prossima sezione, con le nozioni di geometria simplet-
tica utili per il formalismo hamiltoniano della meccanica classica per poi dare
attenzione alle analogie e differenze presenti tra le descrizioni classica e quan-
tistica di un sistema dinamico. Concluderemo il primo capitolo introducendo
il problema della quantizzazione e la cosidetta quantizzazione geometrica, pro-
cedura matematica che di fatto completa la costruzione del sistema quantistico
cominciata dalla prequantizzazione.

Nel secondo capitolo studieremo appunto la prequantizzazione. Per pri-
ma cosa rivedremo i fibrati lineari hermitiani, indispensabili per i nostri fini, e,
subito dopo, la condizione di integrabilita. Infine vedremo come si prequan-
tizza un sistema, costruendo lo spazio di Hilbert e gli operatori su di esso che
lo descrivono, concludendo poi con due semplici esempi.

1.1 Un po di geometria simplettica

La geometria simplettica & lo strumento naturale per descrivere un sistema
in meccanica classica. Di conseguenza, essa gioca un ruolo importante anche
nella quantizzazione del sistema stesso.

Ricordiamo i tre operatori lineari che caratterizzano il calcolo differenziale
di Cartan su una varieta liscia M:

s derivata esterna d: QF(M) OF (M)
n .
wzzlaldxl — dwzzl<zgax§dx’)Adxl;
i=1

% prodotto interno 1 :X(M)x QF (M) O (M)
(f,w) } lfw:w(gr ');
s derivata di Lie £:X(M)x Ok (M) OF(M)

(§w) ———— Lew=1¢ dw+dig w.

Tali operatori sono strettamente correlati tra loro come mostrano le seguenti
relazioni:

d?=dod =0, Lete —1cCe=1ie,q)r
dge — £:d =0, Ll — Lcfe=Lieq)s
Lele + et =0, dig + ted = L.

L'ultima di queste equazioni & nota come formula magica di Cartan.



Definizione. Una forma simplettica su una varieta M € una 2-forma w chiusa
e nondegenere. Una varieta simplettica & una coppia (M, w) dove M &
una varieta liscia e w una forma simplettica su M.

11 teorema di Darboux assicura che, localmente, qualsiasi varieta simplet-
tica (della stessa dimensione) e indistinguibile. Su ogni varieta simplettica
(M?",w) si pud infatti costruire un atlante le cui carte locali (Uy, ¢n), dette
carte simplettiche, sono tali che, se @, (u)=(x(u), ... x"(u), p1(t), ..., pn (1)),
allora la rappresentazione locale di w ha la forma w|y;,=dp; ndx’. Le compo-
nenti x’, p; sono dette coordinate canoniche della varieta.

Uno degli esempi piti importanti di varieta simplettica é il fibrato cotan-
gente di una varieta M. Difatti su T*M e definita una forma simplettica w
come il differenziale della 1-forma di Liuville 6, naturalmente definita su T*M.
Qualsiasi sistema di coordinate locali {x'} sulla base M si pud estendere ad
una carta simplettica sul fibrato {x/, p;} e, in questo modo, si ottiene:

0=p;dx; w=df=dp; ndx'.

La non degenerazione della struttura simplettica porta alcune importanti
conseguenze. Innanzitutto la dimensione di una varieta simplettica e neces-
sariamente pari. Poi se w € una forma simplettica su una varieta 2n-dimensio-
nale, essa induce una forma volume che in coordinate canoniche si esprime
mediante:

V= — w"=dpiA... Adpprdala.. adx”.

n!
Inoltre, ad ogni punto x € M, wy induce un isomorfismo tra TyM e T; M, dato
localmente da & — ¢ iwi]-. Si puo quindi facilmente costruire, estendento quello
indotto da wy, un isomorfismo €*(M)-lineare tra I'insieme dei campi vettoriali
(lisci) X(M) e il suo duale X* (M) =Q' (M):

o

I

W’ X(M) (M) wy: X% (M) X(M)

5%@:1&(‘) O = |l w =

Gli elementi di X(M) corrispondenti a 1-forme esatte formano l'isieme X, (M)
dei campi vettoriali hamiltoniani, mentre quelli corrispondenti a 1-forme
chiuse, I'insieme X, (M) campi vettoriali localmente hamiltoniani. In questo
modo, ad ogni funzione in €¥(M) rimane associato un campo vettoriale in
Xy (M), precisamente:

Definizione. Sia (M?",w) una verieta simplettica e f: M — R una funzione in
C*(M). Il campo vettoriale ; determinato da:

lg, W= -df, ciog, equivalentemente, {r=(-df);
¢ detto campo vettoriale hamiltoniano di f.

In coordinate canoniche il campo vettoriale hamiltoniano di una funzione f
assume la forma:
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Introduciamo ora un’operazione binaria, antisimmetrica, su C*(M), che da
a quest’ultimo la struttura di algebra di Lie.

Definizione. Data una varieta simplettica (M?",w), diremo parentesi di Pois-
son di due funzioni f, g € C*(M) la funzione:

{f.8} = w(&f &) = Le,8 = ££(8) = te,dg.

Quindi, ad ogni coppia di funzioni f, g€ C®(M), si pud associarne una terza
{f,g}. Dinuovo, in coordinate canoniche, questa ha una forma relativamente
semplice:

oo (98 98 af_af>_agaf_agaf
{f,g}—ﬁgfg—<ax,«/api> (api' oxi ) 9xidp; Odp;oxi’

Le parentesi di Poisson fanno di €*(M) un’algebra di Lie in quanto, per
ogni terna di funzioni f, g, h€C®(M), viene soddisfatta l'identita di Jacobi:
{f g} hy+{g h}, f1+{{h f}, g} =0(cid discende immediatamente dalla chi-
usura di w). E importante osservare che {f,g} contiene informazioni di-
namiche sul sistema, precisamente descrive la variazione di g lungo il flusso
di & (e viceversa).

Prima di andare oltre, un’altra importante identita che, inoltre, mostra che
f+&f € un omomorfismo di algebre di Lie &:
(&5, 85 =8 g3
Questa ha infatti un ruolo centrale poiche, come dopo vedremo, su di essa si

fonda il cosidetto paradigma della quantizzazione canonica secondo le regole
di Dirac.

1.2 Punto di vista classico e quantistico di un
Sistema Dinamico

Facciamo ora un parallelo tra le descrizioni classica e quantistica di un
sistema fisico, dando attenzione a come la meccanica classica sia permeata
dalla geometria simplettica mentre quella quantistica tratti spazi proiettivi e
operatori lineari su di essi.

Spazio degli stati

Nel formalismo hamiltoniano della meccanica classica, lo spazio degli stati
& il ben noto spazio delle fasi, rappresentato da una varieta simplettica (M, w),
in cui ogni punto rappresenta uno stato fisico.

In meccainca quantistica, invece, gli stati sono descritti dai cosiddetti vettori
di stato. 1l primo postulato della meccanica quantistica afferma che lo spazio



degli stati e rappresentato da uno spazio di Hilbert J{ separabile i cui raggi
sono gli stati fisici (le equazioni che governano 1’evoluzione del sistema sono
lineari), quindi il sistema e descritto dal suo proiettivo PX, i cui elementi

“one: ) = {Ap: AeC, ped}.
E da notare che, a differenza dal caso classico, pur rimanendo una varieta
differenziabile, lo spazio degli stati & generalmente infinito dimensionale.

Ossservabili e dinamica del sistema

Nella visione classica, un’osservabile, ossia una quantita misurabile, & rap-
presentata da una funzione liscia sullo spazio delle fasi. II risultato di una
misura di un’osservabile, quando il sistema si trova in un particolare sta-
to, & dato dal valore della funzione corrispondente valutata nel punto che
reppresenta lo stato in questione.

In meccanica quantistica invece gli osservabili sono rappresentati da op-
eratori lineari autoaggiunti sullo spazio di Hilbert . Denoteremo con A(¥)
Iinsieme degli operatori lineari autoaggiunti su H. Si postula che il risul-
tato di una misura appartiene allo spettro degli autovalori del operatore in
questione (operatore autoaggiunto = autovalori reali).

Sia in meccanica classica che in meccanica quantistica la dinamica di un
sistema ¢ collegata alla conservazione dell’osservabile H dell’energia del sis-
tema: l'hamiltoniana. In meccanica classica I'evoluzione di un osservabile
indipendente dal tempo e dato dalle equazioni di Hamilton:

% (fo 4’tH):fH(f°4’tH):{H'fo¢t£H}’

La dinamica del sistema ¢ quindi determinata dal campo vettoriale hamilto-
niano della funzione hamiltoniana.
In meccanica quantistica I’evoluzione dei vettori di stato & governata dal-
I'equazione di Schrodinger: . d ~
ih ) =Hly),

in cui H & l'operatore hamiltoniano corrispondente all’energia del sistema.

Questioni di irriducibilita e Simmetrie del sistema

In meccanica classica si definisce un insieme completo di osservabili un in-
sieme di funzioni i cui campi hamiltoniani formano una base per gli spazi
tangenti. [Questa definizione & dovuta a Mark . Gotay e differisce da quella data da A.A. Kir-
illov per cui un tale insieme e quello per cui ogni funzione commutante con tutti gli elementi
dell’insieme risulta necessariamente costante. La piccola ma cruciale differenza sta nel fatto che,
con la definizione di Kirillov, si ha che i campi hamiltoniani generano lo spazio tangente “solo”
quasi ovunque sulla varieta.] Localmente, un tale insieme di funzioni determina
delle coordinate sulla varieta che modella il sistema. Un aspetto importante e
che non esistono sottovarieta invarianti sotto 1’azione dei flussi di questi campi
hamiltoniani, cioe M ¢ irriducibile sotto 1’azione dei gruppi di diffeomorfismi
locali coorispondenti.

Equivalentemente un insieme completo di operatori autoggiunti & carat-
terizzato dal fatto che qualsiasi altro operatore commutante con ognuno di



essi € un multiplo dellidentita e, anche in questo caso, lo spazio di Hilbert e
irriducibile sotto ’azione di tali operatori.

Per ultimo trattiamo il concetto delle simmetrie di un sistema fisico. Clas-
sicamente queste formano un gruppo di Lie, la cui azione simplettica lascia
invariate le proprieta del sistema. Quindi una simmetria & rappresentata da
un sottogruppo di Sym(M), insieme dei simplettomorfismi di M in se.

L’equivalente quantistico di una simmetria ¢ una mappa g : PH — PH
biettiva che preserva le probabilita: (] 9) ‘2

e

e cioé un isometria di IPJ. Tali trasformazioni sono indotte da operatori uni-
tari oppure antiunitari su I, e se due operatori inducono la stessa simmetria,
allora questi differiscono per un fattore di fase.

1.2.1 Le regole di quantizzazione di Dirac &
Quantizzazione Canonica

Con lo sviluppo della nuova fisica, nasceva anche una nuovo problema,
quello della quantizzazione appunto: trovare una procedura adeguata per
costruire il modello quantistico di un sistema fisico a partire dalla sua de-
scrizione classica. Dirac formuld delle condizioni per la quantizzazione, sec-
ondo le quali, il problema si riduce alla ricerca di una mappa =~ : f — f che
manda osservabili classiche in quelli quantistici, tale che:

Q1: (@) — af+g perogniacRe f,gcCYM);

Q2: se f & costante e f(x)=a per tutti i punti x € M, allora f =a;

Q3: qualunque sia f € C¥(M), ]?é un operatore autoaggiunto, i.e. ff :fA;
4 [f,g]=—in{f,g} per ogni f,g = EX(M);

Q5: se {f1, .., f} & un insieme completo di osservabili, allora {1, ..., f¢ }
€ un insieme completo di operatori.

In pratica le condizioni Q1- Q4 sono equivalenti a richiedere che tale mappa
sia un omomorfismo di algebre di Lie tra (C¥(M),-ih{-,-}) e (A(K), [-,-]).
Considerando infine anche Q5, il problema della quantizzazione si riduce alla
costruzione di un appropriato spazio di Hilber 3, in cui si da una rappresen-
tazione irriducibile dell’algebra delle osservabili tramite un omomorfismo (a
meno di un fattore).

Le condizioni sono pili che ragionevoli tuttavia, non appena si provi a
quantizzare un sistema, insorgono dei problemi: in particolare emerge che
Q4 e Q5 sono incompatibili. Cid € assicurato dal teorerma di Groenwald - van
Hove che afferma 'impossibilita di rappresentare l'intera algebra delle osserv-
abili classiche come operatori quantistici in modo che I'azione di questi sia
irriducibile.

Inoltre, siccome non si pud costruire una corrispondenza biunivoca tra
simmetrie classiche e quantistiche, vi sono delle complicanze anche in questa



direzione. Dal momento che non approfondiremo l'argomento delle simme-
trie in questa tesi, preferiamo non addentrarci in questa problematica.

Matematici e fisici hanno comunque sviluppato vari tipi di quantizzazione
che ottengono ottimi risultati. In molti casi un metodo diretto e relativamente
semplice e la cosidetta quantizzazione canonica, fondata sulle regole di quan-
tizzazione di Dirac. Tuttavia tale procedura non ¢ pienamente soddisfacente
poiche dipende dal sistema di coordinate addottato ed inoltre si applica a sis-
temi con spazio delle fasi classico piatto. In secondo luogo non da una visione
unificata delle varie rappresentazioni (Schrodinger, Bargmann-Fock) con cui si
puo descrivere un sistema quantistico.

1.2.2 Quantizzazione Geometrica e i suoi obbiettivi

Pit1 di recente, negli anni 70, prendendo come modello la quantizzazione
canonica, si andava sviluppando una nuova teoria che mette in relazione la
meccanica classica e quantistica da un punto di vista puramente geometri-
co: la quantizzazione geometrica. Essendo una teoria geometrica questa e
indipendente dalla scelta delle coordinate, si applica a varieta simplettiche
e produce una visione unificata delle varie rappresentazioni di un sistema
quantistico.

La quantizzazione geometrica si basa sui lavori di Souriau e Konstant, rispet-
tivamente sulla formulazione simplettica della meccanica classica e sulla teo-
ria di rappresentazioni di gruppi. Ne segue che essa ¢ di fatto strettamente
connessa con le rappresentazioni irriducibili di gruppi di Lie. Uno degli ob-
biettivi, infatti, consiste nel costruire un corrispondenza tra (M,C*¥(M)) e
(H, A(H)) in modo tale che un gruppo di simmetrie classiche venga rapp-
resentato da da un gruppo di operatori unitari. Tuttavia la teoria quantistica
ottenuta tramite la procedura geometrica di Konstant-Souriau, nota come pre-
quantizzazione, non soddisfa il postulato di irriducibilita dello spazio delle
fasi quantistico. Per ottenere una quantizzazione geometrica completa bisogna
introdurre altre strutture matematiche che tuttavia non tratteremo in questo
scritto.

In conclusione & da evidenziare che, una volta completata la procedura,
la quantizzazione geometrica permette di ottenere ottimi risultati. Da notare
pero che, nonostante talvolta, come su T2 o T*R4, si possa arrivare ad una
quantizzazione completa dell’algebra delle osservabili, spesso cid non & pos-
sibile. Bisognera infatti in molti casi rilassare le condizione di quantizzazione,
accontentandosi che Q4 valga solo per una subalgebra delle osservabili.
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Capitolo 2

Prequantizzazione

2.1 Fibrato lineare hermitiano

Prima di affrontare la procedura vera e propria di prequantizzazione, &
necessario introdurre il concetto geometrico di fibrato lineare hermitiano e le
nozioni collegate che ci serviranno.

Definizione. Un fibrato lineare complesso sopra una varieta liscia M, & una
collezione (E, 7r, M), dove E = ];cp1 Ex € unione disgiunta di spazi vet-
toriali complessi 1-dimensionali, anch’essa con struttura di varieta liscia,
soddisfacente:

(i) la proiezione 7t : E — M, che mappa punti di Ey, chiamata fibra
sopra x, a x, & differenziabile;

(ii) esistono un ricoprimento aperto {Uy }4ep su M e una famiglia di
mappe differenziabili s, : U, — E tali che, per ogni &, mmos, =idyy,
e le funzioni 17, : UyxC — 7t71(U,) definite da (x,z) — (x, z5,(x))
sono diffeomorfismi.

Le coppie (U, s«) sono dette frame locali, o anche sistemi locali, per E.

Una mappa differenziabile s: M — E tale che mos =idy,; verra detta sezione
e, di conseguenza, un frame locale su un aperto U della varieta base & una
qualunque sezione s tale che, se s(x)=(x,zx), si ha zy # 0 per ogni xcU.
Denoteremo con I'(E) l'insieme delle sezioni di E, naturalmente dotato di
struttura di €EF(M)-modulo. Notiamo inoltre che ogni elemento s di I'(E)
definisce una funzione A, : EX — C tale che As(I) I=s(mt(1)), ove | & un punto
arbitrario di E. Viceversa ogni funzione in €X(E*) tale che A(zl) =zA(I)
[condizione di omogeneiti] definisce, tramite la stessa relazione, una sezione
sy. Quindi T'(E) puo essere identificato con il sottospazio di CF(E*) delle
funzione che soddisfano la condizione di omogeneita.

I fibrati lineari che useremo hanno altre due strutture, una metrica e una
connessione, compatibili tra loro, che dotano il fibrato della struttura di fibrato
lineare hermitiano con connessione. Formalmente:

11



Definizione. Sia (E, 7r, M) un fibrato lineare complesso. Una metrica hermi-
tiana h su E e definita da una forma sesquilineare hy su ogni fibra Ey tale
che, per ogni s, teT(E), la funzione h(s,t) : M — C, che mappa x a
hy(s(x), t(x)) sia differenziabile.
Una connessione su E & una mappa V che ad ogni campo vettoriale
£ € Xc (M) associa un endomorfismo V¢ :T'(E) —T(E), chiamata derivata
covariante lungo &, tale che:

(i) Vg{SZVg S+V€ s,
(ll) fo S:fV§ S,
(iii) Vg(fS)Zf(f)S-l-ng (S)

per ogni f € CX(M) e §, (€ Xc(M).
Inoltre se queste due strutture sono compatibili, cioé:

§(h(s,t)=h(s, Ve t)+h(Ves, t)

per ogni campo vettoriale reale ¢, diremo che il fibrato & un fibrato
lineare hermitiano con connessione (abbr. FLHC).

L’esempio pitt semplice ma cruciale di questo tipo di fibrato ¢ il fibrato lineare
triviale E= M xC ove 7 ¢ la proiezione nel primo fattore. In questo caso si
pud costruire un sistema globale dato da (M, s1), dove la sezione unitaria s; &
tale che s1(x)=(x,1). Quindi I'(E) risulta isomorfo a €F(M) visto che ogni
sezione s puo essere scritta univocamente nella forma fs;. Inoltre si definisce
facilmente una metrica hermitiana tramite hy((x,z1), (x,22)) =z122; e, scelta

una I-forma o € X (M), ponendo
Ve(fs1) = (E(f)+2miteo f) s1,

si ottiene una connessione, compatibile con la metrica definita se, e solo se, o
¢ reale.

Questa costruzione & basilare dal momento che, localmente, ogni FLHC
si comporta in questa maniera. Sia infatti (Uy,s,) un sistema locale sul fi-
brato. La mappa ¢ — (271i)™ 5! Ve s, & CX(M)-lineare e percio definisce una
1-forma o, € X (Uy ). Allora, segue dalla regola di Liebnitz (iii) nella definizione
di FLHC, che:

(Ves) ’Ua: Ve (fusa) |Ua: (E(fu)F2mi 100 fu) Sa-

Questa I-forma o, viene detta forma di connessione locale. Scelto ogni altro
frame locale (Upg, sg) tale che UM Ug non sia vuoto, usando le funzioni di tran-
sizione si ha sy=cap5p con cqp € CF (UyM Upg). Quindi le forme di connessione
locali sono legate da:

0'“:0"3+% dcaﬁ su U,N Uﬁ.

T Cyp

Chiaramente qualsiasi collezione di I-forme che soddisfa quest'ultima re-
lazione per un’intero ricoprimento della varieta, definisce una connessione
nel fibrato e, perdippitl, induce una 1-forma globale su E* Sia infatti {0y }qep
una tale collezione. Allora ponendo

1
L4z e (e,

%
Ca= P17 UIX+27‘L’Z 2
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ove pr; denota la proiezione nel primo fattore, e, usando i diffeomorfismi
1o indotti dalle s,, otteniamo una I-forma (17, )« ¢, definita su 7t1(U,) N E
Djall fatto Che_, per ogni «, ‘[.%EA’ le forme (17“)* Cu € (1715)'* Gp coinciidono su
- (Uy) Nt 1(1,1[3) N E* esiste una ben definita forma di connessione ¢ su
X&(EX) tale che 175 0 =gq4 che, di conseguenza, determina completamente la
connessione. Infatti, per una sezione s (dove si annulla vale 'uguaglianza ai
limiti), si ha, in termini di o:

—_ " 1 df
Ves=2miig(s*0)s dato che,se s=fsy sully, s‘c=0y, 7o 7
Per costruzione ¢ risulta invariante sotto 'azione di C* e, inoltre, il pullback
di o tramite qualsivoglia mappa lineare non singolare C* — EX & (27iz)dz,
per ogni x € M. Non e difficile convincersi che ogni elemento di X{(E*) con
queste due proprieta definisce una connessione.

Da ultimo osserviamo che, in generale, su un FLHC (E, t, M, V) esistono
campi vettoriali §, ¢ per cui gli operatori V¢ e V; non commutano ciog, in altre
parole, una connessione solitamente ha curvatura. Formalmente, dati ¢, (, si
definisce un operatore che rappresenta la curvatura tramite:

1
271

curv(E, V)(&,¢)(s) = 5— ([Ve, Ve] = Vg, 5.

Siccome tale espressione @ antisimmetrica in § e ¢ ed CF(M)-lineare in &, ¢ e
s, esiste una 2-forma QY su M, tale che curv(E, V)(¢,¢)(s) =QV (¢,¢)s. Di-
remo allora Y forma di curvatura della connessione che, direttamente dalla
definizione di ¢, si deduce avere le proprieta 77*QV =do, e quindi, in ogni
Uy, QY| y, = doy.

2.2 Condizione di integrabilita e teorema di Weil

Studiamo ora la condizione di integrabilita, che deve essere soddisfatta dal-
la forma simplettica del sistema in esame perche sia possibile costruire il fi-
brato utile alla prequantizzazione dello stesso. Tale condizione assicura che,
data una qualsiasi connessione in un fibrato lineare, la rispettiva forma di
curvatura e integrale, cioé se la integriamo sopra una qualunque superficie
2-dimensionale in M, il risultato & un intero. Si pud intuirne il significato
geometrico grazie al concetto di trasporto parrallelo.

Per prima cosa, grazie alla forma di connessione ¢, si ha naturalmente una
decomposizione del fibrato tangente TE*ad un FLHC, precisamente:

Definizione. Diremo distribuzione orizzontale su TE* la sua sottovarieta:
hor TE*= {x € TE* | 1,0 =0},
diremo invece distribuzione verticale, ver TE* 'insieme dei vettori tan-

genti alle fibre di (E, r, M). Vale: TE*= hor TE*®ver TE*.

Di conseguenza, ogni campo vettoriale in X(E*), si decompone a sua volta
come somma di una componente orizzontale e di una verticale, e verra detto
orizzontale (risp. verticale) se la sua componente verticale (risp. orizzontale)
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si annulla identicamente. In questo modo si puo costruire una corrispondenza
tra i campi vettorili su M e quelli su E* che associa ad ogni £ € X(M) il suo
rialzamento orizzontale ¢! definito come I'unico elemento di X(E*) tale che
1er0 =0 e che si proietta su ¢, cioe m.&l=¢om per ogni l € EX,

Analogamente, diremo orizzontale una curva liscia I': [a, b] — E* se il vet-
tore tangente, associato ad una sua qualsiasi parametrizzazione non singolare,
& sempre un vettore orizzontale. Ora, similmente al rialzamento orizzontale
per i campi vettoriali si definisce quello per curve. Se 7 : [a,b] -+ M & una
curva liscia e lp € E X(g), allora esiste un’unica curva orizzontale I' passante per
Iy e tale che 7ro I' =1y." Supponiamo infatti che 7y sia contenuta nel dominio di
un frame locale (Uy, i) e che Iy =Zys,. Denotatndo allora con & il vettore tan-
gente alla curva nel punto <4, si ha che I} = (¢, z¢54(7+)) individua una sezione
definita in y([a, b]), quindi la condizione di orizzontalita diventa:

. . 1 dZ,}
Velt=0 = 2mi, (T o)} = 27wite, (0’,;(4-%;)2155“('%) =0.
Quindi I} ¢ individuata dalla funzione z;, unica soluzione dell’EDO:
?—1—2711' te,0x=0  con dato iniziale  zg=2.
t

Dal fatto che possiamo sempre ricoprire 7([a, b]) con un numero finito di in-
siemi Uy, possiamo sempre raccordare le soluzioni locali, e quindi esiste un'u-
nica curva I che v, cioé 7roI'=. Diremo che il punto I'(b) & stato raggiunto
da I'(a) per tranporto parallelo lungo 7. Se y(a)=y(b), cioe se la curva 7y &
chiusa, allora il trasporto parallelo attorno a 7y induce un endomorfismo lin-
eare di wa(a) che manda un punto / nel punto P(!). Data la linearita, esiste un
numero complesso z,, che soddisfa P(I) =z I.

Ora possiamo esprimere il numero z, come integrale di superficie sopra
una qualsiasi superficie ¥, diffomorfa ad un aperto di R2, che abbia 7Y come
bordo. Essendo, per ipotesi, £ contraibile ad un punto tramite un omeomor-
fismo, si puo prendere un aperto U C M contenete X, anch’esso contraibile, in
cui, di conseguenza, esiste un sezione nonnulla s;; che funge da frame locale,
sia poi oy la forma di connessione locale. Definendo I' come 1'unica curva
orizzontale che copre 7 passante per si;(y4), si ha, come prima, I's = fisy(y:)
per qualche f:[a,b] - C*. In qusto modo l'orizzontalita di T si traduce in:

. t
ft:—ZNilgtqut = ft:exp(—Zni/ lgSUudS).
a
Allora si ha:

Zy= fb/fﬂ = eXp(—Z?TZ.'/a.hl&O'u dt) = exp(—Zm']{7 au).

L'ultimo integrale di linea, per il teorema di Stoke, possiamo esprimerlo come
integrale di superficie su X:
— _ i — I, P Y%
Zy= exp( 27rz/2dau) exp( 2711/20 )
in cui l'orientamento di X & scelto compatibile con quello di -.
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Si pud quindi capire 1’origine geometrica della condizione di integrabilita.
Supponiamo che S sia una superficie chiusa, diffeomorfa ad una sfera, con-
tenuta in M. Ogni curva differenziabile chiusa 7y :[a,b] — S
senza autointersezioni divide S nell’'unione di due
superficie ¥, ¥/, entrambe contraibili. Abbiamo
allora due espressioni diverse per z.,:

Zy= exp(—Zm’/Z Qv>,

2= exp(—Zni/Z/ o).

Di conseguenza

=)o)

che, tenendo conto dei diversi orientamenti di X
e Y/, si riscrive:

exp(~2ri (/Z QV—/ZI o)) = exp<—2m'/S ov) =1,

per cui l'integrale della forma di curvatura sopra S deve essere
un intero.

La quantizzazione geometrica comincia perlappunto con il risultato opp-
sto, contenuto del teorema di Weil. Questo afferma che la condizione di itegra-
bilita & di fatto necessaria e sufficiente per cui, data una 2-forma su una vari-
eta, questa possa rappresentare la forma di curvatura di un FLHC costruito
sulla varieta. Noi dimostreremo solamente la sufficienza che infatti determina
quali sistemi classici amettano o meno il fibrato della prequantizzazione, e
quindi siano quantizzabili.

Teorema.
Sia Q) una 2-forma (reale) chiusa su una varieta liscia M. Se () soddisfa
la condizione di integralita allora esiste un FLHC (E, 7t, M, V) tale che
() sia la sua forma di curvatura.

Dimostrazione. Data una tale Q) si ha, usando un po di coomologia, che la con-
dizione di intgrabilita & equivqlente all’esistenza di un ricoprimento con-
traibile {U,} di M, una collezione di 1-forme reali {0, } e una di funzioni

{faﬁ} tali che:
Qy=dow,  (0p = 0)ly,=dfap,  (faptSpr—far)lu,EZ-

Quindi, se () soddisfa la condizione di intgrabilita, possiamo costruire
il nostro fibrato lineare complesso ponendo c,4 =exp(27ti fu5) €, dato che
Cap Cpy = Cars usando queste ultime come funzioni di transizione. A questo
scopo poniamo E =|,U, xC e lo fattoriziamo tramile la relazione:

(x1,21) ~ (x2,22), ove x; €U, quando x1=X € z1 =Caya, (X1)22

Ora che abbiamo il fibrato, la connessione V cercata e direttamente de-
terminata usando le 0, come forme di connessione locali e, ovviamente,
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curv(E, V) =Q. Inoltre, siccome le forme di connessione sono reali e le
funzioni di transizione hanno modulo 1, esiste anche una metrica her-
mitiana su (E, 71, M, V). Basta infatti porre, per ogni x € M, hy(l,1')=z7
dove I =(x,z) e l'=(x,Z') in un qualsiasi U, contenente x. Mostriamo per
ultimo che questa & compatibile con la connessione costruita. Si consideri
allora un campo vettoriale reale { su M insieme a due sezioni del fibrato
s e s'. Chiamando s, le sezioni unitarie definite su U, (i.e. se x € Uy allora
sa(x) =(x,1)), si ha che s|y, = fusa € 5’|y, = faSa- Allora, per x € Uy:

E(h(s,s) (x) =€(h(fasu, fosa )|y, (x)
=E(fufa)) |y, (x) =€ (f) (0) fa(X)+ fu(X)E(fa) (x);

e, d’altra parte:

h(Ves, ')y, (x)

h((f(fa)+2m ‘&Uaftx) Stxrﬂcsrx) |ua(x)
€(fa) (%) fi (%) 27t 10w fi () fi (%),
h(fusa (€(fo) +271i 160w fy) 5a) [y, (%)
= falx) €(f2) (x) = falx) 271 160w fa ().

Questo dimostra la compatibilita tra metrica e connessione e completa
la dimostrazione del teorema, dato che il fibrato costruito e di fatto un
FLHC. 0

(s, Ves') |y, (%)

Nella costruzione del fibrato eseguita sopra, abbiamo visto come le fun-
zioni di transizione determinino di fatto la struttura del fibrato. Andiamo
allora ad esaminare quanti possibili fibrati “diversi” tra loro possono essere
costruiti con una prefissata curvatura.

In primo luogo notiamo che sull’insieme dei fibrati lineari sopra una da-
ta varieta si possono definire delle operazioni che, dati uno o pit fibrati, ne
determinano altri. Allo scopo siano E, E’ due fibrati lineari con funzioni di
transizione c,g e c 8 (relativamente ad uno stesso ricoprimento della varieta
base). Allora: B

E ¢l fibrato con funzioni di transizione Cyg;
E & il fibrato con funzioni di transizione (C“ﬁ)_l ;

E®E’ &il fibrato con funzioni di transizione c, ﬁc,; B

Consideremo equivalenti due fibrati per i quali esiste una collezione di fun-
zioni f, € CX(U,) tali che:

14
Cop = chﬁ
In questo caso infatti esiste un isomorfismo di fibrati vettoriali F: E — E’ dato,
in ogni Uy, da (x,zs.(x)) = (x, 2 fash (x)).
Tornando alla costruzione del fibrato fatto nella dimostrazione, avevamo
qualche liberta nella costruzione di E e V a partire da (). Infatti se si somma
qualche costante reale y, alle funzioni f,g, tali che:

cap quando Uyp#9.

Yap="Ypa e YaptVYpy TV € Z,

si ottiene un fibrato E ® L, ove L ¢ il fibrato definito dalle t,3 = exp(271i ) € S*
Dato che tali funzioni hanno modulo costante, L ammette una connessione
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piatta, cioeé con curvatura nulla. Di conseguenza su E® L esiste una con-
nessione con la stessa curvatura di V. Viceversa se due FLHC (E, 7, M, V)
e (E/,1,M, V') hanno entrambi curvatura (, allora E' ® E/ & un FLHC con
curvatura nulla. Visto che H'(M,S') parametrizza i FLHC di curvatura nul-
la, si puo allora affermare che lo stesso parametrizza anche le varie scelte
inequivalentidi Ee V.

Se si vuole andare ancora pitt affondo, fissando la classe di equivalenza del
fibrato vediamo quali connessioni inequivalenti si possono costruire (conside-
riamo equivalenti due connessioni che sono una il pullback dell’altra tramite
un isomorfismo del fibrato). Perche il fibrato individuato dalle costanti y,p sia
equivalente a quello di partenza € necessario che y,p+Ypy —Yay =0. Questo,
pur non cambiando il fibrato, ha comuque effetto sulla connessione e, di fat-
to, & come se si sommassero alle forme di connessione locali i corrispondenti
rappresentanti locali di una forma chiusa definita sulla varieta base del fibra-
to. La connessione ottenuta rimane comunque compatibile con la struttura
hermitiana del fibrato in quanto, se ¢ e a sono le rappresentanti locali della
connessione e della forma chiusa rispettivamente in un aperto contraibile U,
si ha, in U:

h((§(f1)—iw(o+a)f1)s, f2s)+h(fis, (E(f2)— ik (o +a)fa)s)=
=f (&) —i(c+a)(€)f1) h(s,s) +1(E(f2) +i (@+T)(E)f,) h(s,s)

=fr(&(f1) =i (&) fr) h(s,8)+f1(E(f,) +iT(E)f,) (s, s)+
+i fifaa(&) h(s,s) —ififya(€) h(s,s)

=h((€(fr) =i fr)s, f2s)+h(f1s, (§(f2) = ik f2)s)-

Quindi, dato un FLHC, se sommiamo una I-forma « chiusa alle forme di con-
nessione locali, otteniamo un diverso FLHC inequivalente al primo, a meno
che la classe di coomologia di « stia in H!(M,Z). Abbiamo allora mostrato
che, fissato il fibrato, le connessioni con data curvatura inequivalenti tra loro
sono parametrizzate da H'(M,R)/H'(M, Z).

E da notare che le considerazioni appena fatte, ci dicono che, nel caso
in cui la varieta base sia semplicemente connessa (cio implica che il gruppo
di coomologia Fll(M, Sl) si riduce ad un punto), esiste un unico, a meno di
isomorfismi, FLHC con una prefissata curvatura.

2.3 Prequantizzazione di un sistema fisico

Nella sezione precedente abbiamo visto che, data una varieta simplettica
(M, w), questa ammette un FLHC con curvatura -hlw, se e solo se quest’ulti-
ma soddisfa la condizione di integrabilita (h e la costante di Plank). In questo
caso diremo che (M, w) & prequantizzabile. Mostreremo allora che, su una va-
rieta simplettica M che soddisfa la condizione di Weil, possiamo costruire in
modo naturale uno spazio di Hilbert J{ e una rappresentazione dell’algebra
di Lie C*(M) come operatori autoaggiunti su H.
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Cominciamo con la costruzione dello spazio di Hilbert. Sia (M,w) una
varieta prequantizzabile e (E, r, M, V) un FLHC con curvatura -hlw. Uin-
sieme I'(E) delle sezioni del fibrato & naturalmente dotato della struttura di
C-spazio vettoriale. Inoltre su M la forma simplettica induce una forma vol-
ume (h"n!)1w". Cid ci permette di definire un prodotto scalare su I'(E),
precisamente se s, t € I'(E), allora: o

(s,t>:/Mh(s,t) o _eC.

Il sottospazio di I'(E) per cui (s, s) & finito forma uno spazio prehilbertiano da
cui, prendendo il suo completamento, otteniamo lo spazio di Hilbert H(I'(E))
oggetto della prequantizzazione (denoteremo con | -) i suoi elementi e con
(-|-) il prodotto scalare su di esso).

Passiamo ora alla costruzione degli operatori quantistici su H(I'(E)). Il pri-
mo passo & quello di sostituire 1’algebra delle osservabili classiche C*(M) con
l'insieme isomorfo X(E, V) dei campi vettoriali reali x su E* con le seguenti
proprieta: sono invarianti sotto 'azione di C* quindi preservano il fibrato;
£y0 =0, cioé preservano la forma di connessione ; x(h1 (L, 1)) =0, preser-
vano allora anche la struttura hermitiana del fibrato. Non e difficile provare
che (X(E, V), [-,-]) & anch’essa un’algebra di Lie. L'isomorfismo tra C*(M)
e X(E, V) e costruito mappando ogni osservabile classica f sull’'unico campo
vettoriale reale x s su E* tale che:

(X f) =& LXf(Tth‘lfoT[.

Infatti xr & in X(E, V) per costruzione: per prima cosa & C*-invariante poiche
o stessa @ C*-invariante. Inoltre conserva ¢ e la struttura metrica:

Ly,0=diy, 041y do= d(fh_lfOT[)-HXf (-hin*w)=-nln* (df +1g,w) =0,
Xf(hn"l(l) (l, l)) =271 hﬂ'l(l) (l,l) le(U' — E) =0.

Mostriamo ora che la mappa f — xr € un isomorfismo di algebre di Lie. Ver-
ifichiamo che preserva le parentesi cioe che {f, g} viene mandato in [xy, xg].
Infatti:

n*([XergD = [ffrgg] :E{f,g}/
s 0= Xf (1 @) = xf (<h gomt) == {f, g}orr.

Per ultimo rimane da provare l'iniettivita e la suriettivita. II fatto che sia ini-
ettiva & automatico: se f(x) #g(x) allora 1y o= ~hl forrA-hlgom= Iy, sulla
fibra Ey e, di conseguenza, x ¥ # Xg- Passiamo ora alla suriettivita. Sia allora
x un elemento di X(E, V), dal fatto che sia ¢ che x sono C*-invarianti e che
X(hpa(y(11)) =0=1y (0 —7) si pud affermare che 1,0 = ~h'fom per qualche
funzione reale fe€C*(M). Invece da £,0=0 si ottiene df +ir,,w=0 e, di
conseguenza, si ha 7.x=¢f e quindi x =x. Abbiamo allora provato che la
mappa costruita sopra f — x s € un isomorfismo di algebre di Lie. Possiamo

riassumere la situzione mediante il x ( E V)
diagramma commutativo di alge- 0 ]R/ ’ \% (M) 0
bre di Lie a lato. - b -
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Completiamo ora la costruzione degli operatori quantistici sullo spazio
di Hilbert H(I'(E)). Scielta quindi un’osservabile f<C*(M), siccome xs &
C*-invariante, presa qualsiasi sezione s, si ha che xsAs € CZ(E™) soddisfa la
condizione di omogeneita, e quindi definisce un’altra sezione. Ponendo allora
f S:= —1hxf/\s, dove = h/ 27t & la costante di Plank ridotta, abbiamo definito
I'operatore quantistico f:T'(E) —T'(E) corrispondente ad f.

Dal fatto che la mappa f > X & un isomorfismo di algebre di Lie, si ottiene
immediatamente che la corrispondenza f+— f soddisfa le condizioni di quan-
tizzazione Q1 e Q4. Tuttavia nella forma in cui e definito non & molto utile
nei calcoli espliciti. E pitt conveniente osservare come y £ opera su una data
sezione s del fibrato. La condizione ¢, ftT:—h'l form, determina la componente
verticale di x:

ver xy=-Vy1; dove vc(l) & il vettore tangente in [ a £ @2THCH]

Per la sua parte orizzontale invece:
Sxfaz'ghorxf0+£verxfazo = lhorfo*w: 7d(fO7T) = Lmhorxf“]:*df}

da cui si deduce che hor szgf, ed e quindi il rialzamento orizzontale del
campo hamiltoniano {;. Considerando che:

Vyaphs = =27i(h7 for)As = —il ! (fom)As, (EfAs) (D)1= Ve s(7(1);

otteniamo che v1¢As individua la sezione —ilr''f s, mentre 5}’2/\5 semplicemente
V,s. Si ha quindi:

fs — 717/'1Xf)\5 = 717"1(5;)\5 —I/h.lf)\s) = 7ihV§fS+fS.

Siamo ora in grado di vedere che la rappresentazione di C*(M) che ab-
biamo costruito soddisfa anche le condizioni Q2 e Q3. Se f e una fun-
zione costante con valore &, essendo & = =0, si ha fs =0+ fs=als, ciod Q2
¢ soddisfatta. Per quanto riguarda Q3 invece:

(Fs|t) = / ~ihVe +£)s, 1) hnn|

- /M_m (gf(h(s, ) =h(s, Ve, ) +h(fs,t) s

- /Mfih &5 ((s, ) +h(s, -l Ve, t)+h(s, f)

= [ i€ h(s, D) +h(s, (i +£)0) o= (sl )+ i (hn(s, ) o

Siccome la funzione h(s,t) ha supporto compatto possiamo affermare che
l'ultimo integrale vale O e, di conseguenza, vale Q3.

Quindi, partendo dalla descrizione classica del sistema, abbiamo definito
lo spazio di Hilbert 9{ i cui raggi sono gli stati quantistici e, inoltre, abbiamo
costruito una mappa ~: C*(M) — A(H) soddisfacente le condizioni di quan-
tizzazione QI1-Q4. Tuttavia la procedura, cosi com’e a questo punto, risulta
incompleta, in quanto presenta problemi sull’irriducibilita di J{.
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Vediamo allora, come primo esempio, quali operatori corrispondono a po-
sizione x' e momento p; nel caso in cui lo spazio delle fasi & un fibrato cotan-
gente M = T*X, con forma simplettica w =dp; rdx’. In questo caso si ha che il
fibrato della prequantizzazione ¢ il fibrato triviale M xC e di conseguenza ad
un osservabile f € C*¥(M) & associato I’operatore:

f: —ithfS-i-fS =—ih ff - lgf(pi dxi)+f.

Allora, considerando che &, =- a%]_ ey = %, abbiamo i corrispondenti oper-
atori quantistici di posizione e momento dati da:

i i, O ~ . 0
?:xl“‘lhaipi pl:_lhﬁ
Non é difficile convincersi pero che tale rappresentazione non ¢ irriducibile
su M xC. Infatti il sottospazio chiuso €E(X) di CF¥(M) (in questo caso CF(M)
¢ equivalente all'insieme delle sezioni del fibrato trtiviale) fatto delle funzioni
costanti nella fibre di M, cioeé funzioni delle sole x’, si ha (f € CE(X)):

f=xfrindl cexx), pif = -in 2L cem(x).
api ox!
Di conseguenza anche lo spazio di Hilbert associato 3{(Cg(M)) avra un sot-
tospazio chiuso proprio invariante rispetto all’azione di x' e p;. (In realta
H(CE(X)) e di fatto lo spazio di Hilbert giusto, ottenuto “polarizzando” CZ(M)
tramite la polarizzazione verticale.)

Un qualsiasi cambio di coordinate su M, come dal punto di vista hamilto-
niano porta a una nuova espressione per la forma simplettica, i campi vetto-
riali hamiltoniani, ecc., induce anche un cambio nella rappresentazione degli
operatori. Tale procedimento puo risultare conveniente, come nel caso del-
la rappresentazione alla Bargman-Fock. Consideriamo a tale scopo su M le
coordinate {z;,z;} definite dalla trasformazione z; = pl-—i—ixi. Otteniamo allora:

_ 1 e _ 5 (9f 9 9f @
w=5ydzindz; &= 21(92,» 3z, 9z az)'

e, per quanto rigurda la prequantizzazione, I'operatore diventa questa volta:
f=—ihgp+2i te, (2 dZ)) + f.

Tale rappresentazione ¢ utile nel caso dell’oscillatore armonico n-dimensionale.
L’hamiltoniana che in coordinate canoniche & H(p, q) =Y; % (p? + x'2), diventa
nelle nuove coordinate H(z,z) = 21%,21- z;, a cui corrisponde 'operatore:

H= *i(ZiaiZi*Eiaizi).

Tuttavia H ha, considerando la sua azione su H (G%(C")), risulta avere, come
nel caso classico, spettro continuo. Questo chiaramente & in contrasto con
'oscillatore armonico quantizzato della meccanica quantistica e cid mostra
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un’altra volta che, anche in questo caso la prequantizzazione non basta. Di
nuovo serve una polarizzazione, questa volta la polarizzazione olomorfa (in
pratica si considerano solamente le funzioni olomorfe di C"), e cosi si ha anche
che gli operatori Z; e Z; rappresentano gli operatori di creazione e distruzione
rispettivamente. Tuttavia per ottenere lo spettro esatto questo non e anco-
ra sufficiente e bisogna effettuare la cosidetta correzione metaplettica, che in
questo caso porta all’utilizzo dell’operatore H= %(Eﬁi —}—?ﬁi).
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