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Introduzione

Il problema dei tre corpi ristretto puo essere enunciato come segue:

Due punti materiali, detti primari, si muovono nello spazio su un’orbita
Kepleriana. Un terzo punto P di massa trascurabile rispetto agli altri due,
detto planetoide, si muove sotto ’azione della forza Newtoniana esercita-
ta dai primari, senza influenzarne il movimento. Si chiede di studiare la
dinamica del punto P.

L’argomento di questa tesi ¢ la stabilita lineare dei punti di equilibrio triangolari per il
problema ristretto ellittico piano, nel quale i primari si muovono su un’orbita ellittica
e il planetoide si muove sul piano di tale orbita. Tale problema rappresenta la naturale
generalizzazione del caso circolare e permette un’applicablilita piu vasta nei casi reali. A
differenza del caso circolare, nel caso ellittico la Lagrangiana dipende esplicitamente dal
tempo; l'integrale di Jacobi viene quindi a mancare rendendone piu difficile 'analisi. Il
problema e stato affrontato da diversi autori negli anni 1960-1970 con tecniche analitco-
numeriche: Danby [5] e Bennet [4], hanno studiato la stabilita lineare tramite la teoria
di Floquet, Alfriend [1], ha ottenuto regioni di stablilita compatibili con quelle dei lavori
precedenti facendo uso di metodi perturbativi. Markeev [8] ne ha identificato le regioni
di risonanza parametrica. In questa tesi si sono ricercate le zone di stabilita lineare
per mezzo della mappa di Poincaré. Come si vedra tale approccio porta agli stessi
risultati dei lavori di Danby e Bennet, ma fornisce una giustificazione piu chiara delle
equazioni che saranno prese in esame per lo studio degli equilibri triangolari. Vale la
pena ricordare infine che né il caso circolare, né quello ellittico sono integrabili.

La struttura della tesi e la seguente: nel primo capitolo si ricavera la Lagrangiana
del sistema, facendo vedere che in un sistema di riferimento roto-pulsante continuano
ad esistere gli equilibri triangolari del caso circolare. Successivamente si ricaveranno
le equazioni del moto, che dipenderanno esplicitamente dal tempo. Si studiera poi
I’apparato teorico necessario allo studio della stabilita degli equilibri triangolari. Le
equazioni del moto verrano riscritte nello spazio delle fasi esteso (dove all’equilibrio
corrispondera un’orbita periodica) e per verificarne la stabilita si sfruttera la mappa
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di Poincaré. Nell'ultimo capitolo infine si studiera la stabilita dei punti triangolari in
funzione dei due parametri del moto: ’eccentricita dell’orbita e il rapporto tra le due
masse dei primari. I risultati saranno essenzialmente di carattere numerico.

In Appendice sono riportate le principali procedure del codice sviluppato.



Capitolo 1

Equazioni del moto ed equilibri

Come accennato nell’introduzione, ci si spostera in un sistema di riferimento roto-
pulsante. La Lagrangiana dipendera esplicitamente dal tempo, ma si fara vedere che le
equazioni degli equilibri sono le stesse del caso circolare a meno di un ininfluente fattore
dipendente dal tempo.

1.1 Moto dei due primari

Nel problema ristretto dei tre corpi il planetoide si muove nel campo gravitazionale
creato dai due primari, che si muovono su un’orbita Kepleriana circolare (“problema
circolare”) o ellittica (“problema ellittico”). Ricordiamo innanzitutto alcuni risultati
sul moto Kepleriano che ci saranno utili in seguito.

Indicate con g4, g € R? le posizioni dei due primari di masse rispettivamente m 4, mpg,
le equazioni del moto per il problema dei due corpi in un riferimento inerziale sono

llag—qall®
AT

mp{p = —GH(Z;,T%(C]B —qa) '

Introducendo le coordinate del centro di massa (vedi figura 1.1)

_ Mmagatmpqp — R _mB
1 M con inverse 14 i A 1
¢ =qB—qa gg =R+ 32
il sistema (1.1) diventa
ui = Gt (1.2)
R=0 '
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dove p = 47 e M = ma + mp. Dalla prima equazione di (1.2) osserviamo allora

che, in un sistema di riferimento inerziale nel quale il centro di massa e in quiete, il
moto dei due primari e dato da

qa(t) = upq(t), qB(t) = —paq(t)

(ove pap =map/M) e q(t) evolve come nel problema di Kepler per un corpo di massa
1 nel campo generato da un corpo di massa M posto nell’origine.

Figura 1.1: Rappresentazione grafica delle coordinate del centro di massa.

Quest’ultimo problema ha per soluzione le cosiddette “orbite Kepleriane” (vedi per
esempio [7]): Il corpo si muove su una conica, in particolare su un’ellisse se I’energia &
negativa. In coordinate polari (7, f) € R, x S' nel piano della traiettoria, la funzione
t — (ry, f) soddisfa le seguenti relazioni:

2

c
- 1.3
" 1+ ecos f; (13)

dfy  k s Ck
% = g(l + €COSft) = T—? (14)
@:T di\® i (dfy QZ(Ck)Q_k_Q (1.5)
dt? "\ dt 2\ dt r} r? '

dove abbiamo posto k = vVGM e, nella prima, assunto f; = 0. ¢? viene chiamato
parametro dell’ellisse ed e, 0 < e < 1, eccentricita. f & I’angolo tra pericentro (il punto
di distanza minima tra orbita e centro della forza) e posizione del corpo e prende il nome
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di anomalia vera. Poiché f; > 0 e possibile riarametrizzare i moti con ’anomalia vera
[ (pensata a valori sul rivestimento R di S'). T moti dei primari sono allora descritti da

qa(f) = usq(f), qB(f) = —paq(f), (1.6)

(dove pa g =map/M). Passiamo ora allo studio del problema dei tre corpi ristretto.

1.2 Lagrangiana del problema

Studiamo il problema dei tre copri ellittico ristretto piano, ovvero nel caso in cui il pla-
netoide sia anch’esso contenuto nel piano individuato dai due primari. La Lagrangiana
del problema e

Gmmy n Gmmpg
g —aa®Il ~ lla —as@®I’

. 1 i
L(g,q4,t) = =m||¢[|* +

> (1.7)

dove ¢ € R? ¢ € R? sono i vettori posizione e velocita del planetoide e qa(t) €
R% gp(t) € R? sono le posizioni dei primari all'istante ¢, di masse rispettivamente
ma, mp. Come nella sezione 1.1 indicheremo con 7; ed f; la distanza relativa e ’ano-
malia vera dei primari all’istante .

Per lo studio del problema ¢ conveniente (vedi [10]) utilizzare delle coordinate nelle
quali i primari siano in quiete; questo si ottiene passando a un sistema rotante, non
uniformemente, e riscalando le coordinate di un fattore 1/r; in modo da mantenere co-
stante (e uguale a uno) la distanza tra i due primari. Indicando con @ le coordinate del
nuovo sistema, si tratta quindi di applicare la trasformazione di coordinate dipendente

dal tempo
B [ cosfy —sinf;
q =R Q con R, = < sinf, cosfy > ) (1.8)

Come fatto in precedenza, indicheremo con p4 e pp le masse ridotte dei primari A e B.
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%
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Figura 1.2: Posizione dei primari nel sistema roto-pulsante.

Proposizione 1.2.1. Sia ry, data da (1.3). Nel sistema di coordinate dipendente dal
tempo (1.8) il problema ristretto ellittico dei tre copri (1.7) é descritto dalla Lagrangiana

. , k2
Q.0 = I + k@30 - L v - Jlar]. ao)

ove J indica la matrice simplettica

0 1
=(4s)
V(Q) = —d:L("‘Q) - d:(i2> (1.10)
0a(Q) = 1@ — Qull = /(@ — us)* + Q3
d5(Q) = 11Q — Qsll = \/(Qu + 11a)* + Q3.

Dimostrazione. Osserviamo anzittutto che in questo sistema di riferimento i due
primari assumono le coordinate

Qa= (5,0)  Qp=(—pa,0).

Applicata la trasformazione (1.8) la Lagrangiana (1.7) diventa (dopo aver eliminato
'inessenziale fattore m)

LQQ ) = 5 [RIQIP + (2 + 22 QI + 2r @+ Q + 212, Q - 3] — V(Q)




1.3. EQUILIBRI 7

dove V(Q) & dato da (1.10). La Lagrangiana ottenuta ¢ equivalente ad una piu semplice.
Se inseriamo il differenziale totale

d .
= [rHlIQIF] = #IQIF + QI + 2riQ - Q

nella Lagrangiana, vediamo che i termini 72||Q|[* e 2r7Q - Q si possono sostituire con
—r#||Q]]?. Si giunge cosi a

. . . . 1
L(@.Q.0) = 5 [FRIIQIP + 227,030 + (2~ rlIQIP] - ~KV(@)
Infine, sfruttando le relazioni (1.4) e (1.5), troviamo

. 2
LQ.Q.0 = pRIQlF +akQ-30- 2 [vi@ - el

1.3 Equilibri

Le configurazioni di equilibrio del sistema di Lagrangiana (1. 9) sono i punti Q € R? tali
che aL (Q 0,t) = 0 Vt € R, ovvero, poiché il fattore pos1t1vo L dlpende solo da t, essi

sono i puntl critici della funzione V(Q) — 1|Q||*:

9
0Q

Le configurazioni di equilibrio sono dunque indipendenti dall’eccentricita, e sono le
stesse del problema circolare. Per completezza mostriamo che, come e ben noto, queste
configurazioni di equilibrio sono i tre punti “collineari” e i due punti “triangolari” (vedi
figura 1.3).

V(@) - el o. (111

Proposizione 1.3.1. La Lagrangiana (1.9) ha cinque configurazioni di equilibrio:
1. Ly, Ly, L3, detti punti di Eulero, che gacciono sull’asse ()1 passante per i primari.
2. Ly, Ls, detti punti di Lagrange o punti triangolari, che hanno coordinate

L= ( 1£47 54) = (% — A, ?) ; Ls=( f“,—Qg“). (1.12)
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Dimostrazione!. Per ricercare i punti critici della funzione

V(@) = —5lIQI + V(@)

possiamo osservare che QQ — d(Q) = (da(Q),ds(Q)) & un diffeomorfismo locale per
ogni @) con Qs # 0. Quindi nel caso di equilibri con @5 # 0, si puo studiare

1
—5 | + V(@)

*

—~

Q

S~—
Il

con i i
V(d)=-"24 28
(d) 4
Calcolato
Q| = dpa + dpps — paps
allora

ov* =
MMFO@{@—éZW

sistema che ammette soluzione solo per dy = dgp = 1. Questi sono i due equilibri
triangolari. Consideriamo ora il caso in cui Q)3 = 0. Poiché

ov*
0Q

gli equilibri con Q)2 = 0 coincidono con i punti critici della funzione @ — V*(Q1,0).
Dal momento che

(@1,0)=0 V@i eR

1 A UB
VH(Q1,0) = zQF + +
(@10 QQl Q1 — psl Q1+ pal

e continua per ogni Q1 € R\{—pa,up} e

Qlﬁioo
Qi——pa

Qi1—up

!Questa dimostrazione ricalca il cap 1.2 di [3]
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concludiamo che V* ha almeno un punto critico in ogni intervallo | — oo, —14],
| — pa, ugl, B, +00[. Ma in ognuno di questi intervalli vale

>V Ha KB
dQ? ( ) Q1+ pplP (@14 pal?
Quindi V* e convessa in ogni intervallo e possiamo dedurre che essa ammette esatta-
mente tre punti critici L, Lo, L3 O
L4
L3 L2
L5

Figura 1.3: Rappresentazione grafica degli equilibri nel sistema roto-pulsante.

1.4 Spazio delle fasi esteso

Dunque, nel problema ristretto ellittico, le soluzioni “collineari” e “triangolari” appaio-
no come equilibri nel sistema di riferimento roto-pulsante. Esse sono dunque equilibri
di un sistema di quattro equazioni differenziali che dipendono periodicamente dal tem-
po. Per studiarne la stabilia ¢ conveniente passare allo spazio delle fasi esteso, nel
quale ¢ aggiunta una coordinata temporale, e riguardarli come soluzioni periodiche di
un sistema di cinque equazioni diffrenziali. In realta, sfruttando la parametrizzabilita
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dei moti Kepleriani per mezzo dell’anomalia vera (vedi sezione 1.1), conviene anche qui
utilizzare come variabile indipendente (e dunque come coordinata nello spazio delle fasi
esteso) non il tempo, ma la anomalia vera dei primari.

Proposizione 1.4.1. Le equazioni del moto per la Lagrangiana (1.9), usando come
variabile indipendente ’anomalia vera f sono

i1 V(Q)
—2JQ = — 1.1
@-2Q 1+ecosf[ 0Q |’ (1.13)
dove il punto denota la derivata rispetto ad f.
Dimostrazione. Le equazioni di Lagrange per la Lagrangiana (1.9) sono
k2 8V

Poinamo Q(t) = Q( f(t)) e denotiamo con I'apice la derivata rispetto ad f. Allora
Q=fQ, Q= Q"+ fQ e (1.14) diviene

r2f2Q" + (r*f + 2ri f)Q — 2ck fIQ — K {@ — a—g@)} = 0.

Poiché f = 2, vedi (1.4), il coefficiente di Q' nel secondo addendo, che si pud scri-
vere come < (72 f ), € nullo (conservazione del momento angolare) e 1’equazione si puo

riscrivere « 252 ) )
%l - L (-2 )] -0

che ¢ equivalente a (1.13). O

Come gia sottolineato, per il successivo studio della stabilita € conveniente riscrivere
le equazioni del moto come equazioni del primo ordine nello spazio delle fasi esteso
(Q,W,7) € R* x R? x St

(Q1= W1
Q2 =
Vi = 2W2 + o [Ql 55 (Q) (1.15)
V = _2W1 t Trecosr 1+ec0sr [Q2 - %(Q)}

L 7T=1

In questo sistema l'equilibrio viene trasformato in un’orbita periodica, di cui ne stu-
dieremo la stabilita lineare. Anche in questo caso (come in quello circolare) i punti
collineari continuano ad essere instabili; per maggiori dettagli al riguardo si rimanda al
lavoro di Bennet [4]. Ci limiteremo dunque ai punti triangolari.



Capitolo 2

Stabilita delle orbite periodiche

Descriviamo in questo capitolo I'apparato matematico per lo studio della stabilita di
un’orbita periodica. A favore di un’esposizione piu soddisfacente si trattera il problema
con piu generalita di quanto sia realmente necessario ai nostri scopi. Come visto nella
sezione 1.4, nello spazio delle fasi esteso gli equilibri del sistema roto-pulsante vengono
trasformati in orbite periodiche. In tutto questo capitolo considereremo un sistema di

equazioni differenziali
T = f(x), fec>™(M,R"), (2.1)

con M C R™ aperto, e ne denoteremo con (t,z) — ¢(t,x) il flusso. Come usuale,
confonderemo spesso le soluzioni con le loro orbite.

Definizione 2.0.1. Un'orbita v ¢ detta (Lyapunov) stabile se per ogni intorno U di vy
esiste un altro intorno V- C U di~y tale che ogni soluzione che parte da V' resta confinata
i U per ogni t > 0. Un’orbita v € detta asintoticamente stabile se é stabile ed inoltre
esiste un intorno U di v tale che

lim d(p(t,z),7) =0

t—o00

per ogni soluzione p(t,x) con dato iniziale in U. Un’orbita é detta instabile se non é
stabile.

Per I'analisi della stabilita delle orbite periodiche uno strumento molto utile ¢ la mappa
di Poincaré, che andiamo a descrivere.

2.1 Mappa di Poincaré

Nello studio della stabilita di un’orbita periodica Poincaré sviluppo la seguente idea
(vedi figura 2.1): scelta una superficie ¥ che interseca trasversalmente 1’orbita periodica,

11
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i punti di intersezione tra le orbite e 3 definiscono una mappa P : ¥ — ¥, detta mappa
di Poincaré, della quale l'orbita periodica € un punto fisso. Il problema della stabilita
delle orbite periodiche viene quindi spostato allo studio della stabilita dei punti fissi
delle loro mappe di Poincaré. Per una descrizione piu formale di tale mappa esponiamo
il seguente

Lemma 2.1.1. Sia dato xo € M e T > 0. Sia ¥ una sottovarieta® differenziabile di
codimensione uno contenente il punto (T, xq) e trasversa® al campo f. Allora esistono
un intorno U di xy e una funzione T € C*°(U,R) tali che 7(xg) =T e

o(T(y),y) € X (2.2)

per ogniy € U.

Dimostrazione. Consideriamo 1'equazione S(¢(t,y)) = 0, che & soddisfatta da (t,y) =
(T, x). Poiché S ¢ trasversa ad f vale

GiS(etzo)| =TTz (AT, a0) #0

Allora per il teorema della funzione implicita esiste un intorno U di xy ed una funzione

7 € C*(U,R) tale che per ogni y € U si ha S(o(7(y),y)) = 0; ovvero p(7(y),y) € X.
O

Nel caso in cui l'orbita di x( sia periodica, di periodo 7', allora si puo applicare il
lemma ad una sottovarieta X che contiene xq stesso. Posto X/ = X N U ¢ allora definita
una mappa

P:¥CYXm Y, P(y) = ¢(1(y),y)-

IRicordiamo che un insieme ¥ C R” viene detto sottovarieta di codimensione uno se puod essere
scritto come ¥ = {xz € U : S(z) = 0} dove U C R™ aperto, S € C*®(U) e %(m) = 0 per ogni x € X.
2Una sottovarieta ¥ si dice trasversa al campo vettoriale f se ‘g—x(x) - f(z) # 0 per ogni = € ¥.
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P viene detta mappa di Poincaré e si puo dimostrare [6] che essa ¢ un diffeomorfismo.
Nelle prossime sezioni focalizzeremo 'attenzione sulla mappa di Poincaré linearizzata:
con tale espressione ci riferiamo alla matrice DP(Z) : T3;X — T;%, dove Z identifica il
punto di intersezione tra ’orbita periodica e la sueprficie X2, definita da

i, 0T
= o (T,2) + fi(o(T, x))a—yj(x)-

DP(7) (2.3)

Concludiamo notando che tale generalita nella definizione della mappa non era neces-
saria per lo studio del sistema (1.13): nel nostro caso basta prendere come superficie
¥ il piano 7 = 0; la mappa agira da R* a R* e la funzione 7(y) introdotta nel lemma
precedente sara semplicemente 7(y) = 27 per ogni punto della mappa.

Figura 2.1: Rappresentazione grafica della mappa di Poincaré.

2.2 Stabilita delle orbite periodiche

Enunciamo in questa sezione alcuni teoremi fondamentali per lo studio della stabilita
di un’orbita periodica in termini della sua mappa di Poincaré. Le nozioni di stabilita,
stablita asintotica ed instablita di un punto fisso di una mappa sono definite in modo
analogo a quelle per un equilibrio di un’equazione differenziale.

Teorema 2.2.1. Sia v = p(t,z) soluzione periodica di (2.1) che interseca 3 nel punto
z. Allora v e stabile, asintoticamente stabile, instabile se e solo se T é punto fisso
stabile, asintoticamente stabile, instabile per la mappa Ps,.
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Dimostrazione. Supponiamo Z punto fisso stabile di Ps. Sia U intorno di 7. Sia
inoltre U C U N'Y intorno di Z in X tale che ([0,7],U) C U. Eiste V C U tale
che y, = P2(y) € U per ogni y € V. Ma allora ¢([0,7],V) ¢ un insieme di soluzioni
contenuto in V' C U. Se T ¢ asintoticamente stabile inoltre y,, — 7 e allora p(t,y) —
©(t, ) al crescere di n per ogni y in un intorno di z. Se Z € punto fisso instabile allora
esiste y,, ¢ U con y C U. Allora ©(t,y) non & contenuta in U. I viceversa sono banali.
O
Per la stablilita dei punti fissi di mappe valgono teoremi analoghi ai teoremi di
Lyapunov per gli equilibri di un’equazione differenziale (vedi [11]). In particolare si ha
il seguente analogo del primo metodo (o teorema spettrale) di Lyapunov:

Teorema 2.2.2. Supponiamo che f € C* abbia un’orbita periodica . Se tutti gli
autovalori della mappa di Poincaré linearizzata sono interni al circolo unitario allora
lorbita € asintoticamente stabile. Se uno di essi & esterno al circolo unitario allora
lorbita é instabile.

Per lo studio della stabilita occorre dunque determinare DP(Z). L’espressione data
in (2.3) non ¢ pero agevole da calcolare direttamente. Precisamente, abbiamo bisogno
di determinare gli autovalori di tale matrice. Come ora andiamo a dimostrare, essi
possono essere ricavati per mezzo della “matrice di monodromia” (dell’orbita periodica
relativa alla sezione X)), che ¢, per definizione,

d¢
Do(T,x) = =—(T,%). 2.4
o(T, ) = SE(T, ) (2.4
Teorema 2.2.3. Gli n autovalori di Dp(T,x) sono A = 1 e gli n — 1 autovalori di
DP(z) (ciascuno ripetuto tante volte quante la sua molteplicita algebrica).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¥ : U — W(U) definita da ¥(z) =
o(7(x),z), con U intorno di & in R™. La mappa di Poincaré sara la restrizione di
U aX overo P: Ulg: Y — X con X = X NU. Per il teorema di rettificazione’
si possono introdurre le coordinate (u,s), con s = ($1,...,8,-1) in un intorno U di

3Teorema di Rettificazione. Sia  un punto nel quale f(z) # 0. Allora esiste un intorno di Z
munito di coordinate y = (y1, ..., y» ) nelle quali 'equazione differenziale & = f(x) si scrive:

ylzla y2:0»ayn:0
e dunque il suo flusso & dato da

(y17y27~"7yn) = (yl +t7y27~"7yn)~
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z, tali che f = (1,0,...,0). Poiché ¥’ & trasversale ad f, cioe all’asse u, in queste
coordinate ¥’ & il grafico di una funzione s — 1u(s). Allora nel sistema di coordinate
(u,s) — (u,s —u(s)) (che continueremo ad indicare con (u, s)) X' & la superficie indi-
viduata dall’equazione u = 0, con f(u,s) = (1,0). Siano (u = 0, 5) le coordinate di Z.
11 flusso di f(u,s) per (¢, (u,s)) in un intorno di (0, (0, 5)) e dato da

o(t, (u,s)) = (u+t,s).

A questo punto diventa facile dimostrare I'asserto: innanzitutto osserviamo che, in
queste coordinate, la mappa di Poincaré e rappresentata da una mappa s — p(s).
Resta da calcolare Dp(T', z), e per farlo determiniamo la mappa = — (¢, x). Per la
proprieta di gruppo del flusso si ha

T(u,s) =71(0,s) —u

e poiché dopo un tempo 7(x) lorbita di un punto x € U interseca X, e quindi riattra-
versa U, per (t, (u,s)) in un intorno di (7', (0, 5)) si ha

p(t; (u,s)) = (t = 7(u,8),p(s)) = (t +u = 7(0,5), p(s)).

Allora: 9
® _
au (t7 (U’7 S)) - (170)7
Op B or dp
S s = (- 50.9.56),
e quindi
or
9, -, 1] =20, s)
u,s) =
(u, ’
) o %)

(Il
Grazie al teorema precedente, il problema di calcolare gli autovalori della mappa di
Poincaré linearizzata DP(Z) ¢ ricondotto a quello di determinare la matrice di mono-
dromia Dy(T', Z). Per questa ragione, si usera il fatto ben noto che la matrice Jacobiana
t — Dy(t, ) soddisfa la cosiddetta “equazione alle variazioni”

d _ _ _

ZDe(t,7) = Df(p(t,2))Dy(t, 2) (2.5)
ove Df = 0f/0z. Nota (analiticamente o numericamente) la soluzione periodica t
©(t, ), (2.5) & un’equazione differenziale lineare a coefficienti dipendenti periodicamente
dal tempo per t — Dep(t,z) € L(n), che puo essere risolta, se non analiticamente,
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almeno numericamente.

Matrice di monodromia. Spieghiamo un po’ piu nel dettaglio la genesi di tale
matrice. L’equazione (2.5) ¢ un’equazione del tipo

Y = A(t)Y, Y € L(n), (2.6)

con A(t +T) = A(t) matrice continua per ogni ¢t. Siccome l'equazione ¢ lineare, dati
to e t, esiste una matrice M, tale che, qualunque sia il dato iniziale Yy, la soluzione
Y (t,t0,Yo) (ovvero Y (to,to, Yy) = Yo) € esprimibile come

M, +Yo. (2.7)

La matrice My, 4o+ si chiama matrice di monodromia dell’equazione (2.6) relativa al-
l'istante tg.

Osserviamo che gli autovalori della matrice di monodromia non dipendono da ty: se
M, 4, e My, sono due matrici fondamentali allora esiste una matrice U tale che M;;, =
M, +,U. Sfruttando la proprieta di gruppo del flusso ricaviamo che

-1 —1as—-1 -1
Mz, = Myy Myyryy = U™ Mgy M7 U = U™ Mry, U

Quindi My, ¢ simile a Mp,,. Dunque gli spettri delle due matrici coincidono e dipen-
dono solo dal sistema. Si puo allora scegliere ty = 0; My si chiama semplicemente
matrice di monodromia di (2.6) e si denota con Mr.

In particolare, per Yy = I, si ha Y(7T',0,I) = Mp. Applicando questo fatto all’equazione
alle variazioni, ed osservando che poiché ¢(0,z) = id si ha Dp(0,z) = I, si conclude
che la matrice di monodromia Dy (7', ) di un’orbita periodica coincide con la matrice
di monodromia M7y della corrispondente equazione alle variazioni.

2.3 Teoria di Floquet

Inseriamo in questo capitolo una breve digressione sui metodi usati in [5], [4] per lo
studio della stabilita. Vogliamo mostrare che le differenze tra ’approccio per mezzo di
mappe di Poincaré e teoria di Floquet sono solo di carattere formale: da un punto di
vista pratico i due metodi sono di fatto equivalenti.

Negli articoli sopra citati il punto di partenza per lo studio della stabilita sono
le equazioni del campo linearizzate in £4. Queste equazioni costituiscono un sistema
lineare periodico rispetto al tempo, per il quale ¢ possibile sfruttare la teoria di Floquet.
I teorema cardine (per un’esposizione piu rigorosa si puo consultare [6]) assicura che
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la matrice fondamentale ®(t), con ®(0) = I, di un sistema Y = A(t)Y, dove A(t) =
A(t 4+ T') e matrice reale continua, puo essere scritta nella forma

O(t) = P(t) exp(Bt), (2.8)

con P(t) € M,x,(R) matrice regolare tale che P(t + T) = P(t), P(0) =T1e B €
M, «n(R) matrice costante. Tale teorema fornisce un cambiamento di coordinate in cui
le equazioni sono indipendenti da t. E infatti sufficiente considerare la trasformazione
y = P(t)z, con P(t) = ®(t) exp(—Bt): essa porta a considerare il sistema z = P~1(AP—
P)z, ed osservato che

PY AP — P) = exp(Bt)® ' [Ad exp(—Bt) — & exp(—Bt) + ®Bexp(—Bt)] =
= exp(Bt)® '®Bexp(—Bt) = B,

nelle nuove coordinate il sistema si riscrive come
2= Bz.

Indicata con W(t) la matrice fondamentale di tale sistema, ¢ facile vedere che essa
soddisfa W (¢t + T') = V(t)Mr, ove My indica la matrice di monodromia. Se allora gli
autovalori di My sono tutti interni al circolo unitario si ha stabilita; in caso contrario,
se almeno uno di essi e esterno, I'equilibrio sara instabile.
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Capitolo 3

Stabilita di £y

3.1 Struttura della matrice di monodromia

In questo capitolo applichiamo le tecniche del capitolo precedente allo studio della stabi-
lita delle soluzioni periodiche del sistema (1.15) corrispondenti alle soluzioni triangolari
L4, L5 del problema ristretto ellittico piano (possiamo naturalmente, per ragioni di
simmetria, limitarci al caso di £4). Come abbiamo visto, sara necessario calcolare la
matrice di monodromia del problema. Il sistema (1.15) nello spazio delle fasi esteso
ha dimensione 5, ma come ora mostriamo, grazie alla sua speciale dipendenza dalla
coordinata 7, € possibile restringersi ad un blocco 4 x 4 della matrice di monodromia.
Il restante autovalore della matrice di monodromia e 1.

Si tratta di determinare la matrice di mondromia per un sitema del tipo

{ i = F(x,7) (3.1)

F=1
con soluzione periodica t — (z,t) tale che
F(z,7)=0Vr, (3.2)

(ovviamente possiamo prendere un dato iniziale (Z,7) per la soluzione periodica con
7 =0). Al fine di determinare tale matrice adottiamo le coordinate (x, 7) e indichiamo
una soluzione ¢(t, (z,7)) con la notazione (¢, (z,7)) = (¢.(t, (z, 7)), o-(t,T)), ove
- (t,7) =t + 7. L’equazione alle variazioni relativa alla soluzione periodica t +— (Z,t)
e

d

%(D(w,’r)gp) (ta (fa O)) = D(m,ﬂ—)f('fa t)D(x,T)(P(tv ('Ta O))

19
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La matrice Jacobiana D, ¢ valutata lungo la soluzione periodica ha la struttura a

blocchi . ) N )
D(J»’ﬂ')gp(t? (1_7’0)) = < Oz <t’ (JI,T)) or <t7 (‘7;77—>> > )

0 1

La linearizzazione del campo vettoriale lungo la soluzione periodica ¢
OF [~ OF (= OF (=
oy o [ a@t) @t) ) _ (@it 0
D(x,T)f(SO(ta (l‘, 0)) ( 0 0 0 0 )

perché F(z,7) = 0 per ogni 7 implica %—f(f, t) = 0 per ogni t.
Ne segue che la matrice di monodromia dell’equazione alle variazioni ha la struttura

- (% 1)

ed i suoi autovalori sono 1 e gli autovalori del blocco MZ*, il quale e la matrice di
monodromia dell’equazione alle variazioni & = F(x,t) relativa all’orbita periodica ¢ —
x.

Per studiare la stabilita di £4 si tratta quindi di ricavare la matrice di monodromia al

tempo T' = 27 del sistema lineare (ottenuto linearizzando le equazioni (1.13))

Ql - 2Q2 = G(t) [aQ1 + BQo] (3.3)
Q2+ 2Q1 = G(t) [vQ2 + Q1] '

cona =2 f= % (3—pa), v=2 Gt) = m Per delle ragioni che saranno

9

47
chiare successivamente applichiamo a (3.3) il seguente cambiamento di coordinate (vedi
[10])

Q1= qicosn — qasinn
Q2 = q1sinn + gz cosn

dove
tan(2n) = V3(1 — 2pa).

In queste coordinate le equazioni linearizzate diventano

Gr — 2¢o = G(t) o1 qh
.. 5 3.4
Go + 241 = G(t) az ¢o (3-4)

con

3
061,215[1i\/1_3MA(1_MA) :
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La matrice che compare nell’equazione alle variazioni del sistema & = F'(x,t), scritto
in queste coordinate ¢ allora

0 0 1 0
0 0 0 1

A= ¢as 0 0 2 (3.5)
0 G(t)ozl -2 0

3.2 Calcolo della matrice di monodromia

In questa sezione esponiamo un algoritmo per il calcolo numerico (vedi [6]) della matrice
di monodromia per un generico sistema lineare dipendente periodicamente dal tempo

Y = A(t)Y, A(t) = At +T) (3.6)
dove A(t) € M,xn(R), continua in ¢. Tale algoritmo verra usato per la determinazione
della matrice di monodromia relativa all’equilibrio £4. L’idea & quella di discretizzare
la matrice A(t) suddividendo l'intervallo [0,7] in N intervalli [tg, tx41[ di lunghezza
h =T/N e approssimare A(t) con le matrici costanti

A(tk) pert € [tk,tk+1[ k:zO,l,...,N— 1.
Per ogni k, ci troviamo quindi di fronte a un sistema lineare a coefficienti costanti

Y, = A(ty) Y, t € [tr, tro] (3.7)

il cui flusso ¢ dato dalla matrice exp(tA(tx)). Approssimiamo allora le soluzioni di (3.6)
per mezzo della composizione

Yi(t) :=exp((t — tx)A(ty)) exp(hA(tg_1)) - - - exp(hA(to)) pert € [tg, tit1[, (3.8)

dove abbiamo aggiunto il pedice h alla matrice fondamentale per tenere a mente ’ap-
prossimazione.

Proposizione 3.2.1. La matrice
Yi(T) = exp(hA(tn_1)) exp(hA(tn_2)) - - - exp(hA(ty)),

tende alla matrice di monodromia di (3.6) per h — 0.
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Dimostrazione. Mostriamo che effettivamente Y}, (T) — Y (T') per h che tende a zero.
Integrando (3.6) e (3.7) con condizione iniziale Y (0) = I otteniamo

Y(t)=T+ /Ot A(T)Y (7)dr,

¢
Yi(t) =1 +/ Ap(1)Y(7)dr,
0
dove Ay (1) = A(ty) per T € [tg, trr1[, K =0,...N — 1. Quindi per ¢t € [0,T7,

Yi(t) =Y (t) = /0 (Ap(1) — A(7))Yn(t)dr +/0 A(T)(Yi(r) = Y (7))dr.

Prendendone la norma ricaviamo la disuguaglianza

¥a(6) ||</ 1 An(r) — A |[Ya(t ||d7+/ LA Y2 (r) — Y ()] dr.
Sia M > ||A(t)|| per t € [0,T]. Allora (3.8) ¢ maggiorata da

IVa(@®Il < exp(hl[A(t)]) exp(hl|A(ts-1]]) - - - exp(h][A(to)]])

<
< exp(hNM) = exp(TM), t€10,T7.

D’altra parte, per la continuita di A nell’intervallo [0, 7], per ogni € > 0 esiste un 6. > 0

tale che per ogni 79,7 € [0,7] con |7 — 7| < . si ha |[|A(7) — A(1)|| < e. Ma vale
anche ||An(1) — A(7)|| < e per 7 € [0,T] se h < . e quindi vale

[IVa(t) =Y (@) < €T6XP(TM)+/O M||Yy(r) = Y(7)[|d7

se h < .. Applicando ora il Lemma di Gronwall® si ottiene

[Yi(t) = Y(t)]| < eTexp(TM + Mt),  tel0,T],

'Lemma di Gronwall. Sia I intervallo di R, tq € I, u,v : I — R due funzioni continue non
negative, e ¢ € RZ0 tali che

¢
v(t) < c+/ u(s)v(s)ds, Vtel, t>tp.
to

u(t) < cexp ( /t :u(s)ds>

Allora vale

perognit € I,t > tg.
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quindi
IY;(T) = Y(T)|| < eT exp(2TM),

e questo implica che
Y(T) = lim Y,,(T).

h—0

3.2.1 Ottimizzazione del calcolo

Nonostante i tempi di elaborazione per il calcolo della matrice di monodromia non
siano problematici ¢ comunque interessante sfruttare una proprieta della matrice (3.5)
che permette di dimezzarli (vedi [9]). Per essa vale infatti la seguente “proprieta E”:
Una matrice P(t), T-periodica e continua per t € R, ha la “proprieta E” se esiste una
matrice S, con S? =1, tale che per ognit € R si ha

P(—t) = —SP(t)S. (3.9)

Allora se si considera il sistema
&= P(t)x (3.10)

¢ immediato osservare che se z(t) ¢ soluzione di (3.10) allora lo ¢ anche y(t) = Sz(—t).
Denotiamo con X () la soluzione di (3.10) con dato iniziale X (0) = I. Sia My la matrice
di monodromia di (3.10), cioe My = X(T).

Teorema 3.2.1. Se P(t) ha la proprieta E allora

X(—t) = SX(t)S, VieR (3.11)
My = SX NT/2)SX(T/2). (3.12)

Dimostrazione. Sia Y'(t) risolvente di (3.10). Allora anche Y;(t) = SY(—t) @ risol-
vente di (3.10), e poiché S ¢ non-singolare, lo stesso vale per Y5(t) = SY (—t)S. Allora
in particolare X (0) = SX(0)S = S? = I e per l'unicita le due soluzioni coincidono.
Ponendo poi t =7/2 in X(t + 1) = X (t)Myr e sfruttando (3.11) troviamo (3.12). O

Al prezzo di calcolare la matrice inversa nella risolvente e possibile limitare I'integrazio-
ne al tempo 7'/2, dimezzando (o quasi) i tempi. Osserviamo che da (3.12) segue det My
= 1, ovvero il prodotto degli autovalori della matrice di monodromia deve valere 1.
In realta si pud dire qualcosa di pit: dal momento che S = S~!, si ha My = X1 X,
M, U= XX~ dove con la “tilde” sono indicate le matrici a cui & stata applicata la

trasformazione S; allora se A & autovalore di Mr, lo & anche 1/A.
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Concludiamo fornendo la matrice S soddisfacente (3.9) nel caso in cui P(t) sia data da
(3.5),

1 0 0 0
0 -1 0 0
5= 0 0 —-10
0 0 0 1

3.3 Regioni di stabilita lineare

I parametri liberi in (3.5) sono 'eccentricita e il rapporto di massa tra i due primari,
p = pa (siricordi infatti che pup = 1 — p4). Si sono quindi studiati numericamente gli
autovalori della matrice di monodromia al variare di (u,e). Il risultato ¢ mostrato in
figura 3.1

0.8

P %“\hﬁ;ﬁ:‘f;“"u‘- IR

0.05 H

Figura 3.1: Stabilita lineare per il problema dei tre corpi ristretto ellittico (in grigio).
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Il grafico riportato mostra le regioni di stabilita lineare/instabilita per £4: i punti
in grigio corrispondono ai valori (u,e) per cui gli autovalori sono in modoulo pari a
uno. L’aspetto granulare del grafico non ¢ dovuto a mancanza di stabilita nell’intorno
dei punti stabili, ma alla limitata risolutezza dell’approccio numerico. Il punto (u*,0)
coincide con un punto di risonanza, in cui le frequenze associate agli autovalori sono
in rapporto 1:1. Tale condizione pregiudica la stabilita per valori di e # 0. Il valore
g € la ben nota soglia di Routh, alla quale i punti triangolari del problema circolare
perdono la stabilita lineare.

Osserviamo, inoltre, che Markeev [8] ha individuato 10 curve di risonanza para-
metrica all’interno delle regioni di stabilita. In uno studio recente [2], si ¢ studiata
numericamente la stablilita delle orbite nell’intorno di Ly4; si e osservato che lungo tali
curve di risonanza la dimensione degli intorni per cui l'orbita del planetoide rimane
“vicina” a L4 tende ad essere piu piccola rispetto che negli altri punti dello spazio (j, €)
dove si ha stabilita. Per un’analisi pit dettagliata del problema rimandiamo a tali la-
VOTi.

Per quanto riguarda 1’aspetto computazionale, si ¢ determinata la matrice di mono-
dromia per 40000 punti casuali nello Spazio [fmin, fimaz] X [€min, €maz] = [0, 0.05] x [0, 1]
con uno step di 7/1000. Successivamente, per determinare con pitt precisione il punto P
e il comportamento per e — 1 si ¢ eseguita una seconda determinazione degli autovalori
nei loro intorni, diminuendo lo step a 7/2000. A causa delle approssimazioni numeriche
non ¢ possibile determinare autovalori in modulo esattamente uguali a 1; per questa
ragione i punti sono stati considerati stabili se i moduli degli autovalori differivano dal-
I'unita di un valore inferiore a una parte su 10°. Il grafico ottenuto conferma i risultati
gia descritti da Danby, [5]. Il punto P ha coordinate (up,ep) = (0.04699,0.31402).

I punti ugr e p* si possono ricavare analiticamente applicando il metodo spettrale
alla matrice (3.5) previo aver posto e = 0. L’equazione caratteristica ¢

27
)\4+)\2+Zu(1—u)20

con radici )

= [—1 + /1 27p(1 - u)}

e (a conti fatti) si ha instablita per p > pp = 3 (1 — @) = 0.038521. Nel caso in cui

1 < g gli autovalori sono +iw;, iwy, dove:

wlz\/%[l—k\/l—Q?ﬂ(l—u)} w2:\/%[1—\/1—27,u(1—u).

Il valore di x*, infine, corrisponde a frequenze wy = wy = 1/2, p* = (3 — 2V/2) =
0.0285954..
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Appendice A

Codice per il calcolo della stabilita

Riportiamo il codice per il calcolo della matrice di monodromia (scritto in Mathemati-
ca).

PuntiStabili = {};
S ={
{1, 0, 0, 0},
{0, -1, 0, 0},
{0, 0, -1, 0},
{0, 0, 0, 1}
+;
Num = 1000; dt = (Pi/Num);

Z[f_, \[Alphal_, \[Gamma]_, e_] = {

{0, 0, 1, 0},

{0, 0, 0, 1},

{1/(1 + e Cos[f]) \[Alpha], 0, 0, 2},
{0, 1/(1 + e Cos[f]) \[Gamma], -2 , O}

¥
PUNTI = 40000;
For[i = 0, i < PUNTI, i =i + 1, {

e = RandomReal [{0, 1}];

\[Mu] = RandomReal[{0, 0.05}];

\[Alpha] = 3/2 (1 - Sqrt[1 - 3 \[Mu] (1 - \[Mul)1);
\[Gamma] = 3/2 (1 + Sqrt[1 - 3 \[Mu] (1 - \[Mul)1);

R‘ = {{1, O, O, O}’ {O, 1, O, O}, {O, O, 1’ O}, {O’ O’ O’ 1}};
For[t = 0, t < Pi, t =t + dt, {

27
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]

APPENDICE A. CODICE PER IL CALCOLO DELLA STABILITA

swp = MatrixExp[dt Z[t, \[Alphal, \[Gamma], e]l],
R = swp.R

+

]

R = S.Inverse[R].S.R;
Autovalori = Eigenvalues[R];

flag = 1;

For[s =1, s < 5, s++, {
If[ (Abs[Autovalori[[s]]] - 1) > 0.000001, flag = 0]
}

]

If[flag == 1,
PuntiStabili = AppendTo[PuntiStabili, Point[{mu, e }]]]
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